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Sorrebe. 



©eit Solaren trug id^ . mic^ mit bcm ©cbanfeu ^erum , ani ber 
SQSeife'fd^en 35ebuction8le]^rc nic^t bIo§ bie aRögtid^feit t)on fediS Sr^ftott^ 
f^ftemeu ju begrünbett, toog fd^on in meiner „ÜKetl^obe ber Är^ftaHo*^ 
gra^l^ie 1840" %e\ä)af), fonbem aud^ ju jeigcn, toic fid^ baran juglcic^ 
ber einfad^fte SBeg jur SBin!e^ unb STfenred^nung fnüpfe. 35od^ nal^men 
Sie ^etrefactotogifd^en unb anbere Slrbeiten forttoötirenb mid^ fo totel in 
Slnf^rnd^, ba§ tc^ nur bie ÜRufeeftunben gleid^fam gur Srl^olung boju 
öertoenben fonnte. SSor aKem xoax e§ babei not^tt)enbig, bie Sinecrr* 
unb ^unftmetl^obe, fomie bie gläcj^en* unb Äugelprojection gegen ein* 
anber abjutoägen, unb il^re reci))rofen SSerl^ältnijfe in^ ' gel^örigc Sid^t 
ju [teilen. S)enn njenn .anä) t)on ben l^eutigen Är^ftaQograp^en bie 
SBid^tigfeit ber ^rojection immer mef)r erfannt wirb, jo neigen fic fic^ 
bod^ nur jju oft ber Ängetbarfteöung ju, bie atterbingö eine üortrepd^c 
Ueberjidjt gemalert, aber für bie SSeftimmung unb ©nttoidEelung ber 
3onen lange nid^t bie SBic^tigfeit unb 83equemlid^feit ber gläc^cnbar* 
fteöung erreid^t: wie ber ©d^iffer burd^ tt)eiten Dcean jum ÜRercator 
greift, tt)enn er fein unfid^tbareS Qki in beftem Sour§ erreid^en toiVi, 
fo mug aud^ ber Är^ftaUograp^ junäd^ft fid^ auf ber ®bene unb nid^t 
auf ber Äugelftäd^e ergel^en. 2)ie (Sbene ift fein ÜRercator, l^at er l^icr 
ßonenpunfte unb ©ectibnglinien fifirt, bann fennt er me ber ©d^iffer 
fein STerrain ol^ne SRed^nung. SBie leicht eö nun aber ift, ba§ SBilb 
ber ®bene auf bie Äugelftäc^e überjutragen , tt)urbc toieberl^olt gezeigt, 
©elbft ÜKatl^ematifer toerben biefen ßwfammen^ang gtoifd^en beiben ^ro* 
iection8tt)eifen nid^t o^ne SBol^IgcfaUen verfolgen. 

Um bie Probleme t)on allen ©eiten ju crfaffen, tt)urbe ein ^ifto* 
rifd^er UeberblidE gegeben, tt)orau8 l^ertoorgel^t , tnic eine SRcngc 9ieue* 
rungen nur eine anbere ©arfteQung längft befannter ©efefee toaren, bie 
atte wie fRabicn auf SBei§ jurüdffü^ren : man war bem SSater ber 
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VIII SBortcbe. 

Är^ftaKfunbe an matl^cmatifc^er ©arfteßung überlegen, aber in ber Jiiefe 
ber Stnfci^ouung ^at er eS atten juöorgettian. ©eine ©ebanfen unb 
Sel^rfäfee burften nur in eine ettoa^ anberc fjorm gebrad^t unb etoaS 
einfad^cr abgeleitet toerben, fo liegen fie bic po^ulärfte Änwenbung ja. 
^d) war bemül^t, mit bcn einfad^ften algebraifd^en Sled^nungen bie ^awpU 
formein tiinjufteQen , unb in ben eleganten Sofinu^ unb Tangenten* 
formein namentli^ ^ ben reci))rofen g^föi^tt^^^^^^Ö na($jUtt)eifen , in 
n)el(j^em bie ©eiten*^ unb Äantenminfel ju einanber ftel^en, fo bafe eg 
fd^tiepc^ für ben Qitibttn ein Seid^teS ift, ade nad^ ber aufgefteöten 
Siegel au§ bem (Sebäd^tnig ^u entnjidEeln. 35er Slnfängrt mag fid^ mit 
ben SRefuItaten begnügen, bod^ toirb auc^ er in ber bie Är^ftaöentttJidEe*' 
lung begrünbenben ©arfteHung fo öiel 5ßo))uIäreg unb fieid^töerftänbtid^eS 
finben, bag il^m ber SBeg jum tiefern SSerftänbniß bamit angebal^nt ift, 
toet^er nid^t im SRed^nen jonbern im Eonftruiren liegt. 25ag $eer öon 
2Bin!eIn barf il^n wenig berül^ren. S)en ©c^werpunft legte SBeig mit 
9?cd^t auf bie gonenajen : fie ftral^ten aKe öon einem fünfte aug wie 
wirlenbe Gräfte, bie im gegenfeitigen 3^foi^«^^tt^ö"9^ ^^n fRefultanten 
ftel^en. SRa^ bem Äantenjonengefe|e ergibt fid^ it)r SBert^ burd^ ein* 
fac^e Slbbition, unb mit §ilfe ber ^rojection^ebene fann id^ fofort 
jämmtlid^e ©d^nittfängcn ^infd^reiben , wetd^e eine beliebige glä^e an 
itinen ma^t. 3)rei beliebige ßängSftral^Ien beftimmen ein Sietraib, unb 
bamit ^ätte man bie allgemeine fRei^nung beginnen unb bann ju ben 
befonbern gällen l^erabfteigen fönneu. 2)od^ fc^lug i^ lieber bett an« 
fd^auli(^ern SBeg öor, unb begann mit ben befonbern gällen, benen 
bann aHmä^lig bie nöt^ige SlUgemein^eit gegeben würbe. 

©0 l^offe id^ wirb dud^ biefe Slrbeit fi^ einige fjreunbe erwerben, 
unb ju ber enblid^en ©infi^t fül^ren, baß bie gal^llofen SKeffungen unb 
Sied^nungen, trofe i^rer 3Kü^e, bod^ nur SBert^ ^aben, Wenn fie in i^rem 
notl^Wenbigen S^föutmenl^ang erfaßt werben. Stuf ein paar SKinuten 
mel^r ober weniger fommt e§ überl^aupt bei ber gouenletire nid^t an : 
bag SBefen liegt in ber ©ntwidfelung. S)a§ barjut^un, war meine 
abfielt. 

^ül&itt0cn, Sunt 1873. 
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äte bie ©ricd^ifd^cn gelben t)or bcn aWauerit 2:toj|a8 onfatncn, 
fc|tc fid^ in jener fd^anerigen SWad^t ba§ @i8 nm bie ©drüber: 

2co(€^f0i TtBQttQEcpero xQvoTallog §omer Db^jf. W. 477; 
unb 5 Ä (> V (T r a A ^ ff xöf t6 l^/ui^wTov (^tjftoU nnb Stmet^^ft) 
tt)erben 0tt ©iegelruigen ücrfd^nitten (a<pQayiäia Ttouircu), berid^tet 
Z^top^xa'ii (310—225 a. Chr. Ttegl zcov' U&o)v §. 30). ©0 tourbe 
ber 9?ame be§ öergängtid^ften tötpetS auf bcn unücrgängltd^ften njegen 
feiner äußern Slcl^nlid^feit übergetragen. 

S)ic Srarl^cit be§ Söerglr^ftaCS führte bie alten ^^ofopl^en jeitig 
auf bie J^immKfc^e geuc^tigfeit, tneil biefe bie toenigften (Srbtl^eile in fi^ 

berge (Seaeca t 66 p. Chr. Quaestion. natur. IIL 25) uub $Iiniu8 (Histor. 

natur. 37. 10) lounte auf td^ Seftimmtefte bel^aupten (Nos liquido 
affirmare possunms) , \iQi'i^ ber Är^ftaD nur auf ben unjugänglid^ften 
Srtpenpäffen erjeugt ttjerbe, m bie Seute an ©eiten ^öngenb i|n ^er* 
»lorjögen. Sener ffeigige ©d^riftfteüer, ber feinen SBiffenöbrang Beim 
au^bruc^ be§ »efut)§ (79 p. Chr.) mit bem Xobe bejahten mußte, mad^te 
jugleid^ bie etfte . fad^ie^e SJemerfung (Üb. 37. 9). >Quare sexa;ngulis 
nascatur lateribus; non facile ratio inveniri potest: eo magis quod 
neque mucrouibus eadem species est, et ita «bsolutus est kterujn 
laevor, ut rnilla id arte possit aequari« ; b. 1^. ttjegl^alb er in fed^g*» 
ttjinffid^en ©öulen. n)ad^fe, baöon fann nid^t leicht -bet ©runb gefunben 
tt)erben, um fo mel^r, toeirbabei feine S^i^^n nid^t einmal biefelbe %t^ 
ftalt beibehalten, unb bie ©lätte^ber ©eiten fo tJoUenbet ift, baß feine 
Sunft i^r gteid^ ju fommen öertnag. 3a bei ben Snbifd^en diamanten 
(Üb. 37. 15) tt)itb auf. bie anfjj^uliclfte SBetfe 'ein StijieEaeber befd^rieb.en : 
^laterum sexangulo . laevor-e turbinatus in mucronem : ant , quo 
»magis miremur, duabus contrariis partibus, ut si duo turbines 
»latissimis 'suis partibus jungantur«, b. 1^. burd^ bie fed^8tt)inftid|e 
©lätte ber ©eiten in eine ©pifee gelräufeft, ober, tüag mir nod^ me^r 
bett)unbem, an beiben entgegengefei^ten ®nben, n)ic toenn jtoei Greifet 
mit il^ren breiteften XJ^eilen unter einanber öerbunben werben. Unb 

D tt en ft e b t , Ät^ftattosrapi^ic. 1 
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au§ biejer ^orm toirb fd^on ganj rid^tig auf eine SSertpanbtfd^aft be§ 
Adaraas mit bem Crystallus gefd^Ioffen (qiiadam crystalli cognatione), 
me nod^ l^eute bog 9?oIf getüiffe Keine Sergfr^ftaÜe (83ö^ntifd^e , 3Rar== 
ntarofd^er) mit diamanten öerttjed^felt. 

Um Ät^jlatt nnb Iris breite fid^ ttjefentli^ bie erfte Sr^ftaU« 
funbe. Site iji SDeutjc^lanb Sllbertug SÄagnug (f 1280) bie 8lnfmerN 

famfeit tr»iebcr anf Steine (de Mineralibua. Venetüs 1495 na^ 1262 ge-- 

fc^rieben) lenfte, fo erflärte er bie fed^gfeitigen Säulen be§ 3rig, meldte 
jnjifd^en bem SR^ein unb Stier in groj^er SKenge gefunben ttJürben, au§ 
bem 2)rudE be§ 9le6engefteing , sicut foraraiiia apum in medio po- 
sita hexagona efficiuntur. 8l6er bie ^ätte mad^e ia^ @i§ in Ijol^en 
Sergen fo trodfen, bag ex illo sicco coagulat glaciem in crystallum. 
Est autem lapis siccissimus , quod sua indicat secabilitas (@))röbigs 
feit) maxima. SWegenberg (1309—1374, ba§ 93ud^ ber ^atnv 1350 ed. Pfeiffer 
pag. 441) fagt: Cristallus ber stain tt)irt auj ei§, toan boj öetl^ertt in 
k)iel Jäten. iebodC) wiberf^rid^t ia^ ©olinug. Iris l^aijt ber tegenpog. 
ÜDet ftain geleid^t einet criftaüen unb ift fel^feff ot. ©t folgte babei nut 
bem Sllbettng, abet „baj itv ftain fotm unb it geftaft ift öon funbet*» 
leid^et ftctn fteften" (l. c pag. 428), ttJQt' feine eigene SReinung. Slu^ 
SailAU speculum lapidum 1533 fal^e nid^t mel. $lptCOla (de natura 
fossiiiom 1546 Basiieae 1657 pag. 619) t)on St)emni^ \üti% un§ bagegeu 
aug eigener Slnfd^auung t)on SSerjiel^ungen jeglid^er 9lrt ju erjä^Ien, n^ie 
bie gtogen aug Keinen jufammengefe^t feien ; tt)ie einet bteiten Seite oft 
eine fd^male gegenübet liege; tt)ie gen)öl^nlid^ ®:pi^e (mucro) ff ein unb 
reliquum corpus angulatum gto§; aber am S3Iod§berge (Blochebergi) 
l^ingen an ben gelfen ©jemplare, ttjoran bem entgegen mucro est 
magnus, corpus exigumn. ©einem Snl^afte nad^ fei jebod^ crystallus 
nid^t glacies, sed magis succus frigore densatus: SSon ber ^älte 
fonnte er fid^ atfo aud^ nod^ nid^t ganj frei mad^en. ©eine übrige 
^rkiftaüfemitnife ttjar bagegen anwerft bürftig. 3n ber (£inleitung ^eijjt 
e§ jnjar : uonnuUae sunt fissiles (f)}altbar), ut lapis specülaris ((S^:p§), 
ut magnetis (Salf) , qui ex crustis cona^at ... * quaedam sunt an- 
gulatae. vel ergo triangula -nascuntur figura, ut gemmae quaedam : 
vel quadrata, et tesseris simili, ut androdamas (Äalffpatl^ ?) et py- 
ritae . . . : vel quinquangulis, cujus figurae est basaltes Misenus . . . 
vel sexangula figura, ut crystallus. vel pluribus angulis, ut pango- 
nius ; aber ia^ xoat faft afieg. S)ie übrigen äußern mel^r gufälligen 
©eftalten tt)nrben ^et beffer I)ert)orgeI)oben. 

' (SnceliuS (de're metallica 1557) üon ©aalfelb jie^e id^ afö 2Wi^ 
neralogen bem^gricola nod^ tior, er ift furj, bünbig, überftd^tlid^, Etat, 
unb ^at ebenfaKg t)iel gefe^en, tr»ie ba§ argentum rüde coloris rubri 
rot gülbenerfe ben^eift, tnoran er fo neue gormen erfannte, bag er ^inju 
f e^te : ita natura geometriam exercuit sub terrae visceribus, mirabili 
opifico. Conrad Oesner (de remm fossillum, lapidum et gemmarum 
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maxime, figuris .... 1565) in Qüxxd) fügte feinem Meinen 93u^c ^olj«* 
fd^nitte bei, tDorin aber anßer bem SBürfel öom ?ß^rite§ unb ©alj nur 
bie Serglr^ftaUformen eine Stoße fpielen. 3a ba« merfmürbige Silb 
(fol. 21), tt)a§ it|m Äenntmann in ^iiorgau t)on ben äRcignifd^en 93afalt== 
foulen jufanbte, geigt bie t)ertüirrten SSorfteltungen jener Qtii: bie brei«^ 
big fiebenfeitigen ©äulen tnerben nad^ Quarjart mit p^ramibaten (Snben 
gejeid^net, ifire gebrängte Stellung erinnerte i^n an bie SBiencntnaben 
beg TOertuö, toorauf an^ ber 3KatI)ematifer Karbanui^ (f 1570 in 
fRorn) Ijinioieg. SWur bie Deutung be§ Pangonius mad^te il^m ju fd^affen, 
er bitbet bafür tinfö unter ben S3afaltfäulen ein ©ranatoeber ab, tneld^eg 
.er freiti^ nid^t gang richtig (fol. 25) dodecagonum Crystallum, Sin 
jtt)öIffedEed^ter SriftaK, nennt, ^ertiorju^eben ift bie ©teile (fol. 16): 
Saxum durum, magnas rupes faciens, est circa Thermas Caroli 
quarti, et prope Einbogen oppidum, candidis veluti tesselis im- 
mixtis varium, Val. Cordus, ttjomit offenbar auf bie befannten Garte* 
baber 5^f^ipätf|e l^ingebentet toirb. @o liefen fid^ nod& ciue 3iei^e öon 
SRännern auffül^ren. W)ex tnir eilen ju bem großen S)änen 

«icatauä BUm (1638—1687), ber in glorenj ebenfalls an ben 
Er^ftaH ber Sitten anlnü^jft, aber mit feiner ttjenn aud^ Meinen geolo* 

gif(^en Slbl^aitblung (de solido intra solidum nataraliter contento 1669 ed. 

secunda 1763 pag. 35) eine neue gpod^e beginnt, ber erfte Slntauf ju 

einer lüirMid^en Är^ftaHograpl^ie : »crystallus beftcl^t au§ jtoei fed^S* 

,,fantigen. ?ß^ramiben mit jtoifd^enliegenber ebenfalls fec^gJantiger ©äule, 

„bal^er nenne id^ angulos solidos extremos unb intermedios (©nb^« 

„unb 3tt5ifc^enfante) ; xok plana extrema unb intermedia (@nb* unb 

„Qm'\^er['flä6)m); planum baseos ftel^t fenlred^t auf bie S^^if^^cnfläd^en, 

„planum axis (Stjenebene) est Sectio, in qua est axis crystalli, qui 

„componittlr ex axibus pyramidum, et axe columnae. SSie ein 

„Sr^ftaU entftel^e, ift gttjeifel^aft , aber me ein gebübeter fortwad^fe, 

„fidler. SRid^t etwa nad^ ?Irt ber ^flanjen k)on innen, fonbern lebiglid^ 

„burd^- Einlagerung Meinfter öon einem gluibum l^erbeigefül^rter Steile, 

„namentlich an ben (Snben, tt)a§ bie nie fe^Ienben Querftreifen auf ben 

„^^ifc^^^fTäd^ßtt betoeifen. Dal^er fönnen fid^ aud^ ^öl^cn barin bilben, 

„meldte einen Slieil be^ gluibumS einfd^Iie^en , ba^ balb reine Suft, 

„balb ßuft mit SBaffer ift. ®ie causa efficiens ift nid^t ^o^e Sälte, 

„fonbern ä^nlid) einer magnetifd^en Äraft, bie nod^ l^inter bem Rapiere 

„bie ©fent^eile mit fid^ jiel^t. golglid^ ^obe« bie ffir^ftaKe fi^ nid^t 

„nur bei bem Slnfange ber ®inge gebilbet, fonbern bilben fid^ no^. 

„immer fort, ttJoburd^ — in piano axis laterum, et numerum, et 

„longitudinem varie mutari non rautatis angulis (1. c. pag. 69) — 

„jttjar bie ßatjl unb Sänge ber Seiten fid^ mannigfad^ treränbern, aber 

„Dljne SSetänlieYttng liet aBiiilel." Se^tereg bilbet beti Slngelpunft ber 

^r^ftaDogi^|)l^ie, toeld^er l^ier jum erfteu ÜKat fieser l^erüorgelel^rt toirb. 

©0 ift alfo ber Söerglr^ftaE, ben. SSJeiß mit meiern ®lüdE an bie <Bpi^e 

1 * 
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feinet aKütcralf^ftcmeg fteKte, jum Slu^gangSpunftc ber »iffcnfcl^aftlid^en 
SRineralogie überl^aupt getüorben. Slber afö toäre @tcno fd^on äKeifter 
ber fdjtüierigcren gotmen, greift er ben 

^ifenftlan) (Ferrum 1. c. 42) l^eraug , tüoran gerabe 2^o§fana mit 
ber Snfet ®Iba fo reid^ ift. ®§ tuirb ^ier erft gar nic^t leidet, ben 2ln^ 
fd^auungen gu folgen, tt)ir muffen jiim 9?erftänbni§ bie d^aracteriftifd^en 

3eid^nungen ÖOn Rome de Tlsle (Cristallographie 1783 IV. tab. 2 fig. 

34—40) anff dalagen. S)ie äßannigfaltigfeit ber üerjogcnen ©eftatten ift 

auf tria genera jurüdEgef ül^rt : 

„secnndnm genns toirb tion 12 Sbenen umfd^Ioffen, bereu 6 ge^ 
„ftrcifte ejtrem unb füuffeitig, bereu 6 intcrmebiäre aber 
„gtatt unb breiedig finb. Umge!el^rt n)ie beim Crystallus 
„werben burd^ Sluflagerung auf bie intermebiären bie ej^ 
„tremen gfäd^en aHmäiilig breifeitig, bie intermebiären 
„bagegen füuffeitig, unb babei reifte SBinfet mit it)ren 
„nad^barlid^en bilbenb, Ujelc^e redeten SBinfel enblid^ er= 
„fe|t werben burd^ je jwei ebenfaKS gtänjenbe S)reiedEe, 
rri>€ren Safen mit bem fjünffeit rec^ttoiuHid^ jufammen*^ 
„faücn, fo ba§ auf biefe SBeife ba8 

p^tertinm genns mit 24 gläd^en jüm SSorfd^eiu fommt, fd^on 

a„burd^ feine S)ide oHeiri ba§ SBad^öt^um t)erratl)enb, 
„tüäl^renb primum genus planum est, BIoS 1tl ber 
„SRitte ettt)a§ erl^aben unb an ben SRönbern öerbünnt 
„ift. SlöeS ia^ fann man burd^ 2lbftumt)fung eines 
„SBürfelS genau nad^mac^en — ad unguem repre- 
„sentari. S)ie ©lütte ber giäd^e fa^ id^ einft fo öoö* 
„fommen, wie nie bei einem Sr^ftuße mir glüdfte." Ucber bie S5e* 
ftimmt^eit ber ©arfteUung muffen mir ftaunen, ba ba§ ©ifenglanjrl^om* 
boeber mit 86^ in ben ßubfanten bem SBürfel aKerbingg fo gleid^t, ba§ 
•felbft no(§ $au^ tauge baburd^ getäufd^t würbe, unb biefer SReifter fo- 
-gar geftel^t, toie eS ba§ einjige^SRal gewefen fei, wo er fid^ burd^ ba§ 
aSorurtl^eil öom bloßen Slugenfd^ein \)ahe »erführen taffen (Trait^ de 
Miner. 1801. ed. Weiss IV. pag. 61). S)ic ©treifuug, Weld^e bei ber Cry- 
stalli materia diaphana auf ben 3tt)ifd^eufläd^en, bei, ber'ferri materia 
opaca an ben ©ftremen tjorfommt, fd^ien bie öerfd^iebene Slrt be§ SBad^g^ 
t^umg, bort nad^ ber Sänge, ^ier nad^ ber Sreite, gang befonberg ju 
beftätigen. 5Ruu fam i^ aber nod^ ein britteg j'u $änben, bie 
Marcasitae materia (©d|WefeIfie§) mit breierlei ©treifungen auf 
ben „ftetS ring§ auSgebilbeten SBürfeln." S)a fie feine 
Stuf a^pd^e l^ätten, fo- müßten fie frei jwifd^en brei 
Strömungen gebitbef fein , wa§ gu erflären nid^t 
f(|wer fd^eine. @r nenne fie cubos, obwohl bie ®Ieid^^ 
^eit fämmtlid^er gläd^n nur bei wenigen beobai^tet 
Würbe. Seiber brid^t.er bann ^)Iö^Iid^ ab, unb öerfd^iebt 
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ba§ SInberc auf eine fpätcrc au^fül^ritd^cre ®iff ertation , bte nid^t ht^ 
fannt geworben ift. 3tt Sejtel^ung auf 3rit fügt er nod^ l^iuju, ba§ 
bie crystalli post, bie cubi ante prodactionem stratoram getoad^fen 
fein müßten : er unterfd^eibet bamit fd^on fd^arffinnig bte ©infd^lttffe öou 
SluSfd^eibungen. 

Som j$aIff)lQtl| (1. c. 47 Selenitides romboidalea) lüirb aUgbrÜdEfid^ be^ 

merlt, ba§ er fid^ blättere unb in anbere corpora rhomboidea jertt)cilt 
tt)erben fönne, worauf befanntlid^ $aut| fpäter feine S)ecre§cenjen grün=' 
bete. 3)a^ war alfo ber Seginn ber neuen (£|)oc§e in ber Är^ftaQo^' 
grapl^ie. 

2)ic fünf ^latOttif^en Mv^tt {TCf^a^o^ UeBerfe^ bon ©ufemiiS^I §• 112), 
Xetraeber, Dftaeber, SBürfel, Scofaeber, S)obecacber, weld^e fc^on lange 
t)or $Iato bie Söpfe ber ^^t^agotaer befc^äftigten, gaben einen jweiten 
Smptttö. 3J{an trug bie gormen auf bie öier Elemente über, unb badete 
fid^ bie Sltome beg -^euerö tetraebrifd^, ber Suft ollaebrifd^, beS SBaffer^ 
icofaebrifd^ unb ber (Srbe cubifd^; fo blieb bann für ba^ Himmelsgewölbe 
nur nod^ bie Quinta essentia (Duinteff enj !) seu materia coelestis, 
ba§ S)obecaeber, übrig. (£S ift nun föftlid^, wie bie gried^ifc^en SWänner 
:p]^iIofop]^irten: wirb SSaffer (Scofaeber) Don fjeuer (Setraeber) ober 
Suft (Dftaeber) jerftört, fo mug bei bem Sufammcntreten ber Xfjeile 
6itt kh^tx öon treuer unb 3ttiei t)on Suft entftelien, weil tUn 20 = 
4 4- *i ..8, b. ]§. Scofaeber l^t jo öiel gläd^en, aß ein 2;etraeber unb 
jwei Dftaeber jujammen genommen, ^lato ging eigentlid^ nod^ weiter 
unb ^erlegte bie gleid^feitigen ©reiedEe burd^ S)iagonaIen in fed^g red^t^ 
winRid^e, bcren ^^potenufen bie bopt)eIte Sänge ber 
Meinern ^atl^ete ^aben {TCfiato^ §. iii), unb fam bann auf 
, bie fed^Sfad^e ^a^l Keinerer S)reierfe, alfo 120 = 24 + 
2 . 48, baS mactjte ba§ SBitb jwar nod^ öerwirfelter, aber 
intereffanter. ®ie ©ad^e ging au§ berfelben :3beenaff0' 
ciation l^ertwr, wie bei unfern neuern ©^emifern bie fo* 
genannten ©tructurformelii. Sebenfaüg- liegt barin fd^on ber Äeim 
für bie 9iot^wenbigfeit Don fed^g Är^ftaUftiftemen , benn burd^ 
^nidfen ber ad^t gläd^en beS SuftatomS (ängS ber Santen jener 
congruenten 5Dreiedfe .-gel^t unmittelbar ber fr^ftafiograpl^ifd^e 48fläd^ner 
Iiertjor. "S^tuXtn wir uns je^t bie brei Sljen abc red^twinMid^ , fo 
fönnen fi'e gleid^ aaa, l^atbgteid^ aac unb ungleid^ abc fein. 35affelbe 
gilt für brei f(^iefwinftic^e Sljen (Sl^omboeberfanten) , weil bie ©^m«» 
metrie entweber . öon ber ®Ieid^* unb Ungteid^^eit ber Sljen ober ber 
SfEenwinfel, ober beiber abi^ängt. 3)aS auSeinanber ju fefeen würbe 
aber je^t ju Weit fül^ren, id^ Witt bal^er bloS mit b.em göttlid^en ^lato 
„aöe %obtxi unfcrer .^Jteu^bjd^aft gim:^dfe fe^en/wenn. uuS Semanb 
„JU wiberlegen unb auSfinbig ju machen im Staube ift , ba^ eS fi^ 
„nid^t alfo öer^alte" {rißatoi §. io9). S)enn ha^ ©l|mmetriegefe| lägt 
fid^ mxi gleid^er Jiotl^wenbigfeit folgern, wie bie möglid^en ^oifmen im 
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dtanme, unb iä) ^ahe c§ immer Bebauert, baJ3 bie alten ©rted^en auf 
bie S)ebuctton öon Dftaib, $ejaib, S)obecaib tc. tiid^t üetjtelen, tua^ 
ot)riorifc^ gar ntd^t jo fern lag. 3)ie SJr^ftaöograpl^ie mürbe bann bei 
bm ©eletirten gang anbere SSurjeln gej^lagen l^aben. 

®er 3^i^^^f tt)elc^er namentlid^ aud^ auf ber ©c^önl^eit jener fünf 
Äörj)er berul^t, ergriff beim S33ieberaufle6en ber SBiffenfd^aft fogar bie 
^ünftler. ©c^on äßarg (©efc^id^te ber ^n)ftaafunbe 1825. pag. 25) mad^t in 
biefer SJejiel^ung auf einen alten Folianten aufmerffam: Perspectiva 
Corporum Regularium, S)a§ ift, ®in ffet)ffige gürme^fung, mie bie 
günff aiegulirten 6örper, . . . burd^ einen fonberlic^en, nemen, bel^enben 
unb geredeten meg, ber üor nie im ©ebraud^ ift gefe^en morben, gar 
Äünftlid^ in bie ^erfpectiöa gebracht, Unb barju ein fd^öne Slnle^tung, 
mie auj3 benfelbigen ^Jünff Äört)ern ol^n (Snbt, gar t)iet anbere Körper, 
mand^erte^ Slrt unb (Seftalt, gemad^t unb gefunben merben mügen. SlHen 
ßieb^abern ber freien Sunft ju e^ren, burd^ aSBen^rtn Sawi^er, 
burgern unb golbtfd^mib mit ©öttlid^er l^ülff an 3;ag geben. 1568. 
©^ maren ba§ Slnfänge unjere^ S)ebuction§tt)ege§ , meldten fd^on 8lrd[)i* 
mebeS (287—212 a. Chr.) betrat, mornad^ no(^ ^cute bie 5ßolt)eber 
mit jmei< unb breierlei ©eitenpd^en Slrd^imebifd^e l^eifeen (^o% SDie ßc^re 
bon ben ^ßoi^ebetn 1842. pag. 234). S^atürlid^ famen barunter auc^ einjelne 
abgeleitete SJr^ftaUgeftalten öor, allein baS mar nid^t ber SRatur abge* 
laufd^t. „(£r gibt aud^ eine ßufammenfefeung beg D!taeberg aug Keinen 
Dftaebern, unb jeigt bie babei fidEi ergebenben tetraebrijdien ßmifd^en^ 
räume" {^oheU, ©efd&id^te ber Tlmtal 1864. pag. 6) , griff alfo ©uelmiui 

unb ^auQ öor. 

So^anneS ^t^^Ux I57l— 1630, auf ber Sübinger ^od^fd^ute in 
ben alten Seigren ber 5ßf)i(ofopt)en moI|l unterrid^tet, fui^te am |)ijhmet 
unb in ber ©rbe bereu SBa^r^eit.ju beftätigen. S5ie @efe|e ber Pa^ 
netenbemegung maren eine erfte grud^t ^ener tieffinnigen ©pecutation: 
Cubus et Dodecaedron ex primariis t|ie^ er Mares, Octaedron et 
Icosiedron ex secuDdariis bagegeu Feminae, meil SBürfel ba§ Dftaeber 
unb S)obecaeber ba^ 3cofaeber gteid^fam mie SlWänner bie grauen um=^ i 

armten, b. §. erftere in lefetere eingejd^rieben merben tonnten, mä^renb 
Tetraedron, üereinfömt tt)ie ein Coelebs 6b^ Androgynos, sibi ipsi 
inscribitur (Harmonices mundi libri V. 1019. pag. 58). Söiit aubereu I 

SBorten : mie ber SBürfel bie ©den beg Dftaeberg, fo ftumpft *ba§ SDo^ 

bdcaeber bie SdEen beg Sco|aeber§ ab. aKan fönnte l^ierein fd^on bie 

3bee ber Slbteitung fegen, unb iebenfaUg ift tieröorjul^eben, baß nur ba^ \ 

erfte, nirgenbg ba§ jmeite 5ßaar bei Är^ftaHen gefunben mirb, tüö^renb 

®. be SBeoumont in ben '©ebirggäügen ber ©rbfuget unb bamit mot)t 

aud^ an ben §immeföförp*tn ba« ätoeite nac^meifen ^n fönnen meinte 

unb 5ßentagonaIf5ftem (©^jod^en ber 3fiatur 1861. pag. 229) nannte. Äeppler 

ging nun auc^ mirflid^, mie fd^on Slrd^imebeg, meiter»«: er ftumpfte bie | 

(Sdfen b^ fünf Sörper ah, unb befam fo Cubus truncus, Octaedron 
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truncum etc. Irat bobei SRann unb SBcib iitä ©leid^getoid^t, [0 enU 
ftanben Cuboctaedron itnb Icosidodecaedron. ®r fd^ritt bann fogar 
jum Rhombicuboctaedron, SJerbinbung öon ®ranatocber»SBürfc^Ofta^ 
ebcr, toelc^cm ha^ Rhombicosidodecaedron , SSerbinbung üon Sria* 
contaeber-3cofacber*2)obccacbcr im ^ßcntagonalf^ftem cntfpric^t. S)urcl^ 
bie fflicnenjeßcn, tüic cg auöbrädHid^ (de nive 752) tjcigl, geriet^ er näm^' 
Kd^ auf bcn Rhombus solidus (®rQnatoebcr) , tDtlä)tm ber Rhombus 
solidus triacontaedricus, bag breigigflöd^igc 

Zttaeantaebnr gegenüberftcl)t. SBic an jenem brei SRl^omben il^ren 
ftumt)fcn, fo [trerfen an btefem fünf Sll^ombcn il^rcn 
fc^arfen SBinfcI nac^ äugen; bann füllen je fünf mit 
ben ftum|)fen ©d^enfeln bie Südfen, unb jtoifd^en burd^ 
läuft bie Zona ex decem Rhombicis composita. 
S33ir Icfen ^ier jum erften Wai ba8 SBort ßonc, »aS 
f|)äter bei äßcife fo frud^tbar »irfte. Äepplcr leitete 
nid^t aus 3^^^" 0^/ fonl^ctn nad^ ärd^imebifd^er 2Re* 
tl^obc fd^aute er nur auf bie SdEcn, njorin bie ©ummc ber ©eitentninfet 
ftetö »weniger atö 4 R betragen mug. SSad am ^immel foQte natür« 
lid^ aud^ in ber (Srbe gelten: formatrix facultas est in visceribus 
Terrae, quae faeminae praegnantis more . . . perpetuo ... in gcm- 
mis et fossilibus exprimit quinque corpora regularia Geometrica 
(Harmon. pag. 161). SBie fpäter SR. So^te fo jog fd^on er ©rfunbigung 
bei \)tn ©teinfd^leifern ein: Ajunt gemmarii, Naturalia in Adaman- 
tibus inveniri Octaedra; perfectissiniae et limatissimae formae 
(de nive sexangiila in C. Dornavii Amphitheatrum 1619. pag. 756); in ben 

fdniglid^ Oemäc^ern üon ©reiben fat)e er einen mit ©ilbererj ge^* 
fc^müdEten Jifd^, njorauS ein t)albe^ Dobecaeber öon ^afelnufegröge 
gleid^fam ^eröorblül^te; unb unter ben ©ilbern t)on ßauhin's historia 
fontis BoUensis (ed. Förter 1602. pag. 53) bemerfte er eine Don fünf 
S)rciedEen umfd^loffene ©de, bie er für bm Z^eil eine« Scofaeber« nal^m. 
®erabe Äieg, ber „^a^^^ in allen ®affen", n)ie il^n $enfel (Pyritoiogia 
1725. pag. 733) in feiner berben ©pradie nannte, mußte bie Seute ju ben 
^latonifd^en ftörpern l^infü^ren, benn berfelbe fanb fid^ afö Setraeber 
(Äupferfie§, ^aljlerj), SBürfel, Dftaeber, S)obecaeber, Scofoeber. 9Bät|^ 
reijjt) in SBirllid^feit nur bie erften brei mit ben ^latonifd^en Körpern 
fibereinftimmen, glaubte e« 3Berner (®mmerang, ße^tb. awinerar. 1796. iL 290) 
aud^ nod^ üon ben beiben legten, unb Rome Delisle (Cristallographie 
1783. in. m) fagt beim Marcassite »Vicosaedre regulier, Tinverse du 
»dodecaedre ä plans pentagones, est un des cinq polyedres regu- 
»liers de la Geometrie«, meint fogar nod^ ba« Triacontaedre ä plans 
rhombes (®ebrod^ene3 5ß^ritoeber mit 3SMlrfet) l^injufügen ju bürfen. 
(Srft ^ant) (Trait^ de Min^r. 1801. ed. Weiss IV. 95) fe|te bie ©ad^e in 
bag gehörige Si4t. äfö bal^er ®lia3 Eamerariuö (Ephemerides Nat, Cu- 
rios. 1715. Centnrio IH. 16) au^ bem ßiaS 3 Dou S3oll ein Suboctaeber 
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bcfd^ricb, toat er jtoar t)ertt)unbert, bag Natura singulari modo geo- 
mekizat, aber ba^ SSiered bejeugte il^m ben erften Mxptx ex tribus 
primariis, ben Cubum ; ba§ S)reie(f ben erften ex duobus secundariis, 
bai^ Octaedron non separatim, sed mixtim auf gut Äeppler'fd^e %ct 
^aä) bem 2)obecaeber, Xetraeber unb Scofaeber fud^te er jtüar üergeb* 
lid^, bdä) pro cubis glaubte er ba^ quadratum salis (©teinfolj) unb 
pro triangulis baS Octaedron aluminis (Sltaun) jur ©rflärung nel^men 
ju bürfen: Sbeen, bie ft)äter öorjug^toeife Sinne verfolgte, ©d^on 
(SanbaQa l^atte 1602 ba§ Subo^Dctaeber Exoctaedron genannt, toa^ 

aUC§ ben SWatl^ematifer Säftner (Commentationea Soc. öötting. 1785. VI. 8) 

bef(^äftigte. 

Sinen toeitern ?(nfti)6, atö mü^tc ber gro^e Slftronom oHe^ au§ 
bem Stetiger l^eralb Idolen , gab ber @$nee (strena seu de Nive sexanguia 
1619), ein „SReuja^rSgefd^ent" an feinen ®önner SBadE^eriug ä SQSadEen* 
fel^, ber gern üfier Nihil (9iic^t^) pl^iIofop|tren tiörte. ©c^ergl^aft führte 
er bal^er bie Heine Slrbeit ein : nam si ä Germano quaeras Nix quid 
sit, respondebit Nihil, si quidem Latine possit. Sd^ l^abe nie eine 
Slrbeit an^ jener ßeii mit größerem SEBoIjlgefaQen gelefen, benn fic jeigt 
ein tiefet SBerftänbniJ3 ber ©ad^e. 2)a§ gerabe ©d^nee unb kr^ftaö 
fed^gfeitig fein mußten, fütirte fd^on ju öielen äReinungen. Sl^eoj)]^raftu§ 
$ßaracelfu§ (f 1541 ju ©atjburg) Iie§ nid^t bIo§ bie fieben betaue 
t)on ben fieben 5ßlaneten ^erabfommen, fonbern aud^ bie ©teine (mic 3Re* 
genBetg pag. 2) t)on ben ©temen. „^ber öon Sr^ftaQen unb Ser^Ken 
ift JU toiffen, ba§ fie geboren tnerben au§ be» ©d^neefternen, öon beneti 
ber ©c^nee lompt** Ueberbie^ galften Sreig unb ^ugel 'fd^on ben alten 
$ß]^ilofoj)t|en afö bie üoHfommenften fjormen auf ber Sbene unb im 
SRaume, n)ie ßarbanuö auf bie SSienenjeHen unb Sugel^aufen, fo fam 
aud^ Sej)pler barauf jurüdE, unb fügte nod^ afö toeitern S8ett)ei§ bie 
Sörner ber ©ranatäpfel t)inju. ®enfen ipir un^ nämtid^ Äugeln jn 
einem SSieredf über einanber gelagert, fo ttjirb im Sftaume 
jiebe Sauget t)on fed^g anbern begrenzt, t)ier in ber Sbene 
be^ ^aj)iere§, eine oben unb eine unten: erit ordo cubicus, 
et compressione facta fient cubi. S)ie Äugelberü^rung 
(coaptatio) finbet t)ier am fparfamften ©tatt; am jal^I^ 
reid^ften aber, toenn ttjir bie folgenbe Sfleil^e barüber unb barunter in 
bie 3^ifd^enräume legen, bann fommen ttjie in ber @bene 4, fo unten 
unb oben nod^ je 4, alfo jufammen 12 jur S5erä]^rung, burd^ aUfeitigen 
S)rurf entftänben SRl^ombenbobecaeber. Segen toir bann bie Äugeln in 
ein üDretedE übereinanber , fo toirb jiebc Äugel öon 8 anbern begrenjt, 
6 in ber @bene beg ^aflpierg, eine oben unb eine unten: 
burd^ paffenbcn 2)rudE entftänben fed^^feitige ©äulen mit 
fed^äfeitigen ©nbfläd^en. SBürben ttjir bagegen bie folgenbe 
SRei^e barüber unb barunter lüieber in bie abiüed^felnben 
3»ifd^enräume legen, fo berül^rten wieber 6 in ber &tne 
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bciS ^apicre^, ferner je brei oben unb unten, lüir ptten nod^mafe 12 
Serill^rttnggfugeln. ^nx üoQftänbigen SlaumauSfuDung feien bal^er MoS 
Cubus, Prisma unb Rhombus solidus üorfjanbcn. SSortrefflid^ be=^ 
fd^reibt er bann, toie man im Oftaeber brei gleid^e Sljen jie^en fönne, 
toie bnrd^ Slbftumpfung ber SSJürfeleden ein öoUftänbtgeö Oftaeber l^er- 
augfommc, unb toie im ©ranatoeber bie 3, 4 unb 6 ftedfe. 9Kit 
S)rei^, SBier* unb günfedfen liegen fid^ bie regulären Äörper jufammen* 
fe|en, mit ©ed^iJedEen nid^t me^r. SSieHeid^t l^abe bie SRatur gerabe biefe 
toegen il^rer ©d^öntieit getüäl^It (solum decentia hac invita), benn 
auffaUenb fei eg, ba| auc§ bie Crystalli omnes sexangulae feien, cum 
Adamantes Octaedrici sint rarissimi. Slber trogbem geftel^t ber groge 
SKann, ba§ in Sejiel^ung auf bie SRot^tnenbigfeit ber gorm nod^ mand^e 
2)unfell^eit l^rrfd^e. SSiel juüerfic^tlid^er fjanbeltc fjjäter 

6. ©attloItnuS (de figura nivis 1661), ber burd^ S)rudC ber fed^g 
äußern Äugeln gegen bie innere \)en ©tem erifären woQte. Serbicnter 
mad^te fid^ berfette burd^ bie »Experimenta Crystalli Islandici dis- 
diaclastici 1670.« S^Iänbifd^e ©inwoijner l)atten nemlid^ ba§ Hare 
aWtneral auS bem »Roerfiord« (Rödefiord) nad^ Äo|)en]^agen gefc^idft, 
ttjoran bie ©o^petbred^ung beg ßid^teg bag große Dioptricae arcanum, 
«rpectaculum in terris plana novum, jum erften SKal n^al^rgenommen 
ttjurbe. SBie fc^on ber Slame disdiaclasticus anbeutet, fo jerbrad^ e§ 
immer in biefelben »Rhomboides«, unb aU er mittelft Samt)enflamme 
unb ©la^rol^r (i. c. pag. 4) auf Heine ©tildte blie«, fo üerwanbelten fie 
fid^ in lebenbigen ÄaK. Selanntlid^ ift ba^ bie öltefte (Srwä^nung beil 
2ötfyco^x^. 2)ie SReffung beg ftumpfen ©eitenioinlefö gab 101^ bar^ 
nad^ bie SSered^nung ber Äante 103® 50'. 5)amit »aren nun aud^ bie 
^^^fifer auf Ärtiftaüe getoiefen, unb ber große O^Jtüer ^utjoenS 

(Trait^ de la Lumi^re .... dans T^trange refraction du cristal d'Islande 1690. 
Opera reliqua 1728. I. 39) toaubte fid^ ber »miranda refractio« jU. 
©einer geringen ^ärte nad^ möd^te er i^ lieber Talcum atö Crystallum 
nennen, obgleid^ aud^ in crystallo duplex esset refractio, fÄid^ evi- 
dens minus (Opera I. 46), tt)ie er burd^ Jjri^matifd^e ©d^liffe erfannte. 
(Sr maß nun ben SBinfel t)on 9ieuem, unb fanb bie Sante 105^ unb 
barnadö bie bered^nete Seite 101 <^ 52', fam alfo ber SBatir^eit (105® 5') 
fd^on big auf 5 äWinuten natie. S)ann ^albirte er ben ftum|)fen SBinlel 
ber ©eiten, unb nannte bie entfj)red^enbe @bene $au)itf$nitt (sectio 
praecipua), toeld^e befanntlid^ burc§ bie Slj;e geft. Axis crystalli 
aequaliter inclinata versus tria latera 45® 24'. 3a ber fd^arffinnige 
äRann bemerfte fd^on'bag ßtoillinggbtatt paraQel bem näd^ften ftumt)fen 
JRl^omboeber, toag er aber al§ jioeiten SSfätterburd^gang paraQel ben 
ftumpfen ^anttn beutete. ®ä öerrät^ fid^ befannttid^ bur^ 3legenbogen* 
färben, patet ex coloribus Iridis per totum planum diffusis, etsi 
dgOf^^agmenta adhuc cohaereant (Opera pag. 72), 3)ie SSIättrigfeit ju 
erWären, toerben aud^ runbe Sltome angel^äuft. 9iatürlic§ tonnte er ba* 
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bei nid^t bic Äepj)terfci^ett Äugdn, fonbcrn nur SReüoIutiortSeHi^jfoibe 
(Corpuscula sphaeroidea) antoenben, tüie bie gteid^fantige ®(fe ABCD 
jcigt. parallel ber Sbcne toirb bann jebe^ ©pl^örotb 
t)on fcd&fen gc|)rc6t, toö^renb c§ in ber barunter fol* 
genben ©d^id^t nur je brei berül^rt, alf o bie Xl^eilc^en 
ba nid^t fo getialten feien, folglid^ leichter ablöfen, 
alfo blättern müßten. 3n ber Äante bagegen berül^rt 
)^ eg je t)ier, bie X^eild^en trennten fid^ alfo nad^ ber 
erften ftumpfern SRtjomboeberflöd^e nid^t fo leidet. S)ie 
§auj)tedCe be^ Sll^omboeberd fönne man j^ar leidet obfdileifen, aber am 
fd^tnerften |)oIiren, weil ba bie ®p\1§m ber ©pproibe t)ert)orragen, unb 
ttjenn man mit einem äWeffer fragen njoße, fo erfd^eine ber Är^ftall 
durissima, fobalb man üom ©d^eitel D ber ^^ramibc l^erabfal^rc, in 
ber entgegengefeiten SRid^tung fd^neibe man il^n leidet »fere ut sqammas 
piscium.« 3d^ pflege bie ©ad^e mit groben ©d^rotpoften flar ju mad^en: 
tl^itrmt man biefelben ju einer üierfeitigen ^ijramibe auf, fo bleiben in 
ber 99afi8 ßdd^er üon t)ier Äugeln begrenzt. Sei bem Sluftl^ürmen 
fommt auf jebeil ßod^ oben unb unten je eine neue Sugel, alfo finb bie 
3toifd^enräume üon fed^g Äugeln begrenjt (fe^gfettige 3iäume). Sebe 
Äugel tt)irb ba^er in ber aBürfelfläc|e öon üier 3tt)ifc^enräumen unb 
t)ier Äugeln umgeben. Sauen toir unö bagegen eine breifeitige ^^ra* 
mibe, fo entftel^en in ber S3afi§ breifeitige ^Joifci^^ni^äwJ^e , unb jebe 
Äugel ttjirb t)on fed^g 3^if^^^^äumeu unb fed^S Äugeln umgeben, 
©d^reiten wir nun weiter jum Sluft^rmen, fo fann nid^t in ieglid^e, 
fonbern nur in bie abwed^felnben ßöd^cr eine neue Äugel gelegt werben, 
unb jWar berartig abwed^felnb, ba§ jeber $ol)lraum üon adCjt (=3 4- 
3+1 + 1) Äugeln begrenzt wirb (ad^tfeitige Siäume). ^aben wir 
bal^er einen Raufen gleid^er Äugeln, fo wirb jebe innerhalb liegenbe wn 
12 Äugeln, 6 fed^öfeitigen unb 8 ai^tfeittgen 9iäumen begrenjt. S)ie 
fed^gfeitiggi ßtoifd^ßnräume lommen auf ber SBürfelfläd^e, bie ad^tfeitigen 
auf ber iBftaeber^äd^e jum Sorfd^ein. ®at)er l^aben bie ©eiten ber 
t)ier:= unb breifeitigen ^^ramibe baffelbe Slnfe^en. klimmt man bagegen 
au§ ben Äanten ber t)ierfeitigen ^^ramibe eine Äugel weg, fo fiel)t man 
oben unb unten in ben fed^^feitigen , linte unb red^t^ bagegen in hm 
ad^tfeitigen 9laum l^inein. !5)urd^ aUfeitigen S)rudE muffen balier bie 
Äugeln ftd^ jU ©ranatoebern geftalten, wobei bie 6 öierfantigen ©dEen 
in bie fed^gfeitigen ßwifd^enräume, bie 8 breifantigen in bie ad^tfeitigen 
l^inauggejJte^t werben. (5^ gewäl^ren fold^e leidet anjufteUenben SSer^ 
fud^c jebenfaUg einen ©inblidf in ben wunberüoÖen l^armonifd^en fSan 
ber Är^ftalle, unb bereiten ung auf bie §auQ'fd^en ©ecre^cenjen üor. 

©Ht^ ift jwar eine alte beutfc^e Segeid^nung für bic ^lättrigleit 
gewiffer ©teine, unb fommt fd^on bei 3)iegenberg (»uc^ bet ^atax pag. 453) 
öor: Nitrum j^aijt fpat, ... ift Weijlot unb burc^fi^tid^ , ... unb bgr«» 
umb mad^t man in für bie üenfter an b$n l^äufern ... fam in S)ürgen 
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(Stpringen); alletn bie Sßeffungen ber SBinfei; um and) pt^^^»f • 
ftanj nad^jutpeifen, lieferten einen toefenttid^en g^^tfd^ifitt. Site fiÄtmiatill " 
^oe! (Arcana Naturae 1695. pag. 133) @t|pg für fein SÄifroffop jubcrciten 
ttjottte, fonnte er feine ©tüdfe mit rechten SBinfeln gu ©tanbc bringen, 
fonbern er befam ftets gefd^obene Sofeln mit 112^ unb 68®. 2)ie 
SBlättd^cn ber Safetn tourbcn fo bünn, bag mel^r ate §unbert erft 
crassitiem capilli nostri gaben. @g erinnerte i^n an ba^ »vitrum 
Muscovicum« (®Iimmer öem Ural): 5WettJton (1642—1727 Optice 1706. 
pag. 185) tt)urbe burd^ feine i2ef)re t)on ber garbc bünner Äörpcr nun 
fogar in bcn ©tanb gefegt, bie S)idfe ju berechnen, fte mußten fo bann 
tüie buntfarbige ©eifenbtafen fein. 2)amit mar bag SBefen bc5 inneren 
®efäge§ für immer begrünbet, nur ber äußere gormenwec^fet mad^te 
nod^ Mt unüberfteiglid^e ©c^tnierigfeiten. 

S)ie @)^emifaKen, toetd^e burd^ Söfung im SBaffer unb nad^l^eriger 
SSerbunftung oft fo leidet in Sr^ftaUen erl^alten werben, ließen ben cin^ 
mal gefunbenen g^ben nid^t »ieber entwifdien. Sroax t)ottc fc^on 
%ricola (de re metaliica 1550. lib. XII) bie Sereituug t)on ©alj, Slaun, 
©al|)eter unb SSitriol auöfül^rlid^ befd^rieben, aber t>on ben gormen l^eißt 
eS meift nur concrescit iu cubos. Söoettug be SSoot (Gemmarum et 
lapidmn historia 1609) t)ielt eg fd^on für toat)rf(^cinlid^, bo§ Är^ftaQ unb 
ßbelfteine a sale angularem formam habere. 3)er geleierte Scfuit 
Sltl^anaftUg jlitdier (Mundua subterraneus 1664. ü. pag. 6) bewieö fold^e 

Är^ftaübilbung ntd^t blo§ burd^ ©fperimcnte, fonbern meinte, ba^ ba« 
salem Naturae, chaoticae aquaram moli indutum, allmäl^lig brei 
anbere ©aljarten, nitrum, alumen, vitriolum ergeuge, bie ate Silb^^ 
nerinnen ber ©teine unb ©emmen überl^aupt angejel^en werben müßten, 
entfpred^enb ben Äepplerfd^en ^heen. ®ie 1. e. pag. 24 abgebilbeten 
^^ftaUformen bejielien fid^ jebod^ auSfd^ließlid^ nur auf fed^^feitige Scrg^ 
fr^^aHe. dagegen oerftanb ber ^oflänber Stnton ö. SeeitMttlael 
(1632—1723, Epistoiae feit 1685) burd^ feine mifrofcoj)ifc^en 5ßräj)arate 
d^mifd^er fiöfungen bie Slufmerffamfeit nod^ mel)r ju feffeln: l^ier fe^e 
man bie formen werben ! S)ie jierlid^ften Oblong* unb . 9i^omben* 
oftaeber (Anatoiniapag.8«. 32), ©äulen, Safein, Si^ejaeber (Observat. de 

fig. Saiis pag. 119) im bunteften ®emifd^ erregten bie Sewunberung beg 
93efc^auer§. greilid^ blieb babei ber 5ß^antafie ein großer ©^jielraum, 
aud^ htm Seeumenl^oef ftaden bie ©i^foeber im Äopfe, wie fd^on ber 
Alumen (1. c. 123) beweift, wo fold^e regulär fec^^feitigen ^ß^ramiben 
gar nid^t öorfommen fönneu: aüein mit ßapibarjd^rift war nun bar^» 
gettian, baß 9latur au§ glüffi gleiten augenblidlid^ mattjematifd^e Sörper 
JU geftalten im ©taube fei. SfiatürtidE) lag babei ber ©ebanfe na^e, baß 
bie größeren Sr^ftaHe au^ tleinern fid^ aufbauten, ©al^rlte)! (Ephemer. 

Nat. ourios. 1691. Dec. II. Ann. X. Observ. V. pag. 20) I|atte bei beu be* 

fannteÄ^2;ret)penfr^ftaIIen beg ©alje^gefunben, baß fi^ gar jierttd^ 
Obelisci ad instar e trabeculis quadratis exactissime ad uormam 



Digitized by 



Google 




12 ©efd^ld^tlid^e ©Inleitunö: ©iigUelmlnt, 3ßoobh)arb, (Seoffro^, ©d^eud^jer. 

quasi et regulam exasciatis aut dedolatis oufgeBaut feiert; unten l^ol^I 
unb oBen mit einem SQSürfel enbigcnb, tüie feine Beiben Slbbilbungen 
t)ortreffIid^ batlegen. Sefonber^ beutlid^ toaren aber bie t)ierfeittgen 
^^ramiben, mie fie au§ ben Sltaunfabrifen öon Jolfa im Äird^enftaate 
]^ert)orgingen. 9ln il^nen enttoidelte ber Sltjt unb SWatl^ematifer @iiUeI- 

minuS (Guglielmini 1655—1710. De salibus Dissertatio episfcolaris 1707) 

feine Xl^eorie unb jeigte, bag jebe in 6 öl^nlici^e ^^ramiben unb 4 
Xetraeber jerlegt tüerben fönne. 3)enn man bürfe 
nur bie öafi^ABCD öiertl^eilen, unb barauf bie öier 
^ß^ramiben (KMNDJ, LMNCH, KMOAF, BLMOG) 
errid^tcn, fo bejeid^nen bereu ©j)t|en bie l^rijontalen 
©nblanten ber 4 jtt)ifcl^enliegenben Setraeber (FJKM, 
^MyMXd HJMN, GHLM, FGOM). 8lfö Sieft bleitt bag 
JM ra^ ©ipfeloftaeber (FGHJEM), eine $älfte nac^ oben (E) 
j y'/ \f! \i -y unb bie anbere nad^ unten (M) fel^rcnb. @§ bauten 
fid^ ba^er bie großen ^^ramibcn an^ Keinen auf, 
jtüifd^en ttjeld^en blog Xetraebrifd^e 3^^!^^^^^^^^ 
lägen. Sales distinguimus in primigenios et de- 
rlyatos. ©eine öier QJrunbformen boten nun bie befannten 
©alje: ben SBürfel baS Äod^falj; baS Dftaeber ber Sllaun; bag 
breifcitige ^ri§ma ber ©alpeter; bag rl^omboibifd^e ^araDeIe^)ij)eb ber 
SSitrioI, beffen SBinfel er auf 100*^ beftimmte. ©old^e ejacten S)ar* 
fteDungen mußten natürlid^ beförbernber auf bie SBiffeufd^aft toirfe'n, 
atö eine SRenge öerfd^ttjommener eingaben, ttjoran jene Qdt fo reid^ ift. 
9iur matl^ematifd^e Sö^fe maren baju berufen. 2)ic getoöl^nlid^en 3Ri* 
neralogen* namentlid^ ß^emifer, fallen mit SSertounberung brein, unb 
fd^üttelten aud^ tpo^I ben ^opf. ©elbft ber berühmte äBoolitoiarli (t 1728) 
fonnte fid^ öom Är^ftaU nod^ nid^t loSfd^äfen; ba er Duarj fo gctoöl^n* 
lid^ aU ©angmittel fanb, fo mußte berfelbe bie gormen bebingen: Iron 
concreting with crystal determines it to rhomboid figure; Tin to 
a quadrilateral pyramide ; lead to a cubick .... there is all Spar 
inore or less of Crystall. 9iad^ Oeoffro^ (Hist. Acad. Roy. 1716. pag. 8) 
beburfte e§ nid^t einmal ber Söfung, fonbern ber »suc eristallin« 
fd^ttjamm in ölättd^en l^erum, bie fid^ an paffenben Orten jufammen 
fanben. ©d^eud^jer nannte bie Gr^ftaöograpiiie jtt)ar curiosissimam, 
aber aud^ ita difficillimam , quae ingenia subtilissimorum^ etiam 
philosophorum ita torsit, ut ad hunc usque diem sese ex variarum 
rerum circa hanc materiam occurrentium labyrinthis extricare non 
potuerint. @ie treibe ben äRineralogen förmlich ben ©d^weiß aug. 
JBourguet meinte bal^er, SRatur t)abe c§ mit i^rer ©eometrie xooiil nid^t 
fo genau genommen, afö unfere SÄatl^ematüer. Qntereffant ift in biefer 
Sejiel^ung eine Sorrefponbeuj mit 6a|)|)eDer (Epbem. Acad. cur. Vol. IV- 
1734): biefer Kagt, bag ju inünfd^en toäre, bie ©cometer gingen enblid^ 
einmal über il^re 5 regiäären unb 9 abgeftumpften Äörpcr l^inau«, unb 
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jcigt, bog bie latera pyramidum sibi opposita, semper reddunt an- 
gulum solidum 75 graduum in omnibus lapidibus Crystalli verae, 
tt)a§ UTtmöglid^ burd^ reguläre S^traeber erjeugt werben fönnc; jener 
entgegnet bem, quod formatio corporum' qualitercnnque regularinm, 
ut est V. g. Crystallus nunquam ab aliquo Geometra per pura 
principia Geometriae demonstrari possint .... figuras Crystallorum 
Salium integrantes vocavi Proteos, bie intcgrirenben ^oxmm feien 
toanbelBor tüie ein ^ßroteus! ©ulielraini toax anä) '^f)\lo\op^, benn 
er leitete in ^latonifc^er SBeije üon ben ©piftcn ber Är^ftaQe bie ©d^ärfe, 
t}on ben [tumpfen SBinfeln bie Süpigfeit zc. ah. Sang (Hiatoria lapi- 
dum figuratonim 1708) in ßujem ging gteid^ auf biefe 3been ein : Sal 
est corpus durum angulare, in aqua facile liquabile et sapiditate 
donatum. Sluf Pag. 6 fteUte er bann nad^ Stfiet (de Fontibus medi- 
catis Angiiae 1684) unb ©uUelmini bie toid^tigften formbilbenben @alje 
jufammen, ttjorunter befonberg ba« Sitterfatj SgSfi^ (Fig. 555 etc. 
unius et ejusdem Nitri Caloarii variae Figurae), Weld^eiJ ßifter in 
ben £lncüen t)on ßpgl^ant (bal^er (gpfomer ©alj) fanb, unb Sinne, fpäter 
fälfc^Iid^ 9iatron nannte, fid^ burd^ SRid^tigfeit aui^jeid^net. Sang toeig 
uns öiel 9ieueg öom Är^ftaQ ju erjäl^Ien: öon ben (Sinfd^Iüffen, öon 
ber tunica subviridi (E^Ioritanflug), bem rrSl^t^ftaC^embbt" ber ©d^weijer, 
ttjorunter gerabe bie flarfte unb reinfte Sröaffe öerborgen fei. ®r fpric^t 
t)on reifen unb unreifen ^Jormen, ber Granatus Helveticus dodecala- 
teron (jtüelffeggige granaten) im ©limmerfd^iefcr beg @t. ®ottl^arbtg 
tüirb t)ortreffIic§ abgebilbet, fammt bem Selenites Rhomboidalis pellu- 
cidior, cujus minimae partes rhomboidales sunt, ol^ne an bie ©leid^*^ 
^it mit 3)o^)peIfpat]^ ju erinnern, toag bod^ ffl^on ^u^geni^ tl^at. ©d^toer 
ins ©etoid^t fiel um. biefe Qexi aud^ bie SWeffung t)on de la Hire 
(Histoire Acad. Roy. 1710. 314) an ben QJ^pSgtüiJßngen über bem pierre 
de plätre t)on ^ßariS, ben er toegen feiner SBeid^l^eit unb SBIättrigfeit, 
wie Antigens pag. 9 ben 2)oppeIfpat§ , mit Tale üergttd^, unb 
Tale de plätre nannte. Äud^ bei i^m fanb fid^ mittelft 93etrad^* 
tung wn ©fenbral^t une espece de duplication de refraction 
(1. c. 351). S)ie frummen äußern Sinien mußten natürlid^ bie ®e^ 
nauigfeit ber SKeffungen fel^r ftören , toeld^e in bem großen 2)reiedt zln 
120\ 50«, 10« gab. SBeim äbtieben bfinner 
Slättd^en jeigten fid^ SBrud^Iinien , bie mit ber 
SKitteHinie z beS »fer de fleche« 60« unb 50« 
mad^tcn, alfo blieben für ben mittlem SBinfet 
beg mufd^eligen mit bem faserigen S5rud^e (66« 
14') nod| 70« über, für benfelben, tüetd^en 
Seeutoenlioef pag. 11 fc^on näl^er auf 68« beftimmte. @r badete fi^ 
alfo ha^ @anje aug lauter fold^en Keinen S)reiedEen jufammengefe|t, 
unb bemerft au^brüdlid^, que chaque trjangle elementaire d'un.e lame 
i^J^rieure ne repond pas exactement ä ceux de la lame inferieure, 
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ttjcil befanntlid^ faferiger T unb ntufd^ctiger M' fBxnä) nid^t in eine 
glud^t faQen, fonbern fid^ an ber ^^iQingggrenjc unter 170® 45' 

jd^ncibcn. äud^ ©appeller (Prodromus Crystallographiae 1723) , ber Xiaä) 

ßeeutoenl^ocrfd^er SKanier eine 9iett)e mtfroffopifd^er Präparate ab^ 
bilbcte, gibt Ifin unb tt)ieber üon äWineralien fd^on SJinfel an, unb bc* 
fonber^ gute giguren, toorunter Granatus tetraicosahedricus bereite 
ein betttlid^e« ßeucitoeber barfteOt (tab. m. fig. 18). ßudEerfr^ftaQe (lil. a); 
?Haunoftaeber (in. lO); ©pineloctaeber (iii. 13); t^eifö mit abgeftum|)ften 
Äanten, Rubini Orientales genannt; ©iamant * ©ranotoeber (III. 14) 
tota gemma globosam quodammodo affectat figuram , ita ut . . . . 
plusquam 12 hedris comprehendi videatur; bie trefffid^fte §^acintl^*= 
form (in. IS) Hyacinthus dictus, dodecaedricus ; 9SejUt)ianfrt|ftaIIe 
(m. 16) freilid^ nod^ Hyac. octodecahedricus genannt; ßirconfr^ftaQi*» 
fation (in. 17) mit jtüei quabratifd^en ©äulen, Hyac. hexadecahedricus; 
unb bietet anbere. 2lfö befonberer ©ad^fenner in jener 3^^ ^^^^ 

^eitlel (Pyritoiogia ober Äies^iftotic 1725) üeretjrt. SlI^ ©äd^fifd^er 
SBergratl^ l^atte er aücrbingg öiel gefeiten, aber in ber Sr^ftaHograp^ie 
ging er mit bem großen Raufen, ^öd^ften^ fam eg ju einer 3öt)Iung 
ber gläd^en: Tetraedros, Pentaedros (breifeitigeg ^ßri^ma mit ©nb«^ 
ftäd^en), Cubicus, Rhomboides (gejd^obcne ©äuten mit ©nbfläd^en), 
Octaedros, Decaedros (Dftaeber mit abgestumpfter @de). Seim Do- 
decaedros ttjerben brei Körper gemalt, ein S)it|egaeber , ein ^^acintl}:' 
för|)er unb ein Oftaeber mit fed^§ 2SürfeIfIä(|en, tt)a§ eigentlid^ 14 
gWctien gegeben ^ätte, allein e^ !am i^m ja nur barauf an, ba§ „benen 
„©d^ülern burd| SBeaugenfdieinigung berer iJiguren einige l^alblebenbige 
„^Begriffe bon ber ©ad^e fetbft beigebracht toerben." Driginet war 
bie ©d^rift in aßen Sejiel^ungen , unb eS l^at nid^t leidet einer bem an 
fid^ trodEenen ©toffe fo üiel Sehen eiugeftöfet, n)ie er. 9lfe bal^er 

Sintt^ (1707—78. Systema Naturae sive tria regna Naturae 1735) auf 

brei ^ogen Smperialfolio mit juüerfid^tlid^er ©djärfe bie neue @in^ 
tl^eifung gab, nannte berfetbe einjig unb allein jeinen großen SSorgänger 
mitSRamen: »Quartzum, e quo originem duxerit, maxime dubitarunt 
»Mineralogi. Hinc summus Mineralogus Excell. HENCKEL: O 
»Silex! Silex! quis te generavit?« Figuram obtinet ipsissimam 
verissimamque Nitri, bem SKitrum ban!t er jtt)eifel§oI)ne feine ©eftalt, 
lautete ba^ neue Drafel. Nitrum ftedfe in ben formen be§ Zo^, 
SRubin, ämet^^ft, ©at)pbir, ©maragb, öer^ü, ©iamant, ^atffpat^, Slei* 
glanj, @^pg. gür Muria blieben bann bie tessulata hexaedra, für 
Alumen bie tessulata octaedra, unb für Vitriolum bie rhomboidea 
dodecaedra. 2)al^inter ftedte eben ©ulielmini pag. 12. Slber glüdEs= 
lid^e Qeiim, tt)o fo SBenigeg jum ©^fteme genügte! S)od^ bie ©ad^e 
öermeirte unb änberte fi^ fd^neU ! Äa|ter'8 2)iffertation, Crystallorum 
generatio 1747 in ben Amoenitates Academicae 5Bb. 1. pag. 454, 
jeigt bai^ beutlid^. S)ort l^eißt eg: Crystalli quartzosae pleraeque Nitri 
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(<Bolpettx) gaudent figura; Crystalli spatosae Natri (SSitterfalj 
pag. 13), l^icrbci l^attc er offenbar fcd^^fcitige Si|t0etfMt|ttfe()t im 
©inn, toie feine fig. 5 beweift. S)o biefe immer 
aufwad^fen, fo pa^i bie SBefd^rcibung üorjüglid^: 
Sal figura colamnari tetraedra lateribns altemis 
angustioribus , apicibusque alterne compressis, 
xoa& ba^ tetraebrifd^e 3)aci^ bejeid^net. Aliae figaram 
habent Aluminis^ ut Adamas, ber oben 1735 nod^ bei Nitnim fte^t. 
Sin üortrefflid^er 2)reifantncr üon Äalffpotl^ au« bem Ägbeft üon ©ot)t 
berg lüirb Cryst. subnitriforinis spatosa acaulis, fpäter 12edrum, 
Scalenis 12, genannt. 3"»^ Maria ©teinfalg gel^ört eine @ruppe gelber 
f5tu6fpott|n)ürfeI, Cryst. muriaeformis spatosa aggregata alba etc. etc. 
@g l^anbelt fid^ bei allen immer nur um oberfäd^Iid^e SSeftimmung 
äußerer gormen, bie fid^ natürlich gar batb in« UnenMid^e öermel^rten. 
SÄittcralogifc^ würben 4 Genera unterfd^ieben (Cryst. gener. pag. 457): 

1) CrystaUi salinae in aqua solubiles; 

2) Or. ^apideae saepe pellucidae, in igne non fumantes; 

3) Cr. sulphureae seu pyriticosae et arsenicales, quae in igne 
dant fumum olentem; 

4) Cr. metallicae, uti Plumbeae, Ferreae, Argenteae etc. quae 
in igne fanduntur. 

Sinne lieg fid^ aße«, tna« er fanb, in $o(j fd^neiben, toie ber ©rief 

ÖOn 1775 an R. de Tlsle (Cristallogr. Pr^face pag. XXI) jeigt, toor 

alfo aud^ ber ffirfinber unferer Är^ftaamobeHe. Aber förmti^ geift* 
töbtenb mürben bie SBenennungen , tnie fie namentti^ burd^ $tS 
(The ffistory of Foasiig 1748. foi. 1. 153) in (Suglanb auffameu. S)en Duarj 
t^eilte biefer in brei Drbnungen, 9 ©efd^Iec^ter unb 38 ©pecic«: Ma- 
crotelostyla, Polyedrastyla , Ellipopachystyla , Pangonia, Arthrodia 
etc. finb einige ©efd^Ied^tönamen ; beim &t)pi tourben eg Leptodeca- 
rhombes, Ischnambluces , Oxuciae, Sanidia etc.; beim Äalffpatl^ 
Triexabedria , Enneahedria , Tripentaedria etc. Se^tere^ toar eine 
furje fed^gfeitige ©äule mit bem näd^ften ftumpfen Si^omboeber, tt)a8 
fpäter Sinne Natrum dodecaedrum, prismate hexaedro, pyramidibus 
triedris, planis omnibus pentagonis nannte. SBurbe bie ©äufe lang, 
fo ^iefe berfetbe Är^ftaU Pentahedrostyla. Diexahedria ]^ie§en bie 
freien S)reifantner, Sinne'g Natrum Hyodon (@c§tt)eingäät)ne ber SBerg^ 
lente in SDannemora), Hexapyramides bagegen bie Äufgetnad^fenen. 
Sinne ftanb lange jiemlid^ aQcin, benn bie Uanb^tente SBaOet (Mineral- 

Riket 1747) unb StOltfiebt . (Försök til Mineralogie 1758) l^utbigteu bet 

e^cmie. 2)ag fRefuItat feiner fr^ftattograptiifc^en gorfc^ungen ift in ber 
XII. Auflage be8 Systema naturae 1768 mit 39 Är^ftaüfiguren , bie 
aug ben beigefügten' Sieben befonberg Kar merben, bargelegt: öorn Quara 
unb leinten SSitrioL SM^ Hauptgewicht liegt lebiglid^ auf ber Qai)l unb 
fjorm ber gtäd^en, öon Äantenminfeln tnirb nie gefprod^en. aber bie 
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16 ©efd^td^tUd^e ©inleituttg: ^eli^le, Sßetrter. 

SSorrcbc beginnt aud^ mit ber ©ntfd^ulbigung : »Lithologia mihi cristas 
non eriget«, bcnn bic ©teine, tt)cl(|c etnft meine Sieblinge toaren, l^aBe 
id^ bei ©eite ^etegt. 2)a trat unernjartet ein toiirbiger 9iad^foIger anf, 

Rome Dellsle (1736-1790. Essai de Cristallographie 1772), ber 

burd^ hm SReifter angeregt, im ©inne beg aReifterS forttt)ir!te. 2)ie 
gorm ber ©eiten nnb beren SBinfel blieben nod^ bie ^anptfac^e, unb 
bei bem üon de la Hire gemeffenen ®5pfe al^nte er fd^on ben ßtüiQing: 
paroit produit par deux moities retournees en sens eontraire d'ün 
selenite rhomboidale (Essay pag. 137). 2)ag angefügte Tableau Cri- 
stallographique beginnt mit bem 

1) Prisme hexaedre nnb fd^reitet bann jnm Pr. tetraedre, Pr. 
octaedre, Pr. enneaedre (Tourmalin) etc.; 

2) Tesseres eubiques jerfaQen l^anj)t[äd^Iid^ in cube rectangle, 
c. obliquangle ä 6 Rhombes egaux nnb ä 4 Rhomboides et 2 
Rhombes ; 

3) Tesseres octaedres l^aben 8 triangles equilateraux nnb 8 
isosceles, aber bann tnirb nod^ alleg möglid^e bamit öermifd^t; 

4) Tesseres tetraedres; 

5) Tesseres Rhombeales. ^u allen biefen 5 Äörpern gefeöen fid^ 
bann ^^ramiben, bie atö jutretenbe gläd^en bel^anbelt »erben. S)en 
©d^tnJ3 mad^en bie t)ereinjelten Dodecaedre, Icosaedre unb Icosi- 
tesseraedre (Sencit). 2)ag Seftreben nad^ f^ftematifd^er Stnorbnung 
leud^tet an fielen ©tcQen l^eröor. ?lber nod^ bilben bei il^m ttjie bei 

SBetnet (SSon ben äujcrlid^en Äennseid^en ber goffitien 1774. pag. 192) SBafatt* 
faulen bie größten befannten Är^ftatte, fo t)erfd^teiert ttjar ber SBIidf öor 
fanm 100 Salären. SBar SBerner aud^ fein Är^ftaöograpl^, fo faßte er 
bod^ feine fec^§ befonbern Slrten t)on ©runbgeftalten flar ing Singe, nnb 
bejog fid^ babei au^brüdflid^ auf hie ©arftettung öon Sinne: 

1) baS S^Janjigerf (Dodecaedron) , tneld^e^ au§ 12 regelmäßigen 
fünffeitigen gläd^en unter einerlei SBinfel jufammengefe^et ift, meinte 
er im ©d^ttjefelfieö ju erfennen (Sieu^ere Äennjeid^n 167); 

2) bag Sld^tedE beim njürflic^ cr^ftattifirten giuß, SIeiglanj, (Sifen^ 
gtanj, Qinnoiex :c., rautenförmig crtiftallifirten Äalffpatt), fpätigen ©fen^ 
ftein; 

3) bie ©äitle (Prisma), au§ einer unbeftimmten 3<^^^ öierfeitiger 
mit einanber gleid^Iaufenben ©eitenflöd^en beftel^enb, fommt om l^äu== 
figften t>or; 

4) ?ß^ramibe, läuft aug einer unbeftimmten 3öl|l breifcitiger ©eitcn- 
fläd^en in einer ©|)ifee fd^ief jujammen; 

5) lafel; 6) Äeif. S)ie SSeränberung ber ©runbgeftaWen gefd^iel^t 
burd^ Slbftum:^fung, ^^fd^ärfung unb ßwfpifewng ber Äanten unb @dfen. 
?lHeg bag ttjirb mit t)ielem ®efd^idl unb breiter äu^fül^rlid^feit logifd^ 
jufammengeftellt, aber gu einer Äcnntniß be§ ©efe^eg fommt eg nid^t. 
©elbft nid^t bei 5)eligle, fo fel^r beffen ^ortfd^ritte (Cristallographie ou 
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äu betüunbern [inb. 2Wan möd^te fagcn, aUe^ fei ba unb berjeid^net: 
bie regulären Körper big jum 48f(äci§ner unb baju bie 3tt)iIIin9e (Macle 
de Foctaedre regulier, produit par une agregation differente des 
deux moities). SBenn ein Är^ftatt einfpringenbe SSinfel jcige, fo fei 
er nid^t einfad^, fonbern beftetie au3 deux moities retournees d'un 
meme cristal, unb l^ei^e bann Macle (S3b. I. 93). 8lm SSabenoer gelb* 

f^jatl^ l^atte fd^On $ßater Pini (M^moires sur de nouvelles criatalliflations de 
feldspath 1779 pag. 34) unb an Sllpiuifd^en Saussure (Voyages dans les 

Alpes 1779 L 52) barauf bie Slufmerffamleit gelenft. Um bie fd^tt)ierigen 
gormen in S^on nac^a^men ju fönnen, mußte Lermina (Cristall. n. 46o) 
bie SBinfel meffen, aber nid^t bie Äantcn, fonbem bie Seiten, tooöon 
a3b. IV tab. Vin eine ganje 9iei^e üerjeic^net [inb. ®rft g^ataitgeot 
(Sb. IV pag. 26) erbad^te ein Goniometre, baS f|)äter fogenannte an«= 
legegoniometer (tab. viii fig. 50). 2)amit lüar ber §öl^e|)unft ber 
Sinne'fc^en Setrad^tungöttjeife erreid^t. @g n^erben nun jwar 6 formes 
primitives principales unterfd^ieben, unb an bie ®p\^c ber Safein ge* 
fteöt, nemlic^: 1) tetraedre; 2) cube; 3) octaedre; 4) parallelepi- 
pede rhomboidal; 5) octaedre rhomboidal; 6) dodecaedre ä plans 
triangulaires (S)i^ejaeber), Welchen bie formes secondaires fid^ unter^^ 
orbnen (93b. i pag. 73), aber ba§ blieb bo^ nod^ toeit öom glüdEIid^en 
Siele. 2)er anfprud^Slofe 9Kann, ba er nic^t SRatl^ematifer toax, würbe 
t>on ber ?lfabemie ignorirt. Suffon (Hist. nat. des Minor. 1783. 10) l^ieft 
auf bie SBeftänbigfeit ber Är^ftaÖformen nid^tg, meinte fogar tl^örid^t 
genug, fie entftänben im ©d^ooße ber ®rbe par le mouvement des 
molecules organiques, tooju il^n bie $ßetrejacten verleiteten. ?lttein ber 
»Pline fran§ois« wirb in ber lel^rreid^en Table des Auteurs öon Isle 
(33b. in. 573) glänjenb Wiberlegt, non omnia possumus, omnes. SBie 
wenig Delisle auf bie blättrigen Srüd^e ^ielt, jeigen bie fpöttifd^en SBorte 
(93b. I Preface pag. XXVII) »Des Novateurs en Cristallographie, qu'on 
peut nommer Cristalloclastes (brise-cristaux), s'im9.giiient avoir fait 
une grande decouverte 'en nous annon§ant qu'il n'y a point de 
troncatures, que la Nature ne tronque point«, Weld^e wa^rfd^einlid^ 
auf SSergman unb namentlid^ ^au^ gemünjt waren, beffen erfte Slrbeit 
über bie ©tructur beg ©ranatg bie 8(cabemie am 21. gebr. 1781 appxo^ 
birte. ©0 lag ber S^obe^feim fd^on im erften Slufblüfjen, bie ©ad^e 
mu§te eitn anberg angegriffen, auf bie 3been öon ^u^genö unb ©uliel^ 
mini jurüdEgegangen werben. 2)er berül^mte (S^emifer 

Torbern Bergman (1735—1784. N. Acta reg. Soo. üpsal. 1773 Vol. 
I pag. 150 unb Opuscula Phys. Chem. 1780 Vol. II pag. 1) lieferte beu 

erften Beitrag inm gortfd^ritt, ol^ne jeboc^ fc^arf auf bie aBin!eIgrö|e 
atüdEfid^t JU nel^men. ©r ging üom ÄaItf4)at^r]^omboeber alg ^ßrimitiü* 
form au8, [teilte baffetbe nad| ber ^auptaje aufredet, unb badete fi(§ 
unten unb oben Sil^omben öon gleid^er (Srö|e aufgelegt, fo entftel^t na* 



Digitized by 



Google 



18 Ocfd^id^tlid^e ©inUitunö: ^au\). 

türlid^ eine fed^feitige ©äule mit rl^omboebrifd^en @nben. §atte man 
mit bcm 8luf6auen ein, foftalb bie @äulcnfläd|en ai^omben genjorben 
feien, fo entftSnben nnr dodecaedra, quae Granatis sunt propria (®ra=^ 
natoeber). 3)a§ ift nun jttjar nictjt rid^tig, benn au^ bem Äalffpat^* 
tl^omBu^, 101 V«^ angenommen, fann nie ein QJranatoeberrl^ombu^ lODV»*^ 
toerben, aber barauf fam e§ il^m tt)ie bem Delisle nid^t an. Sefet 
[teilte er bag ©ranatoeber, wag er gut befd^reibt, nad^ feiner öierglieb* 
rigen Slje aufredet, unb befam bann burd^ 9[uftagern gteii^er SR^omben 
eine quabratifd^e ©äule mit oltaebrifd^en auf bie Äante aufgefegten Snb^ 
fläd^en, forma granatica in aliam facil^ migrat, quae Hjacinthos 
repraesentat. Sieben tt)ir beim Jfalffpatt)ferne bie aufgelagerten SRt)omben 
nad^ einem gett)iffen ®efege abnel^men. (decrescentia) , f o entftänben bie 
Dentes suilli (5Dreifantner). 3)en Sern barin bcmertte juerft fein 
©d^üler 3al^n, benn tooQe man jene Dentes fd^ief gegen bie f(^arfcn 
(Snbfanten t^eilen, fo gel^e bag nid^t, eS gefje nur gegen bie ftumjjfen 
gemä§ ber ßage beg Äemeg. ©titmpfe man bie ®nb!anten einer fec^g* 
fettigen ©äulc beg QJranatoeber^ ab, fo entftänben 12 ^ßentagone, bie 
beim Äallfpatf) unb Pyrites öorfämen. @r brang alfo noc^ nic^t weiter 
afö ßinne unb Delisle ein, bie ebenfalls fid^ lebiglid^ burd^ bie günf*. 
edfe befted^en liegen. @rft ber Wbt 

§att^ (Essai d*une theorie sur la structure des Cristaux 1784) erfaUUte 

btefe geiler, ©ne fed^gfeitige ©äule mit ©erabenbfläd^e bon taßfpat^ 
l^atte fid^ äufäHig bei Defranee üon einer 3)rufe abgelöft, unb jeigte 
auf ber Srud^flä^e ben befannten ®Ianj »poli de la Nature« (i. c. pag.'iO). 
SBir feigen alfo aud^ l^ier immer toieber biefelbe Sntbedfung mad^en, 
meldte ©teno, ^u^genS, 3a^ ic. fd^on erwähnten. 3a in jeiner bünnen 
S5rofd^Üre (Sßcftfclbg mmeralogifd^e SlB^anblungen 1767 pag. 41) fanu nid^t oft 
genug bie SSerwunberung auggebrüdft werben, warum bei ben Slnbrea^^* 
berger „SJald^f patzen fic| bie Meinen mutenförmigen ©tücfe in Är^ftaHe 
„t)on einer anbern beftimmten 58ilbung jufammen fügen. SBaS fonnte 
„fd^on gebilbete rautenförmige ©tüdEe bewegen, ein gewiffe^ ®efe| angu^^ 
„nehmen, nad) welchem fie fic^ in einen Är^ftaH jufammenjogen?'' ?lber 
§au5 badete nun weiter barüber nad^, unb nad^ öerfc^iebenen SSerfud^en 
JU §au^ (Trait^ de Cristallogr. 1822. I pag. 32) erl^iett er »un rhomboide 
parfaitement semblable au Späth d'Islande, et qui occupoit le me- 
lieu du prisme.« (£r griff nun nad^ anbern formen, bereu surface 
est composee de dbuze plans pentagones, unb fanb ben gleid^en Äern. 
Um biefelbe 3^it la« er Sergman'g rid^tige 3lnfi^t über bie ©ntftel^ung 
ber 2)reifantner, unb fo würbe eg il)m flar, bag aUe^ ba« burd^ 9luf:= 
wad^fen öon äRaterie auf ben Äern beg ©patl^S tntftanben fein fönnte. 
SBie ia^ ©teinfalj ben Subu« ju SJioIecüIen l^atte, fo fanb er beim giug« 
fpatl) (Späth phosphorique) bag £)ftaeber. (£r griff bann jum ©d^wer^ 
\paü), jum ®9p§ unb fanb überaß einen Äern. aber wie bie 9iatur 
ung t)erfü^ren fann, jeigte gteid^ ber 
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er fd^tug üon ber l^orijoittalen ©nbfante zq bcr fecl^§>* 
feitigen ©äulc hcn blättrigen 93rud^ aorm ab, breite 
il^n um 180^ l^erum, jo bofe ißinie mr md) ao, unb 
ao nad^ mr fällt, unb fanb, bafe baS ©äulenfläd^en* 
ftüd zqrm üoQfontmen mit ber ©erabenbftäd^e aodd 
einfpiegelte , bie Äante mu^te alfo burd^ ben SBlötter^ 
brud^ gerobe obgeftumpft tüerben, ober ber blättrige 
S3rud^ mit ber Sje 45^ mad^en. S)arau§ njurbe e^ 
möglid^, ben l^alben ftumpfen SBinfet beg 9H)ombug auf 50^ 46' 6" 30'" 
ju bered^nen! S(ug biefer 8lnna^me ging bie Snüertirung ber 9if|om* 
Boeber ^erüor, b. 1^. bie Tanten- unb ©eitenttjinfel beg ^auptr^omboeberS 
üertaufd^tcn fid^ mit ben Äanten^ unb ©eitenwinfeln beö erften fd^ärfern 
SRI^omboeberS. gerner war ber ftumpfe SBinfet beg ©calenoeberbreiedE^ 
üon 101® 32' 13" bem JR^ombenwinfel gleii^, unb bie fd^arfen (Snbfanten 
104® 28' 40." bem SR^omboebertüinfel. aber bennod^ ttjar bie ©ad^e 
nid^t ttjal^r, unb t)erftie| fd^on gegen ba^ einfac^fte ©^mmetriegefe^ , ba 
uugleid^e glücken, n)ie ®nb* unb ©eitenfläc^en , öon einer britten nid^t 
gteid^ gefc^nitten lüerben fönnen. ^a\x\) iuhtt e^, bei allen biefen gormen 
uid^t Delisle, fonbcrn feinen Seigrer Daubenton ju citiren, bcr ttjä^renb 
feiner SSorlefungen 1779 im ©oale be§ College Royal ba§ SKanufcript 
eine^ TaHeau methodique des mineraux aufgelegt ^atte, ia^ 1784 
wicberl^olt gebrudEt üom $ßortier bcg SKufcumö üerfauft ttjurbe. |)au9 
ging nun gum 

@$ttetf)iQtl| (Späth pesant), too bie gelben Dblongoctaeber ber 
Stuuergne il^m ein paffenbeg äWaterial boten, unb fanb aU Molecules 
Constituantes unb Noyau eine rfjombif^e ©äule mi^®erabenbfläd)e. 
Se^tere, ber beutlid^fte blättrige Srud^ P, jeigte benfelb^^^ombu^ toie 
ber Äatffpat^ bon 101® 32' 13", bamit njar bie ©äu(e M/M beftimmt, 
bereu 'gteid^e SBIätterbrüd^e etoaS minber gtänjten. ©ie bilbeten JRed^t^ 
edfe, bie er l^^pot^etifd^ ofö Duabrate nal^m, b. ^. bie ©eite be^ Sl^ombuS 
toar fo lang afö bie ^öt|e ber ©äute, tt)oraug er bann ben ^anten= 
minlel d/d auf 76® 39' 27" bered^nete! ©d^abe, bafe bie Statur nid^t 
nad^ biefer fjerrlid^en @infad^t)eit gefd^affen l)at. 3e^t fam ber 

Gyps decaedre Pfl, tüoran De la Hire jtt)if^en fafrigem fflrud^ 
T unb ^tüittingggrenäe fd^on 60® gefunben l^atte; 
ba nun ber 9i^ombu§ be§ Decaedre 127® be- 
trug, fo mußten fid^ bie ©eiten be^ 3WoIecüIe§ 
öertjalten 

T : M = sin 53 : sin 60 = 12 : IS-^V- 
®cr S3rud^ ttjurbe toernac^Iäffigt. gerner tourbe bie Äante 1/1 = 144® 
gefunben, toorau^ fid^ bie §ö^e auf 32 bered^nete, unb ba 60 + 53 = 
113, fo mu§te bie ©runbform eine rtjomboibifd^e ©äule üon 113® fein, 
mit ben 9Serf|ättniffen ber breierlei Tanten 12 : 13 : 32, tooraug fid^ 
ffir 2 3ieit|eu Slbnal^me ber ©äulentoinfel f/f == 110 . 44 ergab, unb 
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bie SiüdEred^nung für ben JR^otnbug auf P jm S)ecaeber 127 . 22. 
SBeitn 

Sofias ging er üon ber Slnnol^me aug, bo§ M/o = P/n = 136^ fei 
(M = a : b : ooc, o = a : b : ^/sc, 
n = b : c : ooa, P = c : ooa : oob), 
unb bered^nete barnad^ bie ©äulentoinfel M/M = 
124^ 26'. Sie ^öl^e h beg integrirenben 3Ro^ 
lecütg tpar bann bie mittlere proportionale jtt)i* 
f^en ber großen Slje = 2b unb bem boppelten ^erpenbidfel p üom 
ftumpfen SBinfet a auf bie gegenüberliegenbe Seite gefaßt, atfo 

2b : h = h : 2p, h = 2Vb'.~^. 
3)a er nun b = 15 unb p = 14 fefeen fonnte, fo tpar ba§ einfädle 
3al^tent)ert|ältni§ il^m bie S3ürgf(^aft für bie SBal^rl^eit ber ^tipot^efe, 
unb ba ferner ber Zo^fa^ nur einen beutlid^en S3Iätterbru(^ P ^at, f o lieg 
er \\ä) in ber SBal^t ber beiben anbern S3Iätterbrüd^e burd^ bie ^xa^u 
lianifd^en ©äulenfläd^en MM leiten. SBä^renb tPtr je^t in ben 95efd^rei=f 
bungen l^auptfäd^Iii^ t)on ben Santentt)infeln au^ge^en, unb bie ©eiten^ 
tpitif et nur nebenbei berüfjren, mad^te er e^ umgefetirt. S)a l^eigt eg alf o öom 
Sl^netfcnfteincr ZoJfai (Essay pag. 194) : Developpement. Quatre 
rectangles etroits, tels que tski, tfpi, qui 
sont le residus des faces primitives du 
prisme. Quatre pentagones irreguliers 
sunzk, formaut les quatre paus larges du 
prisme. Un exagone un peu irregulier 
aboer c, qui remplace le sommet de la 
Pyramide. Deux pentagones e u n g r, ayant 
leurs cotes egaux deux ä deux, et leurs 
sommets n, situes sur les aretes nz. Quatre 
autres pentagones plus irreguliers bdfto, 
qui correspondent chacun ä un pan etroit 
du prisme, et ä une partie du pan large voisin. S)ann tPerben bie 
gläd^en nod^ befonber« l^ingejeid^net, il^re SBinfel auf bie SKinute an^ 
gegeben, toa^ für jene, Qdt ganj unertiört tpar. 

®ie Slrt fanb in SBien bei einem au^geäeid^neten SRatl^ematifer 
^ramV (Seffer^mn unb Äram^, ^riftattoera^^ie beg mimtalvei^^ 1793) gleid^ 
großen SBiberfprud^. 3)erfeibe l^ielt e§ für reine ^tipot^efe, unb nafjm 
gegen bie franjöfifd^e Slcabemie ben de l'Isle toavm in ®d)xi^. @in 
95eobad)ter l^abe üon ben @eitenflär|en au^jugefien (i. c. pag. 9), unb 
öor aüen bereu Sinien unb SBinfel (Seitenlinien unb ©eitentüinlel) ju 
meffen, unb barauS bann bie Tanten (SRüdEenlinien) ju bered^nen. S)urd^ 
3ufammenfto§en ber SiüdEenlinien entftel^e ber lörperfid^e SBinfel (Sf). 
35ie ©eitenfläd^en t)on ben SRüdEenlinien abgejogen unb um jtpei öer^ 
meiert gäben bie QaiiH ber ©dfeit. Sag ©oniometer fei nur ein ^otf)^ 
bel^elf, ber SRat^ematifer tperbe immer lieber bie Sänge ber 3flüdfenlinien 
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mcffen, unb fei bonn feiner SRinttten geioi^. SBenn tro^bem bie SMef* 
fangen nic^t immer mit einanber ftimmten, fo liege barin ber ©etpei«, 
ba§ bie 9iatur in ber ©rjeugung üon SBinfeln einen Spielraum l^abe, 
ber Beim Äatffpat^ iVa® betraget c. 414). Sag abftumpfen ber 
Äanten fei nur eine UnöoQtommenl^eit ber ftr^ftalle, bei weiterem gort* 
tüad^fen würben fie üollfommen, unb ba gäbe e« 5 groge ©efc^ted^ter: 
Xetraebron; Parallelepipedon, tooju aud^ ber 3Bürfet gel^öre; Octaedron; 
Dodekaedron (Si^ejaeber) ; bag reguläre fcc^^feitige $riMa. @S fei 
jwar einerlei,, ob fid^ ein Är^ftaU bur^ Anlagerung neuer äRaterie ober 
burd^ aibftumpfung ber Tanten üeränbere, aber lefetere änfd^auung fei 
für geometrifd^e ©etrad^tung bequemer, ©efd^e^e bie Änfefeung neuer 
Är^ftaUmaterie in üoHIommen gleid^en ©d^id^ten, toie j. 85. beim Ouarj, 
fo fprid^t (1. c. 19) er üon einem Sequator, $oI, unb einer «je be^ Sr^* 
ftaßg. @r benu^t fogar fd^on bie Äugelprojection (i. c. 427 tab. 8 fig. 4)^ 
um bie S)op)3eIbred^ung beS Äallfpatl^S ju erflären, ber ffiame »Hiodon« 
(Swintand) für bag fpätere ©calenoeber ift i^m ganj geläufig. Sluc^ 
gibt er eine für jene Qtxt ganj practifd^e gormet (i. c. 407) , um ju be* 
red^nen, loeld^e neuen Stfen burc^ beftimmte äbftumpfungen gegebener 
@cfen entftel^en. 9iad^ matl^ematifc^er äRanier gcl^t er babei üon ber 
öfeitigen ^ß^ramibe au3, nimmt aber beim ©^ttjefelfieS bag Scofaeber 
unb 2)obecaeber regulär, bemerft jebod^ fc^on bei le^term (L c. 413), ba§ 
ber 9iec^nung jufolge nad^ ben Slngaben öon de Tlsle ia^ reguläre 
Dodecaedron nid^t bie SRutter be§ 2Rarfafittt)ürfeI§ fein fönne. @r 
badete fid) nämtid^ ba^ ^tiritoeber aU ben unüoHfommenen Sörper, au8 
roeld^em burd^ Slnlagerung üon äRaterie ber öoUfommnere SBürfrf f)er* 
vorgegangen fein muffe. äRit SSergnügen burd^fliegt man fd^on bie 9ied^*: 
nungen (i. c. 407), njie aug bem letraeber burc^ Slbftumpfung ber Santen 
SBürfel, bann ©ranatoeber, Dftaeber, Seucitoeber 2C. entfte^en. Ueberall 
fdiaut ber genjanbte SRatl^ematifer burd^, ber gegen bie einfeitige d^emifd^e 
S3ef)anbtung fämpft, aber bennod^ jum gortfc^ritt nid^tg SffiefentlidEieS 
beigetragen f)at 

2)a bie .§C|ai)ie aüein burd^ brei ©d^nitte parallel ben brei S3Iätter* 
brüd^en in lauter ö^nlid^e Körper (SRotecüle) get^eilt werben fönnen, bie 
ben SRaum gteid^mägig erfüllen, fo ging ^au^ bei feiner S^eorie mit 
SSorliebe öon biefen au§. ginben fic^ bal^er in irgenb einem äßinerale 
brei SSlätterbrüc^e, bie j^ wie bei Äaßfpatti, ©d^werfpat^, ©^p^tc. in 
brei Äantenrid^tungen fmneiben, fo mu§ natürlich ftetg eine ^rimitiö* 
form unb ein „integrireibeg äRolecüI" öon ber gtcid^en ©eftalt gefunben 
werben fönnen. Sld^t ^ejaibc finb nad^ bem ©timmetriegefefe ntöglid^, 
unb bamit wären bie Ärt)ftattft|fteme bagewefen. Slber foweit burd^^^ 
fd^aute e^ ber große '3Reifter no^ nid^t. ®ag Äatffpat^ fid^ leidet jer* 
t^eifen laffe, alfo gleid^fam au^ lauter Meinen Si^omboeberc^en befte^e, 
war freili^ lange üor ifjm befannt; ^u^geng tiatte eS fogar fd^on bur^ 
Stnpufung eHipfoibifd^er Sltome pag. 10 ju erflären gefu(|t: aber 
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ia% biefe mertoürbige (gigcnjd^aft fid^ Bei ben üerfd^iebenften äRmeralen 
tüieber^ote itnb jur fd^arfen Ste^nung benu^t tperbcn fönne, toar neu, 
unb tpurbe anä) fofort öon ber franjöfifd^en Slfabemie (Histoire de rAca- 
d^m. Roy. 1781 pag. 52) atierfaniit. S)a bie ©ad^e ganj allgemein gilt, 
fo mad^en tüir fie ung am leid^teften mit 

SBtttfeln ober Äugeln Mar. SBären nebenftel^cnbe SBürfcId^en, in 
bie tüir ung nad^ ben Sljen abc orientiren, ©alj ober 
SBIeigtanj, fo befömen toir auf ben ISanteti burd^ §er== 
au^nafime einer 9iei^e (12345 ... x) auf ber Sante oe 
eine ©ranatoeberfläd^e a : b : ooc ; burd^ ^erau^natimc 

ätoeier 1 x unb 2 — y) einen ^tiramibentoürfel 

a : 2b : ooc. 9luf ben (Stfen bur^ ^eraugnal^me üon 
1 ba^ Dftaeber a : b : c ; burd^ ^eraugnal^me üon 
jtoeien 1 unb 2 Iäng§ a ba§ ^^ramibenoftaeber 
2a : b : c ; burd§ ^erau^nal^me üon breien 1 2 2 ba§ Seucitoeber a : 2b : 2c, 
üorauögefefet , ba§ bie beiben 2 löngS b unb c genommen finb; bure^ 
^erau^nal^me üon öieren 12 2 3, unb jttjar 1 2 3 Iäng§ a, unb 1 2 
längg b, ben 2ld^tunbt)ierjigfläd^ner 3a : 2b : c. SlHeg ba^ ift fo ele^^ 
mentar, \)a^ man jur ©rftärung fein SBort verlieren barf. Slber ^au^ 
faßte bie (Sad^e nid^t fo einfad^: er na^m bie SBürfet nid^t njeg, fonbern 
tprmte fie brauf, jur SWarter be§ 2lnfd^auung§t)ermögenS, unb nannte ba§ 
2)ecveSccn)en. S)ie S)ecre§cenjen auf ben Tanten finb am öer* 
ftänblid^ften unb gerfielen in decroissemens en largeur , en hauteur 
unb mixtes. 3)ie SDecre^ceuj um ^ine SReifje *c gibt bag ©ranatoeber, 
unb foü l^eigen, \)a^ ttjir tin!^ t)on ber aSürfelfante c bei ber Sluffd^id^* 
tung toeiterer SBürfeld^en auf ao ftets je eine 9iei{|e tt)egtaffen. S)er 
$(ttfti^ paraHet aob gibt bann nebenftel^enbe Sreppe, bie auf beiben 
©eiten gleid^ au^fäüt, bafjer einer gläd^e a : b : ooc ge«^ 
l^ört. @ine 3)ecre§cenj c^ um jtoei Sleil^en in bie S3reite 
läßt natürlid^ bei jeber fotgenben ©d^id^t jtoei Steigen 
toeg, e§ erfd^eint bann bie Sreppe unferer jtoeiten gigur 
oben mit bem Slu^brudfe 

c^ = a : 2b : ooc. 
aBiü id^ bagegen jttjei SRei^en in bie ^öl^e bejeil^nen, 
fo muß id^ cVa fd^reiben, benn jefet laufen umgefetirt bie 
boppelten §ö{|en täng^, toir l^aben batier ^ 

2a : b : ooc = c\ 
3)arau§ folgt bann t)orJ|eI6ft bie gemifd^te 2)e^ 
cre^ceuj 

c'i8 = 3a ; 2b : ooc, 
b. \), jttjei SReitjen in ber S5reite unb brei in ber 
§ö^e. 9luf ber 

(Bit o faßt fid^ bie ©ad^e üiet fd^toieriger 
burd^ Sluftfiürmen Rar mad^en. 5)ie Secre^cenjen 




'Ao^ 
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gelten I|icr entwcbcr bcr ©iagonalc ober einer 
3wifci^enlinie (decr. intermediaires) paxaM. 

®aS 3^i^^^ o = a : b : c Bebeutet bie S)ecre^ 

2 

ccttj um 1 Stetige paxaM ber diagonale; o = 

m 

2a : 2b : c um 2 Sleil^en ; o = ma : mb : c = 

a : b : -c , too m jebe gauje unb gebrod^ene 

ßafil bebeuten fann. SRan tjcrfinnlid^t ftd^ bog auf aob burd^ bie 
3>iagonatfd^itte 1 1, 2 2, 3 3, bie aUe burd^beu $unft Ic ge^en. S)er 
über o gefteüte Snbej foö anbeuten, bog auf aob bie 2)ecre3cenjen ©tott 
finben, toä^reub om bie ?lbnai^me red^tg auf aoc unb mo finte ouf boc 
bejeid^uet. Säge bogegen ber JRanb ber ©ecreScenjeu iu einer 

3tiitfi|enltnte, j. SB. t)on •! nod^ 2, fo toürbe ba« mit a* b^ bc:^ 

jeid^net tperben, unb conftruirte moti nod^biefer 
i-t^<J^<^?<J>^ ?Ri(^tung eine breireil^ige ©ecregccnj in bie 95reite, 

jo l^ötte bie %lää)e ba§.@t|mboI 




(oa'b^) = 3a : 6b : c = a : 2b : 4c. 
2)enu id^ borf bie Sinie 1 2, nur bem ^^i^^^ 

3 

gemäg nad^ 3 ... 6 rildten, um ben Sontenfd^nitt 
öor Slugen gu legen. 
9Kit bem 5ßrincip üertrout ift eS nun leicht, fid^ in bie ^ou^'fd^e 
93ejeid§nüng§tt)eife ju finben, unb fie ouf bie Äontenjd^nitte ber 8 mög^ 
li^en ^ejaibe äurüdfjufüliren, tpetd^e t)on i^m (Traite de Minär. 1801 ed. 
Weiss I pag. 182) fd^ou alle aufgeführt tperben. 2)a jebod^ bie SRenge ber 
SöudEiftoben immerhin eine gro|e ift, jo f^ftematifc^ er fie ouc^ ftetten 
mod^te, fo fe|te er bod^ an bie ©pi^e iebe§ ©^ftemeS bie 5ßrimttit)form. 
2)a§ oügemeinfte toor bie f^iefe rtiomboibifd^e ©öufe: für bie glöd^en* 
jeid^en toäI|tte er PMT, loog on PriMiTiv erinnern 
fönte; für bie @tfe bie SSofale AEJO, unb toenn er 
l^emiebrifc^e formen l^atte, finb für bie ©eöenedten bie 
Iteinen Sud^ftaben aeio; für bie Tanten BCDFGH bie 
fedf)g erften Eonfonanten. 3)a nun für bie ©tetlung 
beg 3nbejeg 4 fünfte ejiftiren, linfg red^tg unb oben 
unten, fo fonnte bfe Sage jebergläd^e angegeben toer=* 
toor eine ©ecreSceuä öon jttjei ^eilien in bie ©reite rec^tö 
ouf T, ber Äontenfd^jnitt mug alfo 2F : D : ooH fein; ^H toor bogegen 

2 

eine linte auf M, olfo F : 2D : ooH; D eine auf P, D eine ouf M; 

2 

G* eine ouf M, benn man mug fid^ immer ber Äonte gegenüber beulen. 
0* ift eine 3)ecre§cenj um gujei SReil^en nod^ ber ©iogonole Ja (a bem 

A gegenüber gebadet), bo^er 2F : 2H ; D; auf P, bo^er 2D : 2F:H 
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= D : P : iH. (gigcntltd^ fottte er f^rciben (OD^F^), aQein bei ber 
biagonalen ßoge nimmt mon D^P* aU jetbftüerftänbticl^ on. Sei ber 
intermebiären ßagc, j. S5. nad^ einer ßinie D^F*, b. f), wo ber 3)ecre§== 
cenjranb einer Sinie ID : 2F parallel gel^t, muß eg angegeben fein. @g 
tpirb eine gläd^e 

OD^P« = D : 2F : 4H == 3D : 6P : H. 
Sin bejonberer Uebelftanb bei le^tern intermebiären ©ecre^cenjen 
ift il^re S)reibeutigfeit, woranf fc^on SBei^ (m^. Serr. 5ifab. 1816 pag. 286) 
aufmerffam machte. ^auQ .gab j. 85. beim ©c^ttjefeffieg bie gläd^en an: 
f = (»/«AG^CO = C : 2G : |B == iC : G : IB 
A s = («AG«CO = C : 2G : 4B = iC : G : ^B 

n = C/3AC>G») = C : 3G : |B = iC : G : |B 
Sg finb bag bie befanntf n * brei Slc^tunbmerjigflä^ner 
<f 12 3, 12 4, 13 5, attein eg lie^e ftc^ ba§ nor^ anf 
jroeiertei anbere SBeife geben. SBoHte id^ ben SlEenj^nitt 
IC : 2B : 3G au^brildfen, jo wäre berfelbe: 




1 

T 



@d 



(A^G^B^) = (VaAC^G») = (AC^B«), 
benn alle brei Symbole führen jn bemfelben Siejultatc C^B*G» 
ift iai immerl^in ein Uebelftanb für ein Qtxä)en, 

Slber §au^ blieb nnn nid^t einmal bei ben ^ejaiben ftel^en, fon* 
bern ba er an ^Infefpatl^ einen oftaebrijc^en 85Iätterbrud^ fanb, fo mußte 
bag Dftacber ^rimitiüf orm «werben, fo toid^ig toar i^m bie 3)arfteöung 
be^ ÄernS, unb Seli^te (Cristaiiographie in. ssö) l^atte infofem nid^t Un* 
red^t, toenn er öoraug öerlünbigte, bie nad^folgenben Slrbeiten beffelben 
toürben einen traite complet de Cristallotomie bilben. ©paltet man 
nemlid^ bag Oftaeber nad^ feinen öier Slätterbrüc^en , fo fommen 6 
ätinlid^e Oftaeber unb 8 jugetiörige 2ietraeber, weld^e aüt eine il^rer 
©den im äWittelpunfte beg großen Dftaeberg ^aben. 3)ie gegenüber:^ 
liegenben (IdEen ber 6 Oftaeber fallen bagegen in bie 6 @dEen, unb bie 
S3afen ber 8 ^ietraeber in bie 8 gtäd^en beg ^auptoftaeberg. S)ag toar 
fd^on bie ®ulielminifd^e Sbec pag. 12. äßan mad^t bag burd^ @in^ 
jeii^nung üon ©reiedEen leidet flar. S)ag mittlere 
Dreiedf auf jeber giäd^e bilbet bie a3afi3 beg Stetra«^ 
cber^, tt)a§ n)ieber inxä) Slbftumpfen ber SdEen im Sern 
dn Oftaeber gibt. Z\)e\U iä) batjer bie 16 S)reiedfe 
uod^mafg, fo gel^ören öon ben 64 S)reiedfd^en abioed^* 
jelnb bie lid^ten ben Setraebern, bie bunfeln ben Ofta^* 
L'bern. ©o ing Unenblid^e fortfal^renb fann id^ ben 
glußfpatfi aus lauter paraHeten Oftaeberd^en jufammen* 
gefegt benfen, mit toetd^en tetrocbrifd^c gttjifd^enräume abtoed^feln. ®a 
nad^ ber erften 2;]^cilung ber 3n^alt ber 8 2;etraeber nur |* öon bem 
ber 6 Oftaeber beträgt, wie an^ ber SSiert^eilung beS großen Oftaeber^ 
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breietfg folgt, fo finb, locnn tnon bte 6 Dftaeber atö tntcgrirenbc äWoIe* 
cüle nimmt, 3 %i)e\k erfüllt unb 1 X^eil leer. Sei ber jtDeitcn J^l^ei* 
lung ma^t fid^ . bag 9SerpItni§ f^on anber« , benn ba j|ebcS ber 6 
Oftaeber toiebcr 6 neue Dftaeber unb 8 SIetraeber geben mn^, ein 
jebeg ber 8 2;etraeber ein Dftoeber unb öier Jietraeber, fo belomme id^ 
6 . 6 + 8 = 44 Dftoeber unb 6 . 8 + 4 . 8 = 80 Xetroebcr, 
b. f). oftaebrifc^e SWaffe üerpit fi^ ju bcn tetroebrifd^en Qtoi^dftn'^ 
räumen, toie 

80 
44:— = 11 : 5, 

toa^ fid^ bei toeiterer S^^^^üung immer mel^r bem 8Serl^äItniJ3 2 : 1 
näl^ert (Trait^ i. 466). 2)a^ ©piel ber S)ecregcenjen ift jtoor jcfet nod^ 
fc^toieriger gu begreifen, aber man fielet bod^ leidet ein, »enn i^ ein folc^ 
fd^toarjeS Dftoeberd^en üon ben ©pi^en ttjegnel^me, fo entftel^t eine Keine 
SBürfelfläd^e; eine 9leit|e üon ben Tanten weggenommen gibt ©ranatoeber; 
furj man barf ftatt ber ©ecreiScenjen nur bie Santenfd^nitte nel^men, toie ba^ 
fpäter SSernl^arbi machte, um aUe Körper fof ort tierüorjubringen. 2)a^ 
@ranatielier loar eine britte gorm, njeld^e fo öoUfommen beim ©ranat 
unb fo beutlid^ 6fad^blättrig bei ber S3Ienbe üorfommt. ©c§on Maraldi 
(Memoir. Acad. Eoy. 1712 pag. 297) ^atte an ben SBabeu, bie nac^ ber 
aJieinung be^ alten ^appug (4. Sal^rl^. nac^ Sl^r.) bei benSienen geo* 
metrifd^e gä^igfeiten öoraugf eisten , bie SBinfel ber äl^omben auf 109® 
28' unb 70® 32' beftimmt. 3)iefeg jierlid^e @efä§ üom Keinften Um:» 
fange Ilaubte nun ber »Gristalloclast« an^ ben »grenats volcanises de 
Pompeia« (Leucit) t|erau^! @r lonnte eg ferner in brei 3lf|omboeber 
üon 120®, bie ii|re ©pi^en gegen ben äßittefpuntt lehren, t^eilcn. 2)a3 
®anit jerfiel aber burc^ bie fed^g Slätterbrü^e in 24 2!etracber mit 
gleid^fd^enllid^en S)reiedfen, bie ber fd^arfwinHid^en §älfte ber Sll^omben 
entfpred^en unb aUe il^re ©pifeen im SRittelpunft l^aben. S)iefe ijarmo* 
nifd^en SSer^ältniffe entjüdtten if)n fo, ba§ eg bie crfte feiner öeröffent^ 
lid^ten Slrbeiten njurbe, toelc^e bie SHabemie »vers la fin de Tannee 
1780« approbirte. ®ie legten 2i]^eile,. in ttjeld^e bie ÄrtiftaUe burd^ 
Spaltung jerfaöen, nannte er molecules integrantes im ©egenfa^e ju 
ben mol. soustractives, toeld^e er jur Slec^nung brandete. Sutegrirenbe 
ttal^m er nur brei an: 

Setra^ ^ßenta^ unb ^ejaeber, 4^», 5== unb 6pd^ner. 

2e|tere ptte er nid^t einmal gebrandet, ba bie ^ejaibe bur^ einen 
SWebianfd^nitt in ätoe? ^entaeber jerfaHen. SlHein einen fold^en ^ilf^* 
fd^nitt tooHte er ni^t, er meinte fic^ eben immer ängftltd^ an bie toirN 
iid^ t)or^anbenen Slätterbrüd^e galten ju muffen, ^eim QexUQtu ber 
Dftaeber fam er natfirlid§ ftetg auf jttjeierfei 9WoIecü(e, Dftaeber unb 
2;etraeber, ba lefetere bie größere Sal^I bilbeten (8) unb am einfad^ften 
toaren, fo fal^e er bie äßinberjatil (6 Dftaeber) aU ^ttJifd^enräume an* 
SHle^ ba^ tourbe im Traue de Mineralogie 1801, 4 Sb., mit einem 
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SltlaS tjorjüglicl^cr giguren, ttJoBei il^m bic ?ßarifer matl^cmattjd^en ©d^ulcn 
be^ilflid^ toaren, n)eitläuftg QUäeinanber gefegt. 3)ic Söc^anblung fanb 
freilid^ tnand^crlei SBiberfprud^. 

SBeift, toeld^er mit Äarften jufammett ben Traite ücrbeutfc^tc, 

(Sel^rbud^ ber SJlinetalogie, au^earj^. öom Söürgcr $au^ 1804. I pag. 364) fe^te 
nic^t bIo§ feine btinamijd^e Slnfid^t ber atomiftifd^en entgegen, fonbertt 
toob gleich in jene fpecutatiüe ^olemif bie fruc^tbringenbften Sbeen : ber 
9l6fto§ung§tr)tnfeI, tpeld^er eine beftimmte Ärtjftattifation c^ralterifirc, 
ffinne batb ein ebener, balb ein fört)erlici^er fein. Slfö ebener toittt er 
bIo§ nac^ gwei 9fii(^tnngen, toic beim Sartjt nnb ©tip^, erjjeuge jtoei 
Slätterbrüd^e, tt)orauf ber britte gteid^fam erft anfgefe^t fei; atg töxptx^ 
(id^er würbe er breifai^ (SRl^omboeber, SQSilrfel) ober üierfac^ (Oftaeber). 
S)en fed^gfac^en fönne man entbel^ren, benn aUt übrigen rebucirten fid^ 
baranf o^ne S^^ng, namentlich and^ bag 9t]^omboibat'S)obecaeber. ätö 
Äerngeftatt bürfe nie bie einfache öierfeitige ^^ramibe, fonbern nnr'bie 
boppelte, ba§ Oftaeber, angenommen »erben; fo loie für bie breifad^e 
bag ^ejaeber, nid^t ba« letraeber, n)eil jebe Sr^ftaUifationgrid^tnng bei 
ööüigem ©leid^gettjid^t ber Gräfte paratteter gtäd^en bebürfe. 3)ie boppelt* 
breifeitige ^^ramibe fönne nie SJerngcftalt toerben, ba fie fed^g fid^ 
fd^neibenbe gläd^enrid^tungen befifee, bie üon einer breifad^en JRe^ntfton 
nid^t ju ©tanbe lömen, nnb bie wenn fie nrfprünglid^ wären, nnr bie 
boppelfe fed^gfeitige ^tiramibe ober bag iriangn(är*'S)obecaeber jur Sern* 
geftalt geben würben. Singer ben primitiven gäbe eg and^ fecnnbäre 
Ärtiftaüifationöric^tnngen, namenttid^ bnrd^ „t)erftedEte SBlätterbnrd^gänge" 
üerratl^en, bie wefentlid^ jnr innern ©trnctur gehörten. SBie fd^on nad^ 
ben 35ecre§cenjen anf ben Tanten bie beiben gtäc|en gteid^ ober nngteid^, 
anf ben ©den alle brei gteid^, gwci gleid^ öon britten öerfd^ieben nnb 
aüe brei nngleid^ öon ben ^injnfommenben gläd^en gefd^nitten würben, 
fo fei ba§ ^Ijänomen fein jnfaöigeS, fonbern notl^Wenbige golge be§ 
@inen ang bem Slnbern. Sin SWoIecüIe bürfe man gar nid^t benfen, 
fd^on bie Spiegelung be§ Sid^teg würbe auf fold^en ^feubofläd^en ganj 
unmöglidE) fein. 3m jweiten ißanbe (1804 pag. 711) wirb aud^ an berben 
©tüdfen bewiefen, ba§ bie Srtiftattifationen nur bie Sleujserungen beffen 
feien, wa§ im :3nnern aUe^ fd^on ba ift. 3)ie lircifa^en 8(bfto§ungen 
werben am Sa%at]^ nnb Ouarj erläutert (Sbee beg breigliebrigen @.) ; 
bie jttieifa^cn am Zopa^t, M nnb M bie einen, n nnb n bie anbern, 
Beibe fo gegeneinanber gefteHt, ba§ i^re Sauten ftd^ fenfred^t fd^neiben 
(3bee beg jweigliebrigen ©.). S)ie gläd^en n nnb n ftumpften il^rc 
eigene ^ank ab bur^ bie glädje P. SRun wirften MM auf P, ober 
bie jwette §auptabfto§urtg , unb biefe gli^e fid^ auä mit i{|r burd^ bie 
iJIäd^en oo , no(^ weiter burd^ ss (o = a : b : ^c, s = a : b : ^c). 
Sntereffanter SBeife fei o/P = 134 . l gerabe fo grog, wie bie. Steigung 
t)on n gegen bie fd^arfe Sante ber erften ^auptabftogung M/M, unb 
n/P fo groß afe o/M. (Snblid^ gteid^e fid^ o unb n noc^ burc§ x aug 
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(x = a : ^b : |c). Stud^ ber gelbfpatl^ f)abt jtoei ^auptabftögungcn P 
unb M unter red^tem SBinfel, unb T/1 unter 120^ 2)enn 1 fei mit T 
burd^au^ gleid^toertl^ig. Slm ©d^Iufe tpirb bann fd^on auf t|origontaIe, 
öertifdc unb jtoei fd^räge Qontn ^ingetüiefen. SBic tief unb anberS 
aSeijs bie ©ac^e fd^on bamate erfaßte, jeigt ber 3^fö| jum ©pibot 
(ob. m. 1806. 140), ber nid^t blog richtig gefteHt, fonbern beffen äu«:^ 
gleic^ung^f(ä(^en (d, z, q tc.) au^ bem ^araUelii^mud bon Tanten, alfo 
burd^ S)ebuction öon öorl^anbenen Ebenen, beftimmt werben. Änbcrg,* 
mel^r öon ber ntatl^ematifd^en Seite, griff aRebicinalratl^ 

SJetrnl^arlli (GeWen, Jounial Chem. Phys. Miner. 1807 »b. IV. 230) in 

ffirfurt bie ©ad^e an. ©d^on SBerner ^ahe jnjijd^en einer ret)räfentatit)en 
unb berit)atit)en Seftimmung^art ber ÄrtiftaUifation unterfd^ieben. 3" 
festerer fonb §out| unftreitig bag ^rtnci^. aber getoig fei, ba§ bie 
öerf^iebenen Är^ftaEgeftalten oft »eit einfacher aug einer gorm folgten, 
bie nod^ ^aut|'§ ©runbfö^en nid^t bie primitive fei: $r. Dr. SBei| 
l^abe biefe§ fd^on einigermaßen üom grfbfpall^e gejeigt, unb eben fo öer* 
l^ielte eg fid^ mit öielen anbern, unter toeld^en er nur ben SBotfram atö 
ein auggejeid^neteö Seifpiel nennen tooHe, .beffen ^rimitiöform mcl be*« 
quemer als ein irreguläres Dftaeber ru (r = a : b : ooc, u = b : c : c»a) 
mit quabratifd^er SafiS bargefteUt toerbe. 2Ran fönne mit ^ant) alle 
©runbformen in regelmäj^ige unb unregelmäßige eint^eilen. Sie regele 
mäßigen betreffenb reid^e eine einjige \)m, ob man baju ben SBurfel ober 
ba§ regelmäßige Oftaeber toaste, fei jiemlid^ gleid^gültig ; 2;etraeber unb - 
ail^ombenbobecaeber ]^ätten baju einige Unbequemlic^teit bei Seftimmung 
ber S)ecre§cenjgefe|e.' ®ie unregelmäßigen jerfielen «lieber in 3l^om* 
boeber unb unregelmäßige Dftaeber, benn aüe bigl^er üorgefommenen 
üöQig augfrtiftaßifirten ©ubftanjen ließen fid^ auf eine biefer beiben ju« 
rüdfü^ren. ^ant) unterfd^eibe jtoar fpifeige unb ftumpfe Sl^omboeber, 
gtoifd^en toetd^en ber SBürfel bie ©renje mad^e, allein wenn man weiter 
nid^t bie ©urd^gänge ber 93Iätter berüdEfi^tige, fo bliebe e3 gleichgültig, 
Welche man für bie ^rimitiöform annähme. SBefentlid^er feien bagegen 
bie Unterfd^iebc ber unregelmäßigen Dftaeber. äßan fönne fie in fünf 
Slbt^eilungen bringen, nad^ ber üerfd^iebenen ©eftalt ber gemeinfc^aft" 
lid^en Safig ber beiben ^ß^ramiben: 

1) SBafig ein Cttalirat, jür ©onftruction jwei "Siaia nöt^ig, woju 
man bie t)albe SSafig beg Duabratg unb bie ^öl^e ber ^tiramibe wäljle; 

2) »afig ein »cdite*; 

3) Safig ein Ill^ombttS, brei 35ata ju beiben erforberlid^; 

4) S5afig ein S^l^omboili. ju beffen ßonftruction brei 3)aten, bal^er- 
im Oanjen üier ju wiffen nöt^ig. 3n biefen erften öier fällen feien bie 
beiben anbern S5afen unb aüe öier ©eitenlinien berfelben gleid^, bagegen 
bienten bei ben 

5) lirci 9l]§0]it(ot)ie ju S3afen, ba man jebeS Dftaeber in brei öer* 
fd^iebenen Stid^tungen afö aug jwei ^ß^ramiben jufammengefe^t anfeilen 
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fönne. 3^^ Sonftructton bebürfe eg fed^g S)ata. (®o tpir bie Dfta*^ 
eber nid^t mä) itirer abfoluten fonbern relativen ©röge bctrod^ten, fo 
broud^ctt tpir l^eutige^ ^Cagcg ftatt 2 — 6 nur 1—5 S)Qten.) @inc \>on 
biefcn fieben ^auptformcn bürfte in S^funft nod^ eingeben, nämfid^ ba^ 
Dttoeber mit rcftangulärer S5afig fottte auf ba^ mit $R]^ombu3 gurücf«» 
gcfül^rt werben, bo(| jei baS tocgen be§ ©taurolit^eg nod^ nic^t möglich, 
wenn man nid^t ju ^tipotl^etijd^en Sr^ftaQtfattonäfläd^en feine S^^fl^^t 
ntel^men' tooUe. 9iun beutlid^er fann man nic^t fprec^en , unb ia^ ift 
im 3uni 1807 gebrudft! SBernl^arbi üerwar^ jtoar bie äWoIecüIe, allein 
ju ben Sljen gelangte er nid^t, fonbern blieb für bie gläd^engeid^en bei 
ben Santenfd^nitten [teilen, loeld^e er jebod) auf eine äugerft glütftid^e 
SBeife öerbefferte (Gehlen Journ. 1807 v. 155). ©tatt beg einfad^en ^eja^ 
ibeS tpäl^lte er baS Dftaib, bezeichnete bie üier gfäd^en ganj in $au^* 
fd^er art mit PRMT, bie brei (Sdfen mit AEO unb bie fed^g Kanten 
mit BCDFGH, unb gab bann unbefümmert um bie 9RoIecüIe bIo§ an, 
in toeld^cm SBer^ättniffe brei Santen einer @dEe öon ber ju bejeid^nenben 
gtä^e gefd^nitten werben. S)abei mad^te er bie pd^ft praftifd^e Söe^ 
merfung, baJ3 e3 jWcdfmäfeiger fei, ftatt ber ganjen Qai)kn SBrü^e mit 
btm S^W^ 1 cinjufüfiren. S)ie Qa^kn ber 5Renner würben baburd^ 
nid^t nur Keiner, fonbern er l^atte babei auc^ fd^on ben SSortl^eit unferer 
Äantenjonenred^nung im Singe. S)enn eg öerl^ält fid^ 

Um ba§ ©timbol bann nod& weiter ju üereinfad^en, lie§ er ben S^^Uv 
1 weg, bel^ielt blog ben Ouerftrid^ bei, big jule|t aud^ biefer fiel. 
Sin S5eif:piel am regulären ©^fteme mag bag Mar mad^en: 

16 7 _«'_ 2 2 

10A6 = iA| = 3A5 = 3A5 = 3A5. 

6 

2)er tjierte ©d^nitt ergibt fid^ burd^ bie blo^e Slbbition, ba 3 + 5 = 
6 + 2 fein mu§, Wäre atfo 6 = x, fo fäme 

,3 + 5 = x+2, x=3+5 — 2 = 6. 
9iatürtid^ liefen fid^ auf biefe SBeife alle gläd^en augbriidfen, benn 
um eine reguläre Dftaeberedte muffen ad^t liegen: 

3A5, 5A3; 2A6, 6A2 ; 2A6, 6A2; 3A5, 5A3. 

66553322 

S5ernl|arbi führte bag nun burd^ alle ©tifteme confequent burd^ 

(Gehlen Journ. V. 185—198; 492—564; 625—654). SBeig (2lbl^. 33crl. Sllab. 
1816 pag. 294) wiberfprad^ bem, meinenb, ba§ eine fold^e gwrüdffül^rung 
auf einfädle Srui^formen bei x Quarj, welches bie ^^omboeberfanten 
nac^ $aut| im SSertjältnife öon 1 : 4 : | fi^neibe, nic^t möglid^ fei ! Unb 
bod^ barf man nur mit 5 biöibiren, um jum gleid^mertl|igen Slu^brudE 
T ♦ TU • T öon verlangter ©igenfd^aft ju fommen. Sernl^arbi (Schweigger, 
Journal Ch. Phys. 1823. vm. 402) fül|rte uuu mit öemid^teuber Sritif 
feine matl)ematifc§en §iebe nid^t bto^ gegen 2Ko^8 unb ^au^mann, fon^* 
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bern anä) gegen SBet§. 3)iefem mit feinen brci red^ttoinflid^en Äjen 
abc mufete er jtt)ar ©inigeg in Sejiel^ung anf „5Rebenjn)e(fe" jugeben, 
aber im „^auptjtoede" t)ielt er feine 5Kett|obe l^oc^ über aöe: ang ber 
j^anieniejet^nung liefen {li| bte 9(|cnf$ntttc ablefen. 2)enn aus 
obigen äjenfc^nitten folge fofort 

2a 2a 2a _ a a 

6 + 2 "' 6 — 2 ' 5 — 3 "" 4 ' 2 ' ^* 
3(1^ barf nur unter 2a^ie .Summe ober ©iffereujen ber Qa^m fe^en, 
tt)ie fpäter beriefen toirb. greilic^ tarn biefe einfa^e Siegel erft bem 
Sem^arbi in ©inn, atö SBeig fd^on öiel früher («bi^anbi. »err. 3i!ob. 1818 
pag. 300) eine allgemeinere SSejeid^nung anfgefteHt l^atte. 

ajiag un§ aud^ ber SBei^'fd^e Srrt^um unbegreiflid^ erfd^einen, fo 
tritt gerabe einem SSernl^arbi gegenüber beffen geniale S5el^anbtung in 
ein um fo glänjenbereg Sid^t. SBern^arbi (Gehlen Journ. 1808 vill. seo) 
iiite ni^t bto^ Äritif, fonbem er förbcrte aud^, unb griff fogar feiner 
3eit üor, benn toir tooUen ber merftoürbigen SBorte (i. c. 378) nid^t 
öergeffen: „SKan mad^t fid^ eine unrid^tige SSorfteHung t)on ber Är^« 
„ftaIlograt)l^ie, toenn man glaubt, i^r SBefen befiele in ber SBeftimmung 
„ber primitioen unb fecunbären 5«^^"^^"- 3)enft man fid^ auf jebe 
„Är^ftaHifationgfläd^c eine fenfred^te ßinie gejogen, lägt aöe biefe Sinien 
„in einem gemeinfc^aftlid^en fünfte fid^ fd^neiben, beftimmt ba§ SSer*' 
, „^ttnx^ bicfer ßinien trigometrifd^ , unb gibt auf biefe SQSeifc bie Sage 
„ber Siid^tungen an^^ad^ njeli^en fid^ bie %f)txle me^r ober weniger 
„angezogen l^aben, fo crl^ält man eine fr^ftaöograpl^ifd^e 2Retlö«>bc, bie 
nber ^l^eorie weit angemeffener , aber in ber Slu^fül^rung mit mel^r 
„Sd^toicrigfeiten oerbunben fein würbe." SJleumann ^at biefe Sbee 
fpäter au^gefütirt, für einen äßatl^ematiler lag freilid^ bie ©ad^e feit 
6uler fe^r na^e. 

^ant) nai)m öon biefen SBerbefferungen feine .Slotij, in feinem 
Tableau comparatif des resultats de la Cristallographie, Paris 1809, 
worin bie ^Jortf^ritte unb SSerbefferungen feit bem ©rfd^einen beö Traite 
jufammengefteHt werben, ift Weber t)on SBeig nod^ S5ernt|arbi bie Siebe, 
gelbfpat^ unb epibot erfd^einen*nod^ in alter SBeife. 35er integrirenben 
SWolecüle erwätint er jebo^ nid^t mel^r , unb ba bie> fubtractioen felbft«' 
jjerftönblid^ finb, fo fül^rt er nur nod^ bie $rimitit)form auf. SBir 
bürfen un§ barüber nic|t üerwunbern: wenn j. 83, aud^ ©d^werfpat^ 
unb Cymophan einem Ärtiftallf^fteme angel^ören, fo ftedft in jenem ein 
^aufwerf t)on Prismes droits ä bases rhombes, in biefem Prismes 
droits rectangulaires. S)ag lieg fid^ nad^ feiner Slnfic^t nid^t üer«« 
rinigen. dagegen empfiel^lt er für fd^ärfereg ©rfennen ber S3lätterbrücf|e 
bag Äerjenli^t. 

SSeift trug feine neuen Sbeen lange mit fic^ ^erum. @rft in ber- 

2)iffertation (de indagando formarum crystallinarum charactere geometrico 

principaii 1809), Womit er fein neues Sel^ramt aK orbentlid^er 5ßrofeffor 
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bcr 5ß]^t|ftf in feinet SBaterftabt fieipjig antrat, befommen totr einige 
(Stnfid^t. ©ie ift Don Brochant de Villiers auc^ ing granjöftfc^e über^» 
fe^t (Journal des mines 1811 Vol. 29. pag. 349 unb 401). gnm etften Wlal 

mxi f)kx bie SBic^tigfeit ber Stjen l^erüorge^oben : Axis vero linea est 
omnis figurae dominatrix, circa quam omnia aequabiliter sunt dis- 
posita. Eam omnia spectant, eaque quasi communi vinculo et 
communi inter se contactu tenentur 1. c. 42 u. 44. 3cne Sinien 
feien nid^t rein geometrifd^, i. e. physice niortuas et ignavas, fonbern 
nad^ i^nen njirlen bie Gräfte, tpeld^e bie gorm bilben. ©al^er beftel^e 
bag toefenttic^fte Äennjeic^en in ber Steigung ber gläd^e jur Slje, im 
SSerl^ältnig be§ sinus (s) jnm cosinus (c). Slnd^ fomme man babei 
auf einfai^ere 3^^^^"/ ^^^ ^^i Slngabe ber Äantenüerl^ättniffe. S3eim 
ÄaÜfpatl^ unb @d|tt)erf^3att| {jätten bie diagonalen ber 9i^omben ba^ 
aSert)äUnig üon ^3 : v'2f_unb beim Slpatit bie Steigung ber S)i]^ejaeber^ 
fläd^c gur 8lje s : c = Vs^ : y/2, toer joßte t|ierin nid^t eine »consan-. 
guinitäs« beiber äRinerale üermut^en? @e^r bead^ten^wert^ fei e§, 
baJ3 fottjo^l SSürfet toie Ottaeber in ber giöd^enncigung jur Slje 
s : c = 1 : V2 mit einanber übereinftimmten. 9iad^bem (L c. pag. 7) bie 
regulären Är^ftaHifationen öon ben »minus regularibus« abgefd^ieben, 
fteöte er unter biefen bie Sl^omboeber an bie ©pifee, »eld^er 9iame 
f^on im Se^rb. äRiner. 1804. I. 7s für ba§ ^au^'fd^e SR^omboib ein* 
geführt tourbe, unb jeigte, tt)ie mit s unb c bie SRec^nungeii eleganter* 
toürben. ^au^ ging nämlid^ öon ber diagonale ]^ : g = ^2 : Vs au§, 

ftatt nun einfad^ bie tg beg SBinlefe ^ ju fd^reiben, mad^te er grofee 

Umtoege, bie unbegreifli^ fein tt)ürben, ptte e^ fid^ babei nid^t aud^ 
jugleid^ um bag triangle mensurateur (SJieffungäbreiedE) ge^anbelt. SBenn 
ber Mffpot^ g : P_= \/3 : V2, fo l^otte äj^c = 1 : 1; ber Cuarj 
g : p = \/l5 : v^lB, bagegen s : c = y/^ : Vs zc, bie Qa^tn s : c 
waren alfo einfacher! SBortrefflii^ toirb nun bie Slbttjeitung berRhom- 
boedra simplicia, ternis tantum planis (plana duo parallela pro 
uno numerantur) öon ben rhomboedAs duobus unterf (Rieben , bie fid^ 
fo unter einanber öerbinben, ba^ baraug ein dodecaedron bipyramidale 
planis triangulis aequicruriis aequalibus et similibus |ert)orget|t, 
njoju Eiuarj, »untbfei, Slpatit, ©maragb, JRep^elin gefteOt njirb. ^on 
ben 9lt|omboebern feien nun aber bie übrigen 5parattelet)ipebe fo öer* 
fc^ieben, baJ3 fie ööHig getrennt, unb burd^ Oftaeber erfe|t werben müßten. 
©0 tommt juerft (i. c. so) bie SReil^e an ein Oftaeber mit congruenten 
gleid^fd^enflid^en ©reieden unb quabratifd^er SafiS, ju weld^en fid^ bie 
Parallelepipeda rectangula et basi quadrata gerabe fo üerl^ielten toie 
ber SBürfel jum regulären Oftaeber. ©obann toirb in ber erften la* 
teinifd^en SSorlefung de Cbaractere geometrico principali formarum 
crystallinarum octaedricaruin pyramidis rectis basi rectangula ob- 
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longa, b. 1^. über baS Dblongoftaeber gefprod^en, unb bamit fd^on ber 
X^^jug be^ ätüeigltebrigcn ©^ftcmg fcftgeftcHt. 9iaincntlic§ »irb aud^ 
ba§ britte gugefjörige ^aar l^etDorgcl^obcn, nod^getüiefen, wie bic octa- 
edra basi rhombo baöott abgeleitet toerbcn fönnen, tt)ie bic »axis lu- 
cifer« (optifd^e STje) beö JBcrn^arbi öon ber ÄrtiftaHaje beim ©d^tocfd 
nid^t abweiche. 9iur gelbfpat^; ©pibot, äpnit, @\)p^ unb Äupfcr^ 
t)itriot »erben für bie jutunftige Sefc^reibung aufgefpart. 

©nblic^ trat am 14. 2)eceniber 1815 in ber ©erliner aitabemte bie 
,,aeberfid^tli{^c S)arfteUung ber öerfd^iebenen natürlid^en Slbtl^eilungen 
ber ^^ftaBf^fteme" an^ Sid^t. SSSa^ ^aut| in feinem Essay unb Traite 
öercingelt erfannt l^atte, fc^Iie^t fid^ l^ier ju einem notf)menbigen ©anjen.- 
S)ie Slrbeit befrtebigt un^ für aüc Qdkn, unb tt)ot|I burc^bac^t unb 
öoKenbet bleibt fie ein unüergänglid^e^ SÄonument l^eutfc^en 2;ieffinng. 
^ier l^ören wir nun jum erften SKale kie paffenben Sejeid^nungen gleid^^ 
gtiebrige^, 4 gl, 2 unb 2 gt., 2 +- 1 gt., 1 unb 1 gl., 3 unb* 3 gl, 
unb 6gtiebrige§ ©tiftem. ©ranatoeber; ßeucitoeber, ?ß^ramibentt)firfel, 
^^ramibenoftaeber, ^^ramibengranatoeber, ^^ramibentetraeber, Xtixa^ 
eber, Dblongoftaeber unb anbere öortrefflid^e Sejeid^nungen ergeben fid^ 
mt t)on felbft. Xetraebrifd^e, ^entagonbobecaebrifd^e unb gebre^te ^e«* 
miebrie werben un§ f(ar gemacht, bie brei* unb fed^Sgliebrigcn ©Qfteme 
auf öier, unb bie übrigen auf brei red^twintlid^c Sljen belogen. 

2)a§ äugerfte, woju $aut| in f^ftematifd^er 95ejie^ung gelangte, 
entl^ält fein Memoire sur une loi de la Cristallisation appellee loi 
de symetrie Memoir. du Museum d'hist. nat. 1815. •!. 81. 20«. 273. 341)^ 
bag fpäter auf Slnratl^en öon Seonl^arb Dr. §effd in§ S)eutfd^e über^ 
fe|te (SauJj'S ®benmaa^0cfe^ ber Ät^ftaCUSBUbung 1819)/ Worin gezeigt Wirb, 
bag bie Secregceujgefe^e gleid^e Äanten unb Sdfen ber „Urformen" in 
gleid^er SBeife treffen muffen. 

pftlbf^iatl war ia^ Sieblinggmineraf unfereg SBeig, unb an i^m, 
at§ einem ber fd^wierigften ©Qfteme, \)at er J^auptfäd^tid^ feine Sfieorie 
bargefteöt. ©teid^ in ber Ueberfe^ung beg Traite 1804 II. pag. 711 
weift er nad^ , wie unpaffenb bie SSal^I ber ?ßrimitit?formen PMT fei, 
man muffe üon PMTl au^gel^en. J3n ©d^weigger'g Journal für 6{|em. 
unb 5p]^^f. 1814 X. 223 werben bie Eartebaber ß^illi^Ö^ i^ waf)r^aft 
meifterl^after SBeife bargeftetlt: ^au^ badete ftd^ nämlicf) bei ßwiUing^* 
bitbungen ein Snbiüibuum nad^ ber fogenannten ß^JittingSebene Ijalbirt, 
unb beibe ^älften bann um 180® gegeneinanber öerbrc^t, wag er ^emi- 
tt^jfxt ober l^emitropifd^e Ärtiftatle nannte. SBei§ mad^te bagegen bie 
feine 95emerfung, bafe man bei biefem gefbfpatl^jwillinge mit jotc^er 
^albirung niä)t ju ©taube fäme, benn bie parallel M gefprengten ©tüdEe 
öer^ielten ftd^ wie linfö unb red^tg, man muffe jwei Snbiöibuen fpalten, 
um bann aug i^ren ^älften einen linltn unb einen te^tcti S^iö^^fl 
jufammenfe|en ju fönnen. %nä) fei ba^ ©emein^aben irgenb einer ein^ 
jelnen gläd^e wie etwa M ganj unWefentKd^, „bie ©reu je fei eben jarfig, 
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ober üfierl^aupt toic unb n)o fie looHe; bog conftantc bleibe: ©emein^^^ 
„fc^aft (5paraIIeli§mu2) getoiffer Süd^tungen , umgefe^rte Sage getoiffer 
„anbcrn." S)ann tarn 1815 (316^. öeri. 2«ab. pag. 336. XaheUe) bte S3e* 
grünbung beg 2 -f Igliebrigen ©tiftem« mit bem gelbfpatl^ an ber ©pi|e, 
unb mit ber „fetiftaHograpl^ifcl^en gunbamentofbeftimmung beö gelb^ 
fpal^eg" (2ibi^. öerL 5iiab. 1816 pag. 231) begonn bic neue 8lrt ber 

Kcr^nung. ^avi\), unb nac^ ifim S5ern^arbi, ging öorjug^toeife üon 
äußern ßinien, ben Äanten, SBeig bagegen öon innern ben 8ljen oug. 
SJlorm ttjar für jenen bag Sil^omboeber: er jog im SRl^ombuS abdf bie 
^orijontale 3)iagonate bf unb bie fd^iefe a d, unb fefete beren ^älften 
•bc = g unb ap = p. 3)ann tpor. af == y^g^ + p^- ®ög ^ßerpenbifel 
am Quf df gefällt gibt un^ bie ^öl^e beg befagten Si^ombug abdf, bal^er 
für ben ebenen SBinfel 

«?*: am . df = ac . bf == p . 2g ober 




am 






unb 



fin = VCaf)» — (am)' 



g^ + P' - 



gM-p« 



,/ g^-2gV + p ^ 
"" V g« + p» • 

©reiecf bfg t)on brei ^orijontalen S)iogonaten umj^Iof fen ift gleic^* 
fettig, ba^er ftel^t gc fenfred^t auf bf ==r 2g, unb gc = y/4g* — g* = 
v'3g*. ßegen toir jefet burc^ gad einen 

$att)it{$niit \o toirb, ba ac = cd ift, 81?^ as bur^ bie ^erpen^ 
bifef gn unb dr in brei gleiche Steile gct^eilt, 
benn rs = an, unb 

ra : na = dr : cn = ad : ac = 2:1. 
JJoIglic^ gn == |(gc) = v/ig^*, 
cn = Vi g', unb 
an = v^(ac)* - (cn^W^pT^^y 
as = V9p* — 3g^ 
3)qS ^erpenbilel ak fenfted^t auf gs finbet fid^ toieber au8 bem Ouabrat^^ 
xnf)aü bcg Sll^omboibeS, benn eg ift 

ak . gs = gn . as = Snl^alt beg SRl^omboibeg adsg. x^otQÜd) 

kg = \/(ag)* - (akp" = v/g» + p'- ^gV-g* 




= ./^ 



v/^ 



^g«P*J- g* 
P» 
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^as 



ak : kg = V^3g«p« ~ g* : g» — p-. 
gür ben 3t<)a<(«inteiil0tiittt bcr giöd^cn abdf mit df'^ mrife toi 
fcnfrcd^t auf df gegogen »erben, bonn fällt bet sinus ai in ben Jpcm^rt*- 
fd^nitt afsx, unb e^ tPtrb ai = ak, baraug folgt 



am : ai 



am : im 



- V g« + p2 ' V ^ 

- Vg» + p » 'V p« - 

V ^8 4- T1«' V< 



au 



= cn = 1 
p = v/2 unb g = V3. 
af : fm = 5 : 1 



_ 3 p^-g » 
g- + p* p' 

ftumpfen 9l]^oniboeber_ be8 
angenommen, folglid^ ac = V2, 



g' + P 
Seim 



ag 



= 2p« : g« - p«. 

ßalffpat^ed tourbe 
= ^5, b. ^. 



= V^25 — 1 : 1 
101 . 



am : im = 4 : 1 



ak : kg = 3 : 1 



VI 
104. 



32. 13 



28 .40 



ac 
@ibt 
ctg fam = cos : sin 

= V24.... 11® 32' 13^ ' 

tg ami = sin : cos = V 16 — 
= VTö.... 75® 31' 20' 
ctg kag = cos : sin = 3 : 1 

= 3 .... 18® 26' 6" 108 . 26 . 6 

©c^on biefc Heine 9lec^nung ber Äanten unb Seiten ber SR^om*» 
boeber mad^te fo öiel ju f Raffen. 9?un famen fünferlei 3)ecrei8cenjen 
auf ber ^auptecfe, ben obern unb untern ©eitenedten, Cnb* unb ©eiten* 
f unten, nebft öier intermebiären, unb bann war man erft mit ben ein- 
jelnen fförpern fertig, worauf bann bie gormein für bie, SBinfet ber 
formes composees folgten. (5g Waren bag anwerft mül^feligc unb jum 
S;^eil fd^toerüerftänblid^e Slrbeiten. SBoIIte man j. S5. ben SBinfel ay 
eineö 2)reif atttttetrS , toetd^er über ber fd^iefcn diagonale ad (burd^ n 
3)ecregccnjen in ber ©reite auf ben Äanten ab 
unb af) entfielet, fud^en, fo mugte t)or adem 
ber triangle mensurateur (äWeffunggbreierf) fpc 
beS falben SEBintefö angebracht werben. 3^ ^^^ 
@nbe jog er bie Äje ao , unb fenlred^t bagegen 
bie l^orijontale @6ene byfo, fowie burd^ fc bie 
gegen ay. 3)ann war f c = g unb bag S)reiedt 
Sluf weiten SiBegen gelangt man enbtid^ ju ber 

gormel • 

^1 = V4(^+ l) V +^(2n-l)>(9p» - 3g«) 
pc ' V9p — 3g«i 

^au^ führte feine Äed^nunglln eigentlich nur 
mit bem Sll^omboeber burd§; bei ben anbern 
^araUelepipcben fc^radE er t)or ber ßomplicität 
ber gormein jurücf. ffirft im Traite de Cri- 




@bcne fcp fenlrec^t 
pcy bem aoy äl^utid^ 




D u e n ft e b t / ^ti^fiaUogia^l^ie. 
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n + 1 2n — 1 * n — 2 
Sie fd^arfc Äante beiS S)reifontncrS läuft, toenn n größer aU 2 ift, 

2s 
t)on yc nad^ , ba^er 

2s 

^^ ' n + 1 2ycs . . a 
cos = — ö = .- uno sm = 

3)q ferner 2s = a V3 ift, fo fommt 



cos : sin = yc(n — 1) : Vi(n + l)*y*c* + a*. 

/Google 



34 (Sefd^id^tndje ©inteltung; §au^*Ä SRed^nung. 

stallographie 1822. 2. 99b. ging er etttJOiS tt)eiter. 9?ur t)orftet|enbe jl|tefe 

ni^imfeffittle würbe noc§ alg ©eifpiel ber a3e^onbIung auSgejeic^net. @r 

fonnte ^ier bie ^rimitiüform ag fo njä^Ien, ba§ bie Sinie es fenfred^t 

auf cg unb as ftonb, fic entfprac^ bann ber SBeijs'fd^en Slje a, »äl^renb 

cg = as = 1 bie Slje c barftcfltc, auf beren Sbene bie fiinie bd fent 

rec^tMt. . 

SaSeiB legte beut gelDfpattie bie Slgen a : b : c = ^ 1 3 : V 1 3 . 3 : V 3 ju 

®runbe, bag fe|te eine ©ante öon 120® öoraug. 2)ie SRl^omboibfläc^e 

o = a' : ^b : c mad^te gegen P unb T ben gteid^en aSinfet öon 123® 

59' 16", bie giöd^e n = a : ^b : c ftumpfte ben reiften SBinfel P/M 

gerabe ab. 3)arauö folgte bann wieber, baß bie SR^omboibfläd^en o/o 

ftd^ unter bem SBinfel ber ©ad^fanten beg ©d^ttJcfelfiefeS fc^nitten 126® 

52' 11''. 3)enn e« ge^e üorn ] 

ac 
n = a : c : -Jb bal^er sin : cos = r g g : ib , unb leinten 

ac 
o = a : c : -Jb bal^er sin : cos = . ^ ,7 :4b; o l^abe atfo ben 

• V a + c 

boppeften sin üon n. 5)ic allgemeine gormel für . bie ©d^iefenbffäc^e j 

P = a : c : 00 b gegen bie ©äulenftäd^e T = a : b : 00c fei | 

sin : cos = ay^a* + b* +~c* : bc , unb au§ jebem beliebigen %en:« 1 

quiSbrudEe ma : nb : pc fönne man fofort bie Steigung ber gfäd^en gegen 1 

mnab I 
jcjbe beliebige Slfe abc lefen, j. 83. w g 2 . "rp • P^ = ^in : cos. 

Sg berul^t eben auf bem red^ttoinHid^en Sreiedfe, a\\^ beffen red^tem 
SaSinfet baS ^erpenbifet auf bie §t)potenufe gefäHt ben sin bilbet. ®ag 
brci«^ unb fed^ggliebrige Softem (3ib^. 33er(. 2i!ab. I8I6. pag. 318) tt)urbe 
ouf 3 + 1 Slje bejogen, tt)o ber allgemeinfte SluSbrudE ber gläc^e lautete : 

yc 
a a a 

r ' ü ' n— 1 
- 28 2s 2s 
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©cfd^id^tlid^e (Sinreitung: 2Bct|, Wlo^. 36 

S)ag gieci^nen ber SBtnfel an bcn cinfad^cn Körpern fanl mit bicfcn 
3etc^cn ju einem einfachen Slblefen l^erab! 

a)ie Sl^eorie beg @))tliot{^{lteme folgte Sl^jrit 1819 (2ibi^. Scrt. 
2i!ab. 242), tt)o bie öoUftänbige Ueberein[timmung mit gelbfpat^ beriefen 
toirb, fobalb man ben Sr^ftaU »enbet. S)a§ Äantenjonengefefe pag. 253 
ift nid^t blog allgemein bett)iefen , fonbern aud^ namentfid^ für bie SSer«^ 1 

ticaljone ftetig angett)enbct, unb für bie Slbleitung ber gläd^en toie d = f 

a : ib : c pag. 263 eine allgemeine formet entwidEelt, jugleid^ eine S5e^ ji 

jeid^nnng ber ^onenaf e aa ; ßh + yc t»orgefdf|Iagen. Svim ©d^Inß njerben ), 

einige ganj proftifd^e SRed^nnng^formeln ^injngeffigt, bie and^ für ba§ 
29liebrige Softem ®eltnng l^aben. 3)araiif folgt eine „allgemeine 89e- j. 

jeid^nnng ber Ärtiftattfläd^en be« fp^äroebrifd^en ©tifteme^" (l. o. 270), ba§ 
^anptfäc^Iid^ auf ber 2lntt)enbung be§ Äantenjonengefe^e« berul^t, aber [ 

nod^ burd^ einen mel atlgemeinern Sel^rfa^ , bie S'^eilung be^ 3)reiedEei^ 
(1. c. 277) bettjiefen ttjirb. @g Iianbelt fic| babei, auf einfad^fte äöeife 
bie Sänge ber ^erpenbifel ju ermitteln, meiere mx öom SKittefpunfte 
be§ ^r^ftaßg auf bie Tanten unb g^äc^en jiel^en, unb bie .Sänge ber 
Sinien, tt^eld^e nat^ ben SdEen gelten. 3)ur(§ Mofee ©ubtraction unb 
Slbbition würbe ba§ jU ©tanbe gebrad^t._®§_gaben befanntlid^: 

ber aaSürfel 1 : V 2 : VF; 

ba§ Dftaeber 1 : >/i: /i; _ 

©ranatoeber 1 : Vf : V| : vi ; f j 

Seucitoeber 1 : V| : V| : V|, • Mf 

b. i|. ßö'^I^tt ber Jone, aber mit bem SBurjeIjei(|en. SDod^ fc^ien e§ 
i^m tt)id^tig genug (1. c. 227), bieg befonberg ju'öerfolgen. i:! 

3m SRoöember 1820 (2ib&. «evt. mah. pag. 165) tourbe nun fd^on bei V\ 

©elegenl^eit neuer gefunbener glädjen eine „atigemeine S)ebuction ber 
gläd^en be§ gelbfpatf|f^ftem§" gegeben an ber §anb ber ßonenpunft^ 
©ection^Iinien* unb Eontrolformeln, nur nid^fmit 83rüd^en, fonbern mit 
gaujen 3^^^^^ ^ß gered^net, obgfeid^ bie Slnmerlung (i. c. le») getoiffe 

Sorjüje ber 9}ruc^form - - auSbrüdtfic^ l^eröor^ebt. 2(m ©c^Iug ber 

öortrefflid^en Slrbeit „über ba^ Är^ftattf^ftem beg Oipfeg" pag. 216 

wirb aWo^g rü^menb extoä^nt, aber unter anbern mid^tigen Serid^ti^ 

gungen au^brüdEIic^ mißbilligt, baß er für biefelbe ^Sad^e neue SRamen 

toä^le, worunter I)emi* unb tetartopri^matifc^ nic^t einmal rid^tig feien, Vi 

fonbern üielme^r ^emi== uub tetartop^ramibal fjeißen fotlten. 3n aßen cij 

biefen Slrbeiten tpeijte ein origineller ®eift, ber mit gefd^idEter §anb oline j'j 

großen mat^ematifd^en Slpparat ftetg bag SBefen ^erau^äufe^ren öerftanb. h 

Sllleitt bie @d^tt)ierigfeit ber 2lnfd^auung lonnte natürlich nur erleid^tert, |1 

nid^t ganj gehoben werben. 2)a]^er behielt bie äRittelmäßigfeit nod^ lange 

bie Oberl^anb. 
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36 (Sefd^id^tUd^e (Einleitung : Sßci^ unb Sßol^S. 

SKineralienfabinet" im Sinne bomaliger Qtii toeitfd^ttjeifig in brei W)^ 
tl^eilnngen bcfd^ricBen l^attc, trat 1820 mit einer befto fürjern Srofd^üre 
(3)ie S^araftere ber klaffen, Drbnnngen, ®ef(^Iec§ter nnb Slrten, ober 
bie Kl^arafteriftif beg natnrJ^iftorifd^en SKineralf^ftem^) ^eröor, bie gleid^ 
barauf in Sbinbnrg and^ englifc^ erfd^ien, nnb (Edinb. Journ. I82i. iv 
pag. 213) the forerunner of the System of Crystallography of this 
profbund naturalist genannt töirb. 2)ie ©inleitnng beginnt mit bem 
teffularifc^en, rljomboebrif^en R ± n, p^ramibalen P ± n, prigmatifc^en 
(Pr + n)"*, ]^emipri§matijd^en nnb tetartopri^matifd^en ©^fteme. 3ene 
l^ierogl^p^ijd^en ßeid^en ttjerben nid^t einmal erflärt, bie SRamen finb 
nen, bie @ad^e ftimmt aber fo öoUftänbig mit bem SBeiß'fc^en S^fteme, 
ba^ ber fjac^mann fid^ öerttjnnbern mn^te, ben ©ntbedfer nid^t genannt 

jn feigen. Jameson (a System of Mineralogy 1820. I pag. IV) in @bin= 

bnrg tnnßte nic^t jd^neü genng ju rühmen, ba^ ^rof. Wlof)^ »by the 
discovery of. a System of Crystallography , eminently distinguished 
by its originality and simplicity« ber SKinerafogie in S3ejiel)nng anf 
natur^iftorifd^e Sßetl^obe erft jene SSeftimmtl^eit öerlieljen f}abe, ttjelc^e in 
SBotanif nnb Biologie ejiftire. 2Im 20. SRär^ 1819 fa§ SBrettjfter in 
ber SBerner'jd^en 9?atnr^iftorifd^cn ©efeBfd^aft jn (Sbinbnrg feine be^ 
rül^mte Slbl^anblnng „über ben ßwf^wimenl^ang jmijd^en ben Sern* unb 
©runbgeftalten ber Sr^ftaHe unb ber Stnja^I ilirer Sljen bojjpelter 

©tral^Ienbred^Ung" (Gilberts Annal. Phys. 1821 S3b. 69 pag. 1), uub fouttte 

m feinem redeten Slefultate gelangen. 3nbeffen erfd^ienen in bem Edinb. 
rhil. Journ. 1820 pag. 154 bie Outlines of Professor Mohs's New 
System of Crystallography . . . by a Pupil of Prof. Mohs, unb nun 
fügte a3rett)fter in ben Additional Observations Suli 1820 ^inju: „bag 
„neue unb fc^öne Softem ber Sr^ftaBograp^ie, tod(^e^ ^rof. ä«op in 
„greiberg aufgefteHt, l^armonirt auf eine fel^r merfmürbige Söeife burd^ 
„gängig mit ber optifd^en 8lnorbnung ber STCineralien. S)a bie Äeru:- 
„®eftalten, tt)eld^e §r, ,^au^ einigen SJiineralien gufc^reibt; mit i^rer 
„optifd^en ©tructur unvereinbar finb, fo gibt un§ biefeS ^inlänglid^e 
„®rünbe, bag SBerbienft be§ franjöfif d^en unb be§ bentfd^eu ©^ftemg 
„ber Sr^ftaöograpl^ie gegen einanber abjuwiegen." 

3)ie e^araftere matten fofd^e gortfc^ritte , ia^ fd^on im Sa^re 
barauf 1821 eine gtoeite fel^r vermehrte Sluflage erfd^ien. S)erL SSerfaffer 
tl^at fid^ barin jn^ar auf bie Slnerlennung Srewfter'ö, „biefeg berül^mten 
9iaturforfd^er§" etttjag ju @Jute, aber nennt au(^ je^t ben SBeiß mit 
feiner ©^Ibe. ®g erfd^einen bie „®(eid^ungen, jur SntttjidEelnng unb 
»ered^nung jufammengefefeter er^ftaU^^Seftaften" in. Gilberts Ann. 
Phys. 1821 S3b. 68 pag. 379, eine ©c^redEen erregenbe SSerfennung 
ber einfac^ftcn SRaturüer^ältniffe; eg erfd}eint ber „®runbrij5 ber 3Ri= 
neralogie" I. 1822, unb ber $«adE)fofger Söerner'S in ^reiberg bemerfte 
pag. 21 nur, bajs „bie §erren 2Bei|, SSem^arbi u. a. Slb^anblungen 
in @e^(eng unb ©c^ttjeiggerg" Journalen befannt gemad^t ^aben. SRo^g 



Digitized by 



Google 



®ef(^id^ili(^e @inleitunö: SBeiJ unb 2Rol^«. 37 

galt nid^t nur, fonbem toolltc and) ate ber ©ntbcdfcr gelten ! S)ag toar 

JU öiel, unb SBeife (Schweigger's Journ. Ch. Phys. 1822. XXXVI. 200 unb 
Edinburgh Phil. Journ. 1823. VIÜ. 103) befc^toettC fi(§ Uttt dttdfi bei 

S3rett)fter. 3Ko^§ (Schw. Jo. 1823. xxxvn. 216.U. Edinb. J. viii. 275) fud^tc 
ftd^ jtoar ju öertl^eibigcn, fonnte aber feinen einjigen gebrudften Setoeig 
üorlegen, fonbern fid^ blo^ auf SSorlefungen unb 2Kanufcri|)te berufen, 
unb mugte fogar felbft jugeben, „\>a% bie Uebereinftimmung merhoürbig 
genug fei, felbft bk Sefd^reibung ber ©eftolten be3 teffularifc^en @^^ 
ftem^, fogar im STugbrude, öiefeg mit bem beg §rn. 3Bei§ gemein l^abe." 
@tatt nun, »ie eg unter ®ef eierten in fold^cn gäUcn ©itte ift, unum«» 
tüunben bie ?ßriorität aujuerlennen, unb fein S3ebauern au^jubrüdfen, 
ba§ er au§ Ünfenntni^ ber wid^tigen Arbeiten on gehöriger ©teöe nid^t 
l^abe ®rtt)ä^nung tl^un fönnen, mädfelt er an ber Karen Si^atfac^ unb 
behauptet fogar, SBeig begeid^ne nur einjelnc gfäc^en unb nic^t ganje 
©cftaiten! 3n ber ©elbftbiograpl^ie (griebrid^ 3Ro\ß unb fein mxUn in 
jDiffcnfd^aftUci^er §infi(§t 1843 pag. 53) wirft er auf bic äRaneu äSernerS einen 
©d^atten, ba§ berfelbe bie SRatJ^emotif auf ber greiberger äfabemie jum 
aSerf aQ brad^te, unb rül^mt fid^, ba§ burd^ fein ©ewic^t oHmä^fig toieber 
üerbeffert ju l^oben. S33er aber in einem ^^ic^en ma : nb : c, ba§ fid^ 
auf ätjen begießt, ©c^toierigfeiten rid^tiger ^luffaffung finben fann, jeigt 
bamit fein grofee^ SSerftänbni^ für äRat^ematif. fjaft unglaublid^ flingt 
bie S33enbung (eeiaftb. 1. c 49): „Stuf bem SBege bur^ S)eutf^Ianb 
(1817) befud^te er ben ^rofeffor 3Bei^ in JBerlin, unb obwohl bei biefer 
©elegenlieit t)iel über Sßineralogie im älUgemeinen gerebet tourbe, fo fam 
bod^ bie Sr^ftallograp^ie nid^t befonberg jur ©prac^c. SJer Unter* 
jei^nete (nemlidfi Wtoi)^, ber ©elbftbiograp^) würbe fonft, ba er nid^t 
nur ba§ äRanufcript feinet ©runbriffeg, fonbem auc^ eine äRenge öon 
aRobeQen unb g^^^^^^^g^^/ ttjeld^e jur ©rläuterung feiner Är^ftaöo* 
grap^ie öerfertigt waren, bei fic§ l^atte, ben ^rofeffor SBeig fd^on bamafö 
mit biefer ^r^ftaHograp^ie befannt gemacht, unb baburd^ einem nad^«^ 
folgenben Singriffe beffelben öorgebeugt ^aben." 2»o^g, ber Är^ftaöo* 
grap^, ba§ 9?eue in ber Stafd^e, unb öorent^ält eg unter üier Äugen 
bem ÄrtiftaüogrQpl^en SQSeig! SKol^g meinte (©cibftbioör. 66) nun jwar 
in feinen ©rwiberungen „fold^e Seweife angefül^rt ju ^aben, ba§ §r. 
aSeiß bie ©ad^e auf fid^ berufen ließ." äliein für bic ©d^üfer warcg 
ba§ feine Setoeife, unb Sleumann (Beiträge aurÄr#aaonomie 1823. pag. 123) 
fprid^t M^ beftimmte Urt^eil aug, an eine Slbfic^tlid^feit be« ?ßrof. SKol^g 
l^ierbei jU gtauben." SfuffaHenb war mir immer in biefer ^olemif, ba§ 
feiner be^ S3ernf|arbi gebenft, ber in ©el^Ieng Sournal 1807 IV unb V 
nic^t blog bie ©^fteme gibt, fonbem aud^ aui^fü^rlid^ bel^anbelt. 3){e 
tegeltita^ißett ^^ftaUifattonen ftetjen 1. c. V. i»6, nur bie ^emiebrie 
war i^m nid^t ftar; bie ti|0titlioetiti{d|en Ä. folgen V. 492, weld^e fd^on 
^aut| gut in Drbnung gebrad^t ^atte; bag Citatitratoltaelietr V. 628 fü^rt 
mS 4== unb 8feitige ^ri^ma, Dftaeber unb ^ejabefoebcr (16ffäd^ner) 
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38 ®e^iäfU\^e (Einleitung: öeml^arbi, SBei^, 3Rol^g. 

öov, ,rben Untcrfd^ieb ber ocrfd^iebeiien Ouabratoftocber au^jubrficfen, 
toixbjit man am fc^icflid^fteit bag SSer^äItni§ ber l^alben Sljc jur l^albcn 
©eitenfante." 3)ai^ ^tllamkenattaefeet V. 634 „toirb am fd^icflid^ftcu 
burc^ iöinien, bie öon A, E, ju bcn gcgcnüberiicgenben ?ßunftcn Qt^ 
jogcn werben fönnen, unterfc^ieben. 3)amit wirb bann V. «s« bag 
SRectangnIäroftaeber in enge SSerbinbnng gefegt, „eg fd^eine jttHir auf 
ben erften Slidt am beftcn, fie tt)ie bie Jf)eile be^ Duabratoftaeberg ju 
benennen ; aHein bei SSergteid^ung ber fecunbären formen, bie mit benen 
beS SRautenoftaeber« öiel Slel^nlid^feit l^aben, fd^eint e§ ratl^famer, fie fo 
JU [teilen, bag bie längere Sante beg Sied^tedf« feinen obern unb untern 
i^eil augmad^e, ba in ber golge t)icüeicf|t ade biefe 9?ectanguläroftaeber 
wegfallen.'' 3)a^ einfadje V. 686 unb titretfa^le St^omkoitalottaefetY 
V. 639 werben gang einfid^t^öoö bel^anbelt, wie eg bag 2 + lg(. unb 
Igliebrige ©Aftern öerlangen. äRol^g ^atte nun leidet in bem ©treite 
mit aSei^ fid^ auf Sernl^arbi berufen fönnen, aber feine Setefenl^eit 
fd^eint fo gering gewefen ju fein, ba§ er baS nid^t wußte. 

SebenfaH^ l^aben wir e8, wenn eg fid^ um bie ©rfennung unferer 
ijeutigen 6 Är^ftallf^fteme l^anbelt, nur mit ben SWamen biefer brei 
ajlänner jU t^un. ^etrn^atbi 1774—1840, ein SRebiciner öon Slnfel^en, 
ber fid^ aud^ in Jöotanif unb ßoologie ]^ert)ort^at, faß in ©rfurt freiließ 
nic^t an ber Duelle, wo er bie SKotur l^ätte befragen fönnen, um fo 6e* 
wunbernSWertl^er finb feine Srfolge, wir bilrfen i^n balier mit fRed^t 
aU würbigen SSorläufer bejeid^nen. äSeift 1780—1856 ift in Seipjig 
geboren. ®in ingenium praecox, bejog er, au^geftattet mit ber feinften 
claffifd^en Silbung, fc^on atö lejä^riger Süngling bie Uniöerfität Seipjig, 
begann Dftern 1803 bort feine afabemifd^en 8?orIefungen über S^emie, 
5ß^^fif, aßineralogie unb Oeognofte, würbe 1808 orbentHd^er ^rofeffor 
ber 5ß^^fif, unb 1810 auf S. t). Sud^'ö lebhaftes ?Inbringen an bie neu 
begrüubete Uniüerfttät 93erlin berufen. @r legte nid^t blo^. ben @runb* 
ftein , fonbem öoöenbete baö Oebäübe , wenn and) nur wenige ^eit* 
genoffen i^n öerftanben. ©einer 3^it ^if*^ ^^ üorau^, aber Wt^ffi 
1773—1839 wußte fie ju ergreifen. 3" ©ernrobe am Unterl^arge ge*' 
boren, ^atte er aU ^aufmann^fo^n gu fämpfen, big er 1796 bie Uni« 
öerfität ^aöe begiel^en lonnte, warf fic^ bann auf Sergbau, erl^ielt 1801 
ejne fetir untergeorbnete ©tettung ate ©teiger in SRenborf bei ^arjgerobe, 
tam enblid^ nad^ SBien, wo il)n ber 83anquier ö. ber SWuü aufnahm, 
unb gelangte fo 1812 jur ?ßrofeffur am So^anneum ju ®rä|, öon Wo 
er bann 1818 nad§ greiberg an bie ©teße SBerner^, unb 1826 auf 
©tift'g Setrieb nad^ SBien berufen würbe, ^ier „begann er am 24. Suni 
„1828 üor einer gtänjenben SSerfammlung feine SSorlefungen. ©ie 
„waren bie auSgejeid^netften , bie je in ben öftreic^ifd^en ©tauten getjört 
„würben, ©er tiefe @eift, bie Ortinblic^feit feines SBiffenS, bie fefte 
„Ueberjeugung öon ber unumftoparen SBa^rl^eit feiner Seigre, ber ^eijge 
„SBunfdö, ber SSett ju nüfeen, befeetten ba§ ^o^e 91ebnertalent beg 
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„Soripl^en ber äWineratogic bct Art, ba§ Äße, bic i^n l^örtcn, öon 
„ jcinem Vortrage ^ingcriffcn — ja bcgciftert, unb öon ber SttfaUibtlität 
„\eimv 3)octrin fiberjeugt tt)urbcn." 2)a« bag Urt^ctl feiner Schüler 
(3-r. 3»o]^§ unb fein SQSirfen pag. 61). äRo^g öerftaitb bie ftr^ftaße, ober 
jetne jol^Ireic^cn SBerfe [trogen tjon einem* <)ebantifc§en ©^emati^mu^, 
in toeld^em er meinte, Sinne jum SSorbilbe ju l^oben. SRamenttid^ ent* 
beirrt feine fr^ftaöograpl^ifcl^e SRet^obe ber ffiinfac^^eit. ^ätte e8 Wtoffi 
über fic^ gewinnen tonnen, bem 8Bei§ lebiglic^ ju folgen, i^n populärer 
ju machen, aud^ tt)o^I ju öerbeffern, fo toürbe er ölet größer baftcl^en. 
Der Är^ftaUograpI äßo^g, frii^jeitig nnterftfifet öon ^aibinger, 
beginnt nic^t mit bem 9lf|omboeber , wie ^ant), fonbem mit beffen 
^orijontafprojection : b. ^. er ftellt eg nac| feiner ^auptage, bic er 
nic^t mit SSeig c jonbern a nennt, fenfrec^t, fällt öon ben ©eiteneden 
(äirfjcidedEen) ?ßerpenbifel auf bie ?ßrojectiongebcne, welche ein reguläre^ 
©ec^ged gibt, beffen ©eite = 1 gefegt toirb, bann ift bie fd^iefe S)ia^ 

gonate 2p = V3, bte Slje a = ^2/i9, unb ber Snbfantenwinfel 

2a« 9 

cos X = — g -. 3)ag jU bctt)cifen ift gar nid^t fo einfach : man mu^ 

4a + 9 

ben ^auptfc^nitt be§ 9i^omboeberS machen, fo wirb ba3 ^erpenbifet 
au§ ber ©eitenedEe auf bie äf e a gefällt ebenfalls = 1 , unb fo fommt 
man auf weiten Umwegen jur gormel beg Äantenwinfetö. 3laä) SBeig 
mad^t man einen 3ljenwirtel aaa , jeid^net a : a : 00a ein , bann ge^t 
bie (Snbfante beö 3l^omboeberg Don c : 2s = c : ay/s, Wä^renb a red^t«' 
winflid^ auf bic Sbene es fte^t ; folglich wirb für c = 1 bie 

tg = - ^^^ - : a = _V,^_. SJaS ift ein ©ebanfe! SBiber- 
^ v/l + 3a» V| -f a« 

Wörtig bleibt babei nod^, bag «ec a in ganj ungewöhnlichem ©inne 
genommen wirb, nemlid^ bic gan^^e Sänge t)on ^auptecfe ju ^auptecfc, 
alfo a =^ 2c äBeig. ©onft fprid^t man feit aBcijs üon ben falben Slsen 
a : c, unb fefet balb a balb c gleid^ 1. ÜÄoI|g bagegen nimmt s = 1. 
35enn bie ^auptaje a_2m gew^nli^en ©inne ift (bie ©citenaje c = J 
gefegt) 2a = v/4.0,73 = V2,92; 2)a nun s = cy^ = 1, c = v^4 

gibt, fo ift bie mo\)^['\ä)C 

SlfCa = V|.2,92 = V2,19. 

Seim ^UUutitt ift bie ©ad^e natürlid^ noc^ tjerwidfelter. S)a* 

^er werben nun auc^ bie äöinfelformeln nid^t mcl)r be* 

wiefen, fonbem bIo§ ^ingefd^rieben (Seid^tfa^Kd^e sinfanö«-- 

grtinbe ber 9fJatuv0c[ci^ici^te bcS 3Kinevalreicl^8. SDBien 1832 pag. 571) : 




cos X 



r 3(m» — 6m — l)a' + 18 1 

" L 2[(3ni« + l)a« tI- 9] J 



= l + cos y + cos z — 2v/(l + cos y) (1— cos z), 
worin X ber fd^arfe, y ber ftum<)fe unb z ber ©eitcn* 
fanten^SBinfd ift, wie ber burc^ x unb y gelegte ^aupt* 
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fd^nitt jctgt; bei Soeffirient m bebeutet bie Qa^, um toeld^e bie äje a 
öerlängett tt)urbe, bcn $unft ber enbfanten ju beftimmen. 35ie. ©latc^^ 
noeberpd^e get)t babei jugteid^ burd^ bie ©eitenfante beg JRl^ombocberS 
aa'. S)er gett)ö]^nlid^e ajrcitontner c : a : |a l^at m = 3, totr erl^alten 
3(9 — 6 — l)a« 4 18 6a« + 18 3a* + 9 



— cos X = 



2(28a« + 9) 



56a« -f 18 28a« + 9* 



2)ie SBet^'fd^e tg = Vi(n + l)Vc« 4- a« : yc(n — 1) pag. 34 lonnten 
toir uttg ttJäl^teub beg ^infd^reibcn^ im ^opfe euttoidfeln, unb ^aben 

nun bloS y = c = 1 unb n = 3 ju fe^en, um fofort tg = -JV — + a' 

= y ^ + — ju erl^alten. SBir bürfen babei, abgefel^en bon ber leid^* 

tern uub burd^fid^tigern ?Red^nuug, nur einen Sogaritl^men auffc^Iagen, 
gegen jtoei bei SKol^g. 

S)te 0letd|lattti||e üietfettiße ^l|tatiiilie (4gl. Oft.), m^ SBei^ 
a : a : c (unb bal^er bie Steigung ber fjläc^en gegen ^Ije c 



sm:cos = 



a a a a 

^•^= :;v^'türc = i,tg= — ), 



v/a« + a« 



cV2' 



V2^ 



gibt nad^ äRol^g in ber ©eitenlante 



cos z := :; — : — g = — (1 + 2 cos x), 



1 + a« 

tt)enn x bie ©nbfante bebeutet. Slnd^ t)ier wirb confequent bie Sönge 
ber ©eitenfante = 1 gefe|t, bann ift bie ©iagonote be3 Ouabra tg = 
V2, ober bie ©eitenaje V4._S)a§ gibt für ben Qixton a = Vo ,82 ; 
^ier barf id^ atfo blog mit ^2 biöibiren, um auf bie ^aujjtaje c = Vö^T 
im gettjöl^nlid^en ©inne ju fommen. greilidf) mu§ man babei immer 
bebenfen, bafe aRol^S a l^ei^t, toag SSei§ 2c mnnk, 

nnftlei^feittse a^tfetttfte ^tamiHe 

a a 
c : lua : na ober c : -- : — . 
m n 

©ud^en tt)ir ung nad^ SBei^'fc^er SWetl^obe bie beiben ffinbfanten, fo l^at 

bie l^albe fd^arfe ®nbfante c : ma = ^x, 

c . ma 
cos : sin = 




yc« + m*a* 



baS gibt für c= i,ctg^ = 



: na 



m 



nVl + mV 



^ Die ^Diagonale = d gefegt, gel^t für ~ : - bie 



ftum^)fe ©nbfante bon c 



^ = ^y; foW 
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m 4- n 



cos : S]n 



/ 



c» + 



m 



(m + ny 
m — n 



^*^ 2 ■" v/(ni + ny + 2a« 



für c = 1, 



bcnn d = V^a« + a* = av/2. Um bo« Jfantcnjonengcfefe anjutoenben, 

toöl^It man ben X)it)iforenaudbtucf. 9latür(i(^ finben toir immer nur 

bie Reiben aBinfel. 

äBeld^e Umftänbe mad^t bagegen 9Rüfti. @r fieUt ba^ Ottaeber 

aa' toieber fenfrcd^t gegen bie ^rojectioniSebcnc , conftruirt nad^ bem 
Dftaeberbreied ass' ba« ^ßaroMogramm asds', 
jiel^t öon d mä) einem beliebigen äjenpunlte 
ma, fo beftimmt biefe ßinie in bcr SBafi^ bcr 
tjierfeitigen ?ß^romibe ben ?ßunft c in ber a^U 
feirigen, unb bamit bie Soge bcr (gnbfantcn x 
unb y. S)urd^ toeittäufige SRed^nung bringt er 




bann ^erauS, bafe bc = - (ob) gefegt 



n = 



m + 1 



wirb, aja nun bie ©eitenfante 



e^WI 



m— 1 

©runboftoeber« ss' = 1 gefegt tourbe, fo folgte 

bann mfi^fam: 



cosx = 



cos y = — 



" (m« — l)a« + 2 -1 
im» + l)a« + 2j 
" 2(ma« + 1) 1 
.(m« + l)a« + 2J 



unb 



.(m« + l)a« + 

S)ag Ottlottl^ a:b:c (9il|ombenoftaeber), Äante ac = x, ab = y, 
bc = z genannt, gibt nad^ SßJei^'fd^er Äopfred^nung angenblidffic^ 
1 ac 



ctg ^x = 



b etc. 3Roi)^ finbet bagegen 



cos 



'2". v/a* + c' 

a*c« — (a« + c>» ,, . , , 

^ = a»c« + (a« + c>« - - (1 + cosy + cos z) 

jum Sied^nen öiel unbequemer. 2)od^ fe|t er je^t nid^t eine Äante, 
fonbern Slje a = l. 

e« ift oud^ ^ier a = 2c (SBeife), b = 2b (SB.), c = 2a (3B.)- 
aWoJ^g l^eigt aber nur a Slje, b unb c bagegen S)iagonalen; biefe aug 
ben SBinlefn g u erl^alten, ftnbet bgg inter effa nte SBerl^ältniB ftatt; 
a : b : c = ^(1 + cos x) (1 -f- cos y) : V(l + cos x) (1 + cos z) 
: V{1 + cos y) (1 + cos z). 

S)a2 $emtott|ott|)) (fd^iefe^ JR^ombenoftoeber) tt)irb toie getoö^nlic^ 
gefteßt, ber fd^aife SlEentoinfel nad^ ^inten. Um jeboc^ bie ft^iefen 



Digitized by 



Google 





42 &e\d)id)ilxiS)t einleitime: SÄo^g SJed^nung. 

SBinfel bequem in Sied^nung ju bringen, faßt er 
in ber %enebene ABB' (äRebionebene) bog 5ßer== 
penbifel AP = a; fe|t je^t bie l^alben S)iago* 
naien MB = MB' = b unb MC = MC = c ; 
ia^ „SWaa^ ber Slbweid^ung" MP = d. 2)onn 
ift ä. ». 

_ a»(b^~c«) — c^(b 4- iy 
''''^^ a^b« + c«) + c^(b + dy 
a»(c^ — b^) — c^(b^ — d») 

"'^'^ "" *"■ >/p(P"T~c^) + (b + dyc'] [a^b2~T~cyT'^(b — d)«] " 

9iatürtic^ finb wir auci§ .auf SBeig'fc^c Slrt bei einer fd^iefen Slje 

a/c = a leidet int Staube, ben cos ^iuäufdireiben. 

^S)cnn jebeg 2)reiedE ^at ben Snl^alt 

. , c ac sin cf 

a lac sm Cf = ^d . cos, ober cos = - — -=- — ■. 

SRun ift bei einem ftumpfen SBinfel üorn d* = a* + c* + 2ac cos a, 
folglid^ ift für ben falben Santeuttjinfel beg 2 + Igliebrigen @^fteme§ 
in ber SKebianebene : 

ac sin a 

Äcos : sin = /- « . o~7~7 : b, 

Va* + c* + 2ac cosa 
m 2 + Igliebrigen ©^fteme Stje b fenfrec^t gegen bie SlEenebcne 

ac fteljt, ober 

ctg = a sin Cf : bVl + a^ + 2a cos a für c = 1. 
gür rcd^ttoinflid^e Sl^en toäre ctg = a : bVl + a^ wir Ijaben atjo 
blog nur nod^ sin a unb 2a cos a anjufjängen, lefetereö t)orn pofitiü 
unb leinten negatiö. Sitte« 6ag finb fo elementare augenblidlid^ Hare 
Äopfrec^nungen , bag eg !aum ber einfad)ften gigur bebarf. Unb wer 
mit meiner 9D?etI)obe \)ertraut ift, wirb fid^ ben l^atben feitlid^en @nb* 
fantenwinfel öon b : c leicht entwideln; er l^eiJBt 

l^c a cos (a — 90) . 

cos : sin = / , « , T : -. — ; 1 — t t^töt etc. 

yh^ + c* 1 + a sin (cf — 90) 

3Wit fdEiiefen SBinfeln ift nun ein 2Rat unbequemer rennen, bal^er fam 

SWol^g mit bem Vttott^ot^)) nid)t mel^r ju ©taube, wenigften« gibt er 

bafür feine gormein. SKofiö, mit bem ©trome fd^wimmeub, t[at e§ 

bonn aud| nidEjt üerjöumt, fpäter nod^ ein frtjftattonomifd) unmöglid^e« 

^emianort^ottjp (diclin) eiuäufd^ieben (Seid^tfa^i. stttfang^öi^- 1832. 57). 

SÖSir jungen Seute, bie wir in Serlin an ber lauterften Duette 
f^öpften, fonnten natürlid^ nid^t begreifen, ba§ bie SSiener tro| SBäeijs 
fic§ fo etwa§ bieten lieJBen. Sefet ift e§ freiließ gefatten, aber langfam 
genug ! 

Sluf bie fogenannten 9tet^ett legte SWol^g ein ungebül^rlic^eg ®e^ 
wid)t, rid^tete barna^ fogar feine ganje SBeäeid^nung ein, obwol^t bie^ 
jetben nur ein untergeorbneteg 3ntereffe bieten, ba fie öou felbft au« 
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bem ßontntjcrbanbc l^crtjorgcl^cn : c^ ftnb btc bcfanntcn fhtmj)fcni unb 

f(^ärfcrn Sl^ombocbcr unb Dftaebcr, weld^c fid^ auf iebcr ^toiection«» 

ftguf unmittelbar ergeben. 3Jlaln^ (Th^rie de la double R^fractioD de la 

Luinifere 1810 pag. 122) lenfte fd^on beim Äalffpatl^ bie Äufmerffamfeit 

barauf: tons ces rhomboides (9ll^omboeber) sont lies entre eax par 

une meme loi, en sorte qu'un seul d'entre eux etant donne, on 

pourra determiner tous ceux qui appartiennent a la meme S^iie* 

aSir bürfen un§ nur ba§ reguläre ©Aftern nac^ ber ßinearmetl^obe auf bie 

OftaeberPüd^e projiciren, um mit einem 93tidEe ju überfc^aueri, wie aUe biefc 

^öxpex bnx^ gegenfeitige Slbftumptung im 3«>nenüerbanbe l^ertjorgel^cn. 

2)iefen 3onentittrliaitli aller gläd^en eineg ©^ftemg bur^ftc^tig l^in* 

julegen, barauf ging SBeife to§. ®g folgte jtt)ar fc^on avi§ bem ©cifte 

feiner SIRet^obe, aber fein Sieblingg^Sd^üler g- ®- 9?eumann (öeüräge 

3ur ^v^ftaUonomie 1823 iftes ©eft) fanb nodj eine befonbere 8lrt , eg bem 

2lugc unmittelbar barjulegen , unb jnjar führte er bie Sern^arbi'fc^e 

3bee av^: er fäüte öom äßittelpunfte beö Är^ftaHö ^ßerpenbilcl auf bie 

gifteten, unb fing biefe auf einer @bene fenfrec^t auf bie ^auptaje ober 

auf einer Äugeloberpd^e concentri|c^ um ben Är^ftall gelegt auf. fünfte 

waren nun bie Orte ber gläd^en, unb meldte Orte auf ber (Sbenc in 

eiltet Sinie ober a^tf ber Sugel in einem größten Sreife lagen, geborten 

einet 3^"^ on. SKel^rere jwangSlofe ^efte finb jwar t)erfproc^en, aber 

nid^t erfd^ienen. 3ln feiner 3)octorbiffertation (de lege zonarum, 16ten 

SKärj 1826) ent^idfelte er an^ einer beliebigen ©öule a : b : c»c, 

a a' 

üorbern ©d^iefenbflöd^e — : c : oob unb Ijlntern ©egenfläc^e - : c : oob 

burd^ ^ebnction einen gauj allgemeinen glärfienconnef, beren Sluöbrüde 
nur SKultipla öon m unb n werben, alfo rational fein muffen. SBenn 
man baju bann nod^ bie „©runbjüge ber Slieorie ber ©ed^^unbfec^g«' 
tantner unb v SDreiunbbreifantner öon SBeig (3l6iS>. »eri. SWab. 1823. 217) 
nimmt, fo war bamit bie Är^ftallograpl^te, wie fie ber äWineraloge jum 
äu^erlid^en (Srfennen bebarf, abgefd^loffen. ©elbft Jöern^arbi (^eüvn^t 
aur näl^wn^enntni^ ber rcöetmä^ieen ^r^ftaßformcn 1826) blieb gegen biefe 

ßeiftungen weit gurüdE, unb wie wenig ^^attSmann im ©ntwidfelung 
beitrug, beweifen feine ©Triften, benn ber „Sntwurf eineg ©^ftemS ber 
unorganifirten 9?aturförper 1809" unb ba§ „^anbbuc^ ber SRineratogie 
1813" liefern nid^tö; bie „Unterfud^ungen über bie formen ber leblofen 
5Ratur. (ärfter 93anb 1821" (ein 2ter ift nid^t gefolgt), worauiS 3Ro^3 
(Edinb. phü. J. VEI. 281) juerft etwag über ba^ffieijs'fd^e @t|ftem er* 
fal^ren fjaben wollte, finb jwar außerorbentli^mieitfd^weifig , unb in 
äRol^S'fd^er SBeife originell, allein alles bafirt ber ^auptfadje nac^ auf 
aSeii 

33ie äBittleluti^e fte^t für ben wal^ren Är^ftattograplien auf jweiter 
Sinie, ob bie Äante ein ^aar ®rabe mel)r ober Weniger l^abe, bleibt 
bem Sefd^auer gl^i^Oö^tig, wenn nur bie ^Parallelität ber Sinien unb 
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bamit ber Sonenconnef nid^t änbert, tporaug SBei^ fd^on 1806- pag. 27 
bie giäd^cnaugbrüdEe o^nc aße SKeffung ableitete. 3[n granfreic^ tarn 

fpäter SKotltciro (Journal des mines 1813 33b. 34 pag. 161) auf bcnfelben 

©ebanfen, unb aug beffen angehängter „@Ioge'' öon ^an\) erficht man, 
ttjie toenig ben ^ranjofen bie beutfd^en ^ortfc^ritte fümmerten. Set)^ 
(Edinburgh Phil. Journ. VI. 227) euttoidelte baju bann eine gctualtigc 
gormel, mläic für ben projicirenben Är^ftattograpl^en je^t entbehrlich 
gettjorben ift. Slber e3 gibt gäHe, tt)o man ben genauem SSinfel brandet: . 
fo fanb SBoHafton (Phil. Trans. 1812. 161) fd^ou , baj5 »itterfpat^ 106« 
15', Spätreifen fogar 107*^ in ben (Subfanten i)abt, unb fid^ baburd^ 
leidet öom Salffpatl^ 105® 5' unterfd^eiben laffe; SSrewfter (Gilbert*s Ann. 
Phys. 1821 93b. 69 pag. 7) tt)ie§ aubere SKöngel auf optifd^em äöege nad^, 
benn er fanb »lotpieierj (PbCrO*), gaferjeolitfi , Sitterfalj (MSfl^) 
optifd^ Jtoeiajig, toäl^renb fie §aut| noc§ al§ ^riSma mit quabratifd^er 
S3afi§ (4gl.) befd^rieb, bem bie optifd^ einajigen Sr^ftaöe angehören. 
3)ie ©ac^e l^at fid^ jttjar aud^ mit bem ^onbgoniometer unb Symmetrie* 
gefe| aufgegärt, aber man fal^ benn bod^ ein, ba§ fd^on Unterft^iebe 
»enigcr ffliiinuten öon SSebeutung fein fönnen. 2)a]^er tnar bie äJieffung 
mittelft Sid^treftef , bie für ben 5ßt|^fifer fo na^e lag, ein großer gort* 
fc^ritt. SBoKafton tiatte fd^on in ben Philosopi^ Transact. 1802 
pag. 385 ben aßinlel beö Sglänbifd^en SDoppelfpat^eg auf lOö*' 5', toie 
fpäter SKalug mittelft beg SBorba'fd^en 3iepetition§freife§ beftimmt, Big 
er enblid^ bag befannte 9iefleEionggoniometer (Phiios. Transact. 1809. 253) 
conftruirte, unb bie ©ac^e nod^mals betätigte: ber S3lätterbrud^ beg 
Äallfpatl^eg neigt fid^ nid^t 45^ fonbern 45® 24' gegen bie ^an\>tai^, 

3)er große SReifter ^au^ (Trait^ de Mineralogie 2. ädit. 1822 I. 298) 

ma^te baoon jwar feinen (Sebraud^, boc§ fonnte er nid^t uml^in, fd^on 
im Tabl. comparat. 1809 pag. 125 barüber feine Setrad^tungen anju* 
ftellen: ba§ ÄaMrI;omboeber, tt)eld^eö fid^ gegen bie l^orijontale (Sbene 
gerabe fo neige, mie gegen bie,Dertifa(e, fei ' gettjiff ermaßen , wie ber 
SBürfel unb ba§ reguläre Oftaeber, eine ®renjf orm, toeld^e^ anbere dU)om^ 
boeber (©^ati^eifenftcm 1. c. 277) ju erreidEjen ftrebten. Sege man ben 
SBinfel 105® 5' ju ©runbe, fo fäme für ben Quotienten ber giäd^en* 

biagonalen • 

^Jn ., ,, /3 , /"~111 . 
n ^^^"V2 = V73-+T^ 
unb toenn n bie ßai)l ber rangees soustractes begeic^ne, fo fei aß* 
gemein jt^ 



^ = g2 _ p« ^ ^^^ gäbe für 



g = v/3 unb p = V2 bie einfache Qai)l n = 2; für 

»70 

g = v^lil unb p = ^73 bagegen n = :r^, 
resultat exclus par les lois de la structure. ^ant) l^at l^ier bie ©ad^e 

/Google 



Digitized by' 



©efd^id^tUd^e ®in(eiiung : M'^enm^ii unb genaue SBinfel. ^l^tHi^d. 45 

nod^ nid^ burd^fc^aut, fommt bol^er im Traite de Cristallographie 
1822 II. 890 auf biefen ®runb ni^t toicbcr jurücf, fonbcm ful^rt nur 
an, bag bcr sin bcä fc^arfcn SBinfete bann 

19 .... 1 19—1 

73 «^*^ "^^^ 4 = T^r=l 
betrage. S)icfer Keine Unterfd^ieb oon 1 !önne »sine errore sensibili« 
ternac^täffigt n^erben. S)a nun aud^ bie Snöertirunggförper baburd^ 
einen @to^ befamen, fo tiielt er feft an feinen 5Ra]^erung«tninfetn. Äud^ 
SBei§ unb Sicumann öerl^ielten fid^ gleid^güftig gegen fold^e Steuerungen, 
jumal ba beibe fid^ tjieöeid^t mit 9ie^t gegen fd^iefwinflid^c Äjen 
fträubten. 

3Roij^ bagegen bemerfte in feinem Schreiben an 3amefon (Schweigger 
Joum. 1823. 235) mit bem Scheine groger SBid^tigfeit, ba§ SBeig bie ^^tn^ 
fante ber ©runbgeftalt fälfc^fid^ 126^ 52' 11" unb bag öertifale ^rigma 
120® angebe, toäl^renb ^aibinger fie mit bem 9iefIeEion§goniometer 126® 
12' unb US® 52' gefunben l^abe. Slber SBeig l^at fid^ barum wenig 
geflimmert, unb nod^ in feiner legten fjdbfpatl^abjanblung (»eri. 2i!ab. 1838) 
bie red^ttoinflid^en Stjen a : b : c = >/^: l : V^ gefegt. @r ^atte Siedet: 
biefer error insensibilis , um mit SRewton ju reben, änberte in ben 
©runbfeften beg ©tiftemg nid^tg; nur bie „fiärrner" befamen neue 8lr^ 
beit. S)er erfte in biefer 93ejiel^ung »ar ber Sud^l^änbler SBilliam 
^ilinttld (1773—1828) in Sonbon, ber 1816 mit einer »Elementary 
iutroduction to Mineralogy« l^ertjortrat, unb gleid^ barauf (TransactGeol. 
Soc. 1817 Vol. IV, barauf Ann. de Chim. Phys. 1817 VI. 66) ba§ neue 3Jlt^ 

inftrument fleißig benü^te: feine ganje Sr^ftaHograp^ie beftanb in giguren 
öon ^oljfd^nitten , neben wefd^e bie gemeffenen SBinfel o^ne jeglirfie 
Sontrole gefe|t woren; „bie il^eile l^atte er, aber bag geiftige 85anb" 
fel^tte gänjlid^. 3)ennocf| lonnte ^au^ nic^t umljin, in einer befonbern 
äbl^anblung snr la mesure des angles des cristaux (Ann. des Mines 
1818 III. 411) ju jeigen, toie ia^ goniometre ordinaire in ben meiften 
fällen genüge, unb babei fd^neller ben birecten SBinfel gebe (ä la fois 
directes et expeditives). ®erabe am Jöergfr^ftaö , tt)omit Jßl^itlip^ 
paffenb beginnt, l^atte ^au^ bie ^Diagonalen be§ SfifjornboeberS v^l5 : Vl3 
auffaöenb genau gefunben, toorauS fc^on SBeig (de indag. form^cryst. 
1809 pag. 15) bie Steigung ber 3)i^faeberfläd^e jur Slfe s : c = Vö : y^S 
ableitete, wag einen ©eitenfontentninfel be3 SDi^e^aeber^ öon 103® 20' 
unb bie «jen a : c = v/o,8::i3 : 1 gibt, bie ben neuen SWeffungen in 
ben Snbfanten fidEi big auf 4' nälierten (b. ^obea, ©efd^id^tc bet aRineraiogie 
1864 pag. 193). 35ie @ad^e mad^te bal^er auf bie Sor^pl^äen beg ^ad^eg 
feinen fonberlid^en ©nbrudf, unb für SKol^g war eg in feinem ^Briefe 
gegen SßJeig je^t leidet, gu öermuttiep, bafe bie bigl^erigen SBintetangaben 
mangetliaft wären. ^^itti|)g erlebte 1823 eine britte Sluftage feineg 
SBerfeg, worauf man fid^ befonberg in 2)eutfd^Ianb bejiel^t; eine 4te 
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1837 öon ÄUan öermcl^rte, bewegte fid^ nocl^ in ber gcmj glcid^cn Art; 
erft ber 5ten 1852 üon 83roofe unb WMex gänjlid^ umgeänberten tüurbc 
ein neuer ®eift eingett)e^t. 3)er aSBoQpnbler §. 3. S5roofc (1771—1857) 
in .fionbon l^ötte nid^t Uo^ bie SBinfel öieler ^^ftoöe genau beftimmt 
(Annals of Philosophy 1819 SBb. U) , fonbem fd^rieb aud^ eine jiemlid^ 
auSfül^rlid^e »Familiär Introduction to Crystallographie 1823«, bie 
er bem »Inventor of the Reflective Goniometer« ttJibmete. S)a^ 
Sf|eoretifdE|e bre^t fic§ ^auptfäc^Iid^ um eine f^ftemtofe ^opulariftrung 
öon ^ant). äBei^ ift il^m nid^t befannt, bod^ bebient er fic^ auf ?ln* 
ratzen Seö^'g ber fp^ärifc^en Trigonometrie, tna« in S)eutfd^Ianb burc^ 
^augmann unb Äupffer f(^on Iäng[t gefd^eljen mar. ^a\x\) menbete be= 
fanntlid^ nur bie ebene Trigonometrie an. 2ln ber legten Auflage öon 
?ß^illipg l^atte SBroofe eigenttit^ feinen 3it)eil, SRiöer l^at fie allein üer* 
fertigt, aud^ begreift man nid^, mie auf beu Sitel ber 9?ame ?ß^illips 
gefegt toerben fonnte, ba öom ^^iüip^'fd^en 3;eEte faft nid^t« übrig ge^^ 
blieben ift. 

S)ie ?ß^9fifalifc^e Slaffe ber ftönigl. «tab. ber SBiffenfd^aften ju 
Serlin fteÜte bal^er 1820 eine 5ßrei§aufgabe über genaue äßeffung ber 
SSSinfel, bie am 3. 3uli 1823 gefrönt mürbe, unb Dr. Äupffer jum 
SJerfaffer l^atte. 3)ag SSSoUofton'fc^e ©oniometer, üon SJialug mit gern* 
rol^r unb gabenfreuj üerftärft, lie§ eine ©d^ärfe ber Seftimmung ju, 
bie bei gefdjidfter ^anbl^abung faum um eine SÄinute fel^Ite. äöatjr^^ 
fd^eintid^feitSrcd^nnng mürbe ju $ilfe genommen, mie menn eg fid^ um 
©ternorte l^anbelte. OlüdEIid^er Sffieife ftnb baburd^ bie ^ouengefefee unb 
rationalen Schnitte ber irrationalen Sljen nic^t alterirt, e§ jeigte fid^ 
nur, baß ba3 2 + Igliebrige unb Igliebrige Softem nid^t immer genau 
auf ,rec^ttt)inf(ic^e ST^en bejogen merben fonnten. SÄan mugte fleine 
Sorrectionen anbringen. 

3ene§ ^^^t 1823, in meld^em g. ®. Sieumann burd^ feine ^xo^ 
jection ber äöeig'fd^en äJietl^obe gleid^fam bie Srone auflegte, mürbe nun 
auc§ in 3)eutfc^lanb ber SSenbepunft für eine fc^ärfere SBinfelmeffung, 
mag bann fofort feine grüd^te trug. @g maren mieber ^e(tif)iatte, 
meldte bie ©d^uler öon S33eig ju neuen Änfic^ten führten. 3^^^ fud^ten 
gleid^jeitig ^aibingtr pag. 45 unb 31. Sreit^anpt (SSoaftänbißc (£i^ata!tc= 
rifti! be§ 3Jiincrat©^ftcmS 2. 2lufl. 1823 pag. 67) bie SBeig^fd^en SBiufel beim 
»Orthoklas« (SJalifelbfpatl^) ju berid^tigen , allein fie famen ju feiner 
Uebereinftimmung , ba eS fel)r fd^mer ift , mepare Sr^ftaQe baöon ju 
erhalten. @. Kafe (aübert'e Ann. Phys. 182.3 sBb. 73 pag. 173) erntete in- 
be§ bie erfte grud^t burd^ ben SRac^meig ber fd^iefen SBinfel P/M beim 
Sllbit, Sabrabor unb Slnortfiit. 3)od^ mürbe ^ier bie grage nad^ ber 
Sefc^affenl^eit ber Sljen meiter nid)t berül^rt. @rft ?ßrof. Äupffer in 
Äafan (^oggenborfg ^ma{en 1828 XIII. 209) mieg an Keinen 2;^roler Abu* 
laren nac^, ba^ menn ber JBlätterbrud^ P fid^ 63® 53' unb bie Wintere 
©egcnfläd^e x 65® 47' gegen bie Äje c neige, bie mebianen äjcn ae 
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leinten cmen fd^arfen aSinfcI a = 88® 50' madim mftgtcn. 3!)o* 
mit n)ar jum erften äßal bie 9totI|toettlitgiett fdjiefet 9(|en emiefen. 
5)enn wenn auc^ frül^er ber Igl. Äupfcröitriol (Äuj^ff«;, ^ogg. Süm. 1826 
vm. 61 imb 215) fid^ ben red^twinllid^en Sljcn nic^t gleid^ fügen woHte, 
fo fonnte man l^ier no(§ Hoffnung ^egen, ba SRenmann (^ogg. «nn. 1825 
IV. 63) furj öor^er ben fr^ftaUograp^ifd^ üernjonbten Äyinit auf rcd^t^ 
toinftid^e Stjen jurüdEgcfül^rt l^atte. JBeim gelbfpot^ fam bie ©ad^c um 
fo unerwarteter, ba in ben Sfartebaber 3tt)itttngcn t)on ©d^Iefien unb 
Italien x unb P wirflid^ einjufpiegeln fc^einen, wag ja nur bei gleid^er 
Steigung öon x unb P gegen Slje c möglich ift. äud^ mad^te SBeig 
(%h^anhl öerr. 2l!ab. 1825 pag. 170) fd^on gegen 9Ko^ö angaben bie (Sin* 
wenbung, ba§ bie SBaöenoer ß^^^öütfl^ ^^"^ gerabe S[6ftum|)fung ber 
red^twinHid^en fiante P/M burd^ bie gläd^e n forbern, fonft fönnten 
attd& in ber gttriüinggfäule bie antiegenben erften bfätterigen JBrfid^e P/P' 
nid^t 90® fein, wie &. »lofe (^ogfl. %nru 1829 «b. XV pag. 199) fpäter 
auSbrfidEIid^ meffcn fonnte, ba ber SßJinfel 90® 0,4' betrug, atfo nod^ um 
feine öoHe l^lbe SRinute abwid^. 333eife war fd^on im SJorauiS batjon 
fo feft überjeugt, ba% er bcl^auptete, jebe äßeffung, welche l^icrmit nid^t 
ftimme, muffe im Qfrrtl^um fein, er befinbe fid^, wo er woHe. Unb 
bennod^ liegt bie ©a(^e nid^t fo flar: wir mfiffcn un^ entweber bem 
, Kcwton'fd^en insensibili errori bei ber SBefd^reibung überlaffen, ober 
anbcre 8[u^wege fud^en. SSieöeid^t finb bie. Vierlinge afö S)urd^freu* 
jung^iWittinge anjufel^en, worin bie gegenübertiegenben Qfnbiöibuen 1 . 3 
unb 2.4p gemein l^aben, unb bie anliegenben 1 . 2, 2 . 3 20. Pmit M. 
a)ann würben bie anliegenben n eine ftumpfe ad^tfeitige ©äule bitben. 
§r. Dr. ®. Stein (Uc&er 3tt)iamggbi(bun0en . . . bct Ät^ftattfi^ftemc >869 pag. 43) 
l^at bag fel^r überfid^tlic^ l^iftorifd^ jufammengefteßt. 

^rof. ä)tttt|att^t in greiberg verfolgte nun fofort bie gelbfpät^e 
weiter:, er fügte (SBottft. d^aiatt. 3Rincra(=e\)ftemä 1823 pag. 66) ben ?ßeriHin 
{neqixhvr^g abfd^üffig) l^inju, fo genannt, weil er ben SBinfel P/Iif 94® 
54' bei ben „3öbli^er ©paltungggeftalten" ju finben meinte, alfo nod^ 
um 42' abfd^üffiger , afö beim Slnort^it (94® 12'). greilic^ jeigten 
fpäter ($o0g. «nn. 1826 VIII. 89) bie X^roler nur 93® 19'. a)aju ge« 
fcttten fic^ bann bie berben weisen großblättrigen ÜJlaffen bon Oligoklas 
a. c. 238) neben bem Slrenbaler Spibot mit P/M = 93® 45' ; oUyog 
wenig, weil I)ier T nur unbeutlid^ blättrig war. Seber ffeine SBinfel* 
unterfi^ieb würbe je|t ju ©pecie« öerwertl^et. Unfer berül^mter Seteran 
(geb. 1791) mad^te (i. c. 84) babei bie trefflid^e 83emerfung: eg laffe „fid^ 
„nid^t läugnen, bag im ffi^ombenf^fteme bag ^omoebrifd^e (2gl.) mit 
„bem Aufredeten, baS ^emiebrifd^e (2 + igt.) mit bem (SebüdEten unb 
„bag Setartoebrifd^e (Igt.) mit bem ©d^iefen beg ÜJlenfc^en öergtid^en 
„Werben fönne. ^a3 ©ebüdfte finbe wof)t ol^ne ba« Sinfg* ober ätec^tS* 
„geneigte, bag ©c^iefe aber nic^t ol^ne ba§ ©ebüdfte ftatt." 3n ^infid^t 
auf ben britten SBtätterbruc^ T jerflelen barnad^ bie gelbfpätl^e in jWei 
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Stoffen: Iiiife (bicjfcitifl: «Ibit, ?ßcriKin, Drt^oßag) utib tti^tt (jcnfcitig: 
Sabrabor, Slnortl^tt). S)cn DligoHa^ foiintc er ntd^t einreiben, weit 
T utib 1 in ber ©äulc ftd^ in il^rcr JBIättrigfcit nid^t fidler nnterfd^eiben 
tiefen. @8 fommt l^ierbei natärlid^ nid^t auf Sinfö unb 9{ec^tö an, benn 
toag bei ber einen Stellung linfö, ift bei ber anbern um bie Äje b ge* 
bre^t felbftöcrftänblid^ rei^tö, fonbern ob für eine beliebige Stellung ber 
blättrige S3rud^ T bieffeitg ober jenfeitg ber ftumpfen Sante P/M liege. 
2»eine 9init-^igtitr (©anbb. 2Ämeral. 1863. 228) ift ganj biefelbe wie bei 

aSreit^aupt (^ogß. 2lnn. VIII. tab. 1 
y^\ ■ 3w ^\ — \ fig. 10), benn fie ift boöon copirt,. 

rS. ^ ^^ v^ ^ Jy\ ^"^^^ ^^^^^ ^^ ®^^* ^^^}^ ^^^^ 

\^M — T — Vt\ \ V (2\ \ ^^^'^5 ^^^ beiben bort wie l^ier liegt 

\ >U--i.. JIM W^^ l aber ber »lätterbruc^ T bieffettS ber 

>v\ \ y \\ \ "^f^^^Pf^" ^^^*^ P/M, unb barauf 

1871. 607); ber Stnort^it \)at bagegen 
^noxm. mü. j,^^ asiätterbruc^ T bei ^axaütU 

fteOung mit «Ibit bieffeit« ber fc^arfen «onte P/M, ober auf bie ^ßarattele 
t)on T gefeiten iettfcit» ber ftumpfen Äante. JBeim 9llbit unb ?ßeriHin, 
wo T unb 1 fo augerorbentlic^ öerfd^ieben burd^ i^re »lättrigfeit finb, 
ift bag ein öortrefflid^eg (Srtennunggmittel. 3)ie Stlbit^^emitropien, 
jeigen t)orn unter bem einf|)ringenben SBirifel P/P' bie SBlätterbrüd^e T 
unb T' ftetg innen, leinten bagegen ougen. Sin ben auf Ort^oflag an- 
gewat^fenen fann man bal^er fd^on im SSoraug wiffen, wo ber aug- unb 
einfpringenbe 3tt>iQing3Winfel P/P' Einfalle: in bem ©tüdEe ®po(^, 9iat. 
pag. 87 au« bem ^irfd^berger Xl^ate liegt ber ou^fpringenbe oben, weit 
auf ber ^interfeite bie Slätterbrüd^e ber Säule T innen, unb folglid^ 1 
außen liegen. Seiber ift ber Unterfd^ieb öon T unb 1 beim Sobrabor 
nid^t fo fd^arf, aber er fd^eint aud^ öorl^anben, unb T liegt in biefem 
gaÖc litttet ber ftumpfen «ante, ober wag baffelbe, kor ietr f^aifen, 
wie beim änort^it angegeben wirb, woöon id^ ju wenig äWaterial gur 
Verfügung l^abe. Slu^ bei ben Drtl^oflafen finbet fid^ ^öufig eine ber 
beiben Säulenfläd^en Tl beutlid^er blättrig afö bie anbere, worauf fc^on 
^a\x\) feine ^rimitiöform PMT ganj richtig ftüfete. JBreit^aupt glaubte 
nun fogar felbft baran P/M 90® 6' ju finben, unb i^n gu, ber Sllbit* 
abtl^eilung ftcllen ju fönnen. 

3Jtoifi backte im erften 83anbe feines „®runbrij3 ber SKineralogie 
1822" noc^ ni(^t an fd^iefe Sljen; erft im 2ten 3;^eile 1824 werben fie 
in ben 8?orerinnerungen pag. V— VIII nad^ge^olt, bort ift bie pag. 42 
erwäl^nte „Slbweid^ung d" in bie Sled^nung eingefttl^rt. ffir unterfd^eibet 
brei gälle: 1) bie Slbweid^ung faßt in bie Sbene einer 3)iagonale, baS 
ift baö 2 + Igt.; 2) bie Abweichung fällt in bie @bene beiber Diago« 
naten (Seitenajen) , unb ba finb bann wieber jwei Unterfälle: bie 
S)iagonaten bteiben nod^ red^twinlfid^ , ober werben aud^ fd^iefwiuMid^. 
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Sc^terer gaU ift baS Igticbr. ©Aftern; cr[tcrer bagegcn ift gaitj abfon^ 
berlid^, unb fäHt n^t mit bem Sßaumann'fd^en biflinometrifci^en jujammcn. 
SJBcife {m^ öerr. swab. 1825 pag. 172) bejeid^nete bag paflcnb mit SBiaK^r, 
aber bic ©d^üter öon SKol^g woren barübcr entjücft: Dr. 6arl 9tmnmn 
(geb. 1797), ber nod^ „bag ©lud ^atte, feine minetalogifd^en ©d^ul* 
ftubien unter aSerner ju beginnen, unb unter SJiol^« ju beenbigen" 
(Isis 1824. 1088) , nannte fte „Jjlagiobofifd^e ©r^ftallf^fteme^ (Isis 1824. 954), 
unb bel^ouj)tete, ba§ „auc^ in biefer ^infid^t mit bem (Srfd^einen beS 
©runbriffe« eine neue unb l^errlid^e @<)od^e für bie SBiffenfd^aft begonnen 
l^abe." ffirft feit SKol^g un« lehrte (Isis 1824. io87) „für bie @runb* 
„geftalt jeberjeit eine fold^e ju forbern, beren gfäc^en gegen aUe a)i^ 
„menfion^ojen geneigt finb, unb bie ^ri^men an^ bem ©ebietc ber 
„©runbgeftalten ^u öerweifen, jei JBeftimmtl^eit unb ßonfequenj in btefen 
„Sl^eit ber Er^ftattograp^ie gefommen." Ätö toenn nid^t jebe ^ß^ramibe 
(Dftaib) nad^ ber SJebuctionglel^re ein jugeprige« ?ßriSma (^ejaib) 
f orbere, beffen ftantenlängen bie äjett ber ^ß^romibe bilben, unb bamit 
®ined fo beftimmt ald ba^ 9[nbere toäte, ^ei Wtof)^ (ag eben aQei^ in 
tobler ©tarrfjeit, bei SBcife tt)or atleÄ im lebenbigen fjfu^; ba^ trug fid^ 
natüÄd^ oud^ auf bie ©^üler über. SBenn fd^on Slaumann fein ftaffi* 
fd^eg „Sel^rbud^ ber reinen unb angettjanbten Är^ftaQograpl^ie 1830 ben 
Ferren ^rofefforen Wtof)^ unb 3Bei§, ben Äor^p^äen ber beutfc^en 
Är^ftottograpl^en'' toeil^te, eigentlid^er Vermittler ift er nid^t geworben, 
©er ©egenfafe trat nur um fo fd^ärfer ^ertwr, er liegt in ben beiben 
äBorten : 9(nf djauunft ober Kedjnnng. 

9iad^bem einmal erliefen war, ba§ bei weitem bie Ueberjal^I ber 
breiajigen ©^fteme red^twinffid^ finb, fo lag natürlich bie SSermut^ung 
nal^e, bajs aud^ im 2 + Igliebrigen eg enblid^ gelingen werbe, fold^e 
Stjen JU finben, um fo mel^r, ba bie SBal^t ber fogenannten ?ßrimttit)* 
formen aufeerorbentlid^ mannigfach ift. SRit Siecht war e« eine greube, 
namentlid^ aud^ wegen ber einfad^ern Slec^nung, wenn fold^e wirflid^ tro| 
ber fd^ärfften SReffungen feftgefteltt werben lonnten. ©d^iefe gabg frei* 
lid^ bie äRenge, baS folgte einfad^ au^ ber ©ebuctionglel^re. 

®. Äofe (geb. 1798) ^atte in feiner SJoctorbiffertation (de Sphenis 

atque Titanitae Systemate Crystallino 1820) burc^ mü^'fame SÄeffungeu mit 

bem Steflegionggoniometer bie r ed^twinf lid^ en gg en 

a :b:c = \/68 . 18: V68 . 11 : 3 

a b 
feftgefteHt, unb fam babei auf gläc^enauöbrüdte , Wie s = — : — :c2c. 

SRaumann (Isis I823 pag. 1103) jeigte nun , baß man mit fd^iefen «jen 
ju einfachem Äugbrüdten gelange, wenn man t)on bem DKaib 

1 = a : 3b : 00c unb n = ^a : -Jb : c 
ausgebe, b. 1^. 1 = a : b : c unb n = a' : b : c fefee. S)ie »jen würben 
bann c : a : b = 2 : 3 : 4 unb ber fd^iefe SlEenwinfel 
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c/a = o = 86^ 25', cos a = ^ = * ^ 



16 c^; 2.3.4' 
@r meinte nun, „biefe gro§c Sinfad^tfcit , weld^e ÜÄo^S'S äWetl^obe gc* 
„ttjä^rt, unb bie man gemi^ gern bamit erlauft, in bie Seftimmung ber 
„©runbgeftalt eine 2)etermination me^r aufjunel^men, ift gauj öorjügti^ 
„barin begrünbet, ba§ für bie ©runbgeftalt jeberjeit eine \old)t geforbert 
„wirb, bereu glöd^en gegen oüe brei 2)imenfionö*Äjen geneigt finb." 
S)ennocl^ feigen tt)ir im Se^rbuc^ ber äRinerotogie 1828 pag. 457 toieber 
anbere Stjen getoäl^It, benn e« lommt babei ^aup.tfäd^Iid^ bie fd^iefe SofiS 
mit in S9etrad^t, n^elc^e äBeig gen^ö^nUc^ al^ ©d^iefenbflöc^e a : c : oob 
nal^m, unb bie nun jur S5afi3 c : ooa : oob tnirb. ©c^on barau« 
mugte bie größere ©infad^^eit ber Stjenfci^uitte folgen, gür einen SBeife'- 
fd^en ©d^üler, tt)ie Sleumann, tt^aren bag fd^on bamalg felbftöerftänbli^e 
2)inge. ®g lag barin lebiglid^ SBillfül^r unb nic^t Slot^toenbigfeit, toit 
ba^ Äupffer juerft eriDieg. 

(Sin $unlt n^ar babei nod^ ju besagen: bie Stbmeid^ung t)on ben 
aaSeife'fc^en ÄEenbejeic^nungen. SBei§ ging urfprüugfic^ öon ben STjen 
be^ regulären @9ftem^ a : a : a aud , n^o aUe gteic^ finb. SUS nun 
beim 4^ unb Sgliebrigen fid^ eine ^auptage einftellte, fo nannte ej^ biefe 
c, toeld^e ju gleid^er ßeit für bie gläd^enneigung gegen bie Stje an 
Cosinus erinnerte. SBurben nun aud^ bie ©eitenajen a : a ungleid^, fo 
bel^ielt bie öorbere in ber ©efic^tgUnie bie JBenenuuug a bei, unb bie 
feitlid^e »urbe b. Die aufredete 8lje c ju nennen, tt^ar fel^r paffenb, 
benn fie liegt abäquat ber ßoorbinatenaje Z. ©d^abe, ba§ er a unb b 
nid^t mit einanber öertaufd^te, bann würben fie, ben ^r^ftaH üon Dorn 
gefeiten, ben 6oorbinaten x unb y entfprec^en. Aber bie Benennung war 
nun einmal fo bei ben beutfd^en Är^ftattograpl^en (Äupffer, 9tofe, SEBacfer* 
nagel ac.) eingebürgert, ©elbft 9iaumann t|at anfangt, alg er bie neue S3e* 
jei^nunggweife am SBeifpiele beg SLopafeö (Isis 1824. 487) juerft 5ßreig gab, 
au4 nod^ bie aaäeiß'fc^e S5ejeid^nung beibetialten. SlQein balb barauf 
(Isis 1824 pag. 1092) eutfc^ulbigt er fic^ gteic^fam barüber, unb nennt 
fortan beim „priömatifd^en ©^fteme" bie fenfred)t öor bem SBeobad^ter 
gebuchte ^albaje a, bie größere ^albbiagonafe b unb bie Heinere c. ffir 
fügte fic§ bamit SKol^g. Sefet blieb wenigfteug b, unb nur a unb c 
würben üertaufd^t. Slber S0io^^ unb Maumann blieben fic§ fetbft nid^t 
gleid^, bei ben „plagiobafifd^en ©^ftemen" würbe umgefe^rt b an bie 
üorbere „Slinobiagonale" unb c an bie feitlic^e Orttjobiagonale gefegt; 
bamit war ber SBirrwarr öoQenbet, ber mir üiel geit gefoftet §at. 

SBenn jwei Äräfte fenfred^t auf einanber wirfen, fo ift bie Sflefu^ 
taute eine SBurjelgröße. S)ag führte SBeig auf bie Annahme irrationaler 
^eneintieiten. SBer feine fc^öne Slrbeit, über bie SSer^öItniffe in ben 
2)imenfionenber$£rt)ftaaf^fteme {m^. öerr. ma\>. SKiff. 1825 pag. I63)burd^* 
blättert, lann fic^ ber ©timpat^ieen gerabe bei ben wid^tigften ber Är^^ 
ftaUe nic^t entfc^Iagen. SWalug fanb beim »etglt^jitiia bie Di^ejaeber:^ 
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enblantc 133^ W 30", ftupffcr 133<> 44' 54". SRun gibt bei Ie|tcrcr 
aWeffuitg tg« 66 . 52 . 27 = 5,4828, b. 1^. für c == 1 töirb 

a = Vitg* - 1 = VÖ;8276 = y II = 0,9097. 

3ebem Änbern l^ätte bag genügt, aber SBeife fid^ wie ein gtt^eiter ^ß^t^a* 
gorag in bie Qa\)Un uertiefenb, Hügefte l^erau«, bafe 

/24 ./ 2.3.4" 

a : c = V2 . 3 . 4 : v/2* + 3* + 4*. 
@g entfprid^t baö einem SBinfel öon 133*^ 44' 53", 26. ®ie fc^ärfften 
aWcffungen fd^ienen bal^er bie einfod^en ßa^Ienöerl^ältniffe nnr ju be* 
[tätigen. @e^te man beim ^elUfliatl 

■ b:a:c = v/3TT3:V13:V3-=J-:^:~p, 

fo tonrben obige fc^einbare SBiberfprüc^e pag. 47 in ber (Spiegelung 
gel^oben. ^tt)og man nun bie beften 9Keffungen beim ßpibot öon 
^ejfel, ^l^ißipS unb ^aibinger, fo [teilte [id^ baö intereffante SSerljäftni^ 

^eraug: _ 

gelb[patl^ a : b = 1 ^yj^ , a : c = yJT3j^ y/s^ 
epibot a : b = v/2 : 1 , a : c = 3v'l3 : v/3. 
Äein SQäunber, ba§ bie neuen ^ßofitionen burc§ bag SReflegion^«* 
ganiometer nur langfam erobert toerben lonnten. SBie Sroofe (intr. 

famil. Cryst. 1823 pag. IX) aufbaut), fo tOUrbe SRaumonn (Isis 1824. 108«) 

über bie irrationalen Orögen unn)iHig, unb meinte, eö [tritte gegen aöe 
^rincipien ber Sogit unb SRaturmiffenfd^aften ^ wenn man tro| ber 
fd^ärferen 3Re[fungen eine Vorliebe für getoiffe au^erfonnene einfädle 
SSerl^ältniffe betoatjre. 3)oc^ lonnte er felb[t wieber be« 3^^^^"^^%^"^ 
[ic^ nid^t entiialten , nur würben je^t an bie ©tette ber irrationalen 
rationale gefefet. @o glaubte er bag Sertjältniß ber ©eitenajen jur 
^auptaje im 9it|omboeber ber „Äalf^atoibe" ju finben: 

rtjomboebrifd^eg b : a = 48 : 41 . . . 105® 5' 24" (Salljpat^) 
macrot^peS b : a = 48 : 40 . . . 106Mr 24" (Sraunfpatl^) 
brac^^ttipeg b : a = 48 : 39 . . . 107M9' 6" (Sitterfpat^). 
SRatürlid^ galt ba§ aud^ nid^t fd^arf, aber bie Sleil^e blenbete il^n fo, bag 
er meinte, „in praxi würbe jeber beim Äalffpatf) lieber bog S)imenfiong*= 
„üerJ^ättniS 48 ^41 Jbe^alten, atö ba« SBeiß'fd^e V37 : V36 ober gar bag 
„^iimittf^e Vs : v/2." Unb bod^ wirb biefe E^imäre wie ein ©teru 
leud^ten, fo lange man Sr^ftaüograptiie treibt. @ie ging unmittelbar 
att§ s : c = 1 : 1 I)ert)or, unb o^ne biefe§ einfad^[te SSer^ältnig üon 
ber SBelt Ratten wir feinen §au^. 

3m pri^matifd^en @^[teme fanb [ic^, nad^ SBeig'fd^er SBejeid^nung, beim 
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Zopa^e a : b : c = 1000 : 1894 : 898 , b = a + c 

©öleftin a : b : c = 1000 : 1279 : 782 , b = c + | 

©d^Werfpot^ a : b : c = 1000 : 1306 : 814 , b = c + | • 

SBteibitrioI a : b : c = 1000 : 1301 : 784 , b = c -|- | 

SBei|6fei a : b : c = 610 : 1000 : 692 , b = c + ^. 

?[6er ani) ^icr ift cg immer nur eine Ännql^crung, aud^ barf mon nid^t 
überfeinen, ba§ barunter brei ifomorpl^e ©ubftanjett fid^ befinben. Ueb^ 
rigenä f)at SRaumann fpäter («b^anW. fönlöi. fäci^f. ©efeßfci^. SBiff. 1855 IL 507) 
fid^ mit ffintfd^iebentieit ju ben Duabratttjurjeljal^len in ben ®runb^ 
bimenfionen tefel^rt. üRan faßt mit folc^em ©piel ber Qoif)Un gar leidet 
in Srrt^um. @o glaubte aud^ »reittfaupt mittelft ber ^^^YOgreffiottS' 

X^eotic" (©d^toeiggcr« Sournal Sl^. ^^t?f. 1828 »b. 54 pag. 122,249; «b. 55. 

275) äße tetragonatcn unb fiejagonolcn 5ßrimärformen m^ tefjeralcn 
©eftalten (in oftaebrifc^er unb r^omboebrifd^er Stellung) ableiten ju 
lönnen , inbem er bie ^crmutation^ja^I 720 = 1.2.3.4.5.6 ju 
®runbe fegte, unb barin bie ?[jen augjubrüdfen fud^tc. ©0 fanb ftd^ 
beim ßinnftein 

P==?i3 i_/j__ Mo 

720 2 \40 720/ ' 

b. 1^. STje a : c = 720 : 343 mit ber ^olfante 133® 26' 35", toa^ mit 
ben SKoJ^fifd^en SReffungen 133<^ 26' big auf einen falben ®rab ftimmte. 
SBeim Duarj war für ben SBürfel in rl^omboebrifd^er Stellung bie 

^ßrogreffiongjal^t 72Ö^' ^' ^' ^^ ^^^ SBürfel breigliebrig gefteöt fid^ 

a : c = \/2 : v/3 = V 0,666: . : 1 üer^ätt, fo gibt 

^ y/ÖM~- = 0,91 

bie ©eitenaje a be^ Ouarjeg, wog bie äWeffungen üon SJialug beftätigten. 
8lber fd^on ^effel (©cl^ler'g ^l^^f. SaSörterbud^ 1830>. 2 pag. 1290) ma^te 
barauf aufmerffam, toie man mit fo großen 3^t|fen feiert ber SBal^r^^eit 
nal^e fomme. S)ennod^ fuc^te a5reitl^aut)t (SBouftänbige« ©bB. 3Kinerar. 1836 
r. pag. 278) bie Slnfid^t fogar nod^ auf bie übrigen ©^fteme augjubel^nen. 
3ieuerlid^ (Seoni^arb'g STicue« Sai^rb. 3»iner. 1860. 341) nimmt er, auf bie 
fteinften SBinfelunterfd^iebe geftü^t, fogar 13 Är^ftaDifationgf^fteme an ! 
2)er 2)rang, aüe ffirfi^einungen auf möglid^ft einfädle @efe|c jurüdju»' 
führen, entfd^utbigt fold^e SJerfud^e. Sfeibt man ja jcfet nic^t einmal 
me^r bei bem Sfomorp^igmug ftel^en, fonbern fd^reitet jur SRorpl^o* 
tropie (®toti5>, «pogflenb. 2intt. ©b. 141 pag. 39) üor, tooxx\a(S) bie Är^ftaQc 
blog nac^ einn? Stje fid^ gefe^mä^ig änbem, toäl^renb bie beiben anbern 
feftftel^en foHen. 
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SRaumann toar öotjugätöeifc Är^ftaQograpI^ , töte feine genannten 
Strbeiten in ber Isis 1823 nnb 1824, bie 3)i[fertatton de Hexagonali 
crystallinarum formarum Systemate, tt)omit er ftd^ ben 5. gebr. 1825 
an ber Uniüerfität Seipjig fiabilitirte, unb ber @runbri§ ber Är^ftaQo^ 
grapfjie 1826 ben)eifen. SBie fpäter noel^ Shipffer (©bBudSi bet rcc^nenben 
^rfeftattogtajji^ie 1831) beWente er fid^ babei- ber fpprifd^en 2;rigonometrie. 
Xoäj mx er ju fe^r bnrd^gebilbeter äRatJ^ematifer, um in feinem „2ef)x^ 
bud^ ber reinen unb ongewanbten Är^ftaDograp^ie 1830 2 S5b.'' bie 
aSortl^eile ber ßoorbinatentl^eprie nid^t atöbalb ju erfennen, tnobei er an 
Qtt)t) unb SB^enjeü fo tüd^tige Vorgänger l^ottc. Sine Är^ftaüftäd^e 
a : b : c mu§te bann bie ©teid^ung 

a b c ' 

l^aben, »eil für y = z = o, x == a zc. toirb. Äurg unb bünbig goben 
bie „?lnfangggrünbe ber Är^fiaDograpl^ie 1841, 2te «ufl. 1854'' ©d^e- 
mate unb gormein, ©nblid^ erfc^icnen nod^ „Elemente ber tl^eoretifd^en 
Är^ftaQograt)]^ie 1856." S)en größten ©rfolg l^atlen jebod^ bie „ßlemente 
ber SRineralogie 1846, 8te äufl. 1871", bod^ finb fie für Är^ftaOo* 
grapl^ie unn)id^tiger , ba fie nid^t einmal bie Stjenöerl^äftniffe angeben. 
SRaumann, ein treuer ©c^üIer bon Wlofß, lann fid^ bal^er toieber am 
8lbenb feinet 2ebm& rül^men, bie SSäelt erobert ju §abcn, toa^ feinem 
©d^üler öon SBeift big jefet gelungen ift. 2)ie l^eutige SRenge liebt 
©d^ematiSmug, unb miH bag ©elbftöerftänblic^e breit getreten ^aben. 
9laumann erfanb bal^er nid^ blog befonbere 3^^^^" ^^ berpQter gorm, 
fonbern aud^ eine neue gefefirte ©prod^e. 2)ie ©injctflä^en im ögl., 
4gl., 3gl., 2gl. ©^fteme mit jn)ei Unenblid^jeid^en, j. JB. c : ooa : oob 
l^eifeen ?ßinafoibe {nlva^ S3rett). Die Oftaeber »erben auf SJio^g'fd^e 
SBeife ju ^ß^ramiben geftempelt. Slber aud^ bag 2)i]^eEaeber ift eine 
l^ejagonale ^ß^ramibe, ba^ ©^roeber eine trigonale. ^ramp'S $iobon 
pag. 21 tüirb ©calenoeber (axalrjvos ungleid^feitig), toegen ber ungleid^* 
feitigen DreiedEe. Slber auc^ bie gebrod^enen 4gl. S^etraeber l^eigcn tetra^' 
gonate @!atenoeber. ©p^enoibe {ag)ijv Äeil) finb Sietraeber, »etd^e nid^t 
jum regulären @t|ftem gepren. @in Slugttpaar l^eigt Klinodoma, eine 
©d^iefenbftäc^e Hemidoma (Jc5^a ^au^). 2)ag 2 + Igt. unb Igl. 
©Aftern, ttjag burd§ bie S^¥^^ fo öortrefflid^ bejeid^net ift, befam ju 
ben 3Ro^fifd^en Senemtungen l^emi* unb tetartopri^matifd^ , nod^ bie 
neuen monoflinoebrifd^ unb triftinoebrifd^ ^iuju {sÖQog feitig). ©egen 
bie aBei^'fd^e Slnfd^auung foHte bag l^eigen, eine Äante ber brei St^en- 
ebenen fd^ief unb jtt^ei red^ttt)in!Iid^, ober alle brei fd^ief unb feine red^t* 
ttjinöid^. Selbe fielen jtoar mit ben fiinearn)inleln ber Sljen jufammen, 
unb tonnten ba^er öon granfenl^eim mit bem fürjern SRonoflin unb 
Xriciin öertaufd^t »erben. ?(ber baj»ifc^en lag nod^ ein biclinoebrifd^eg 
mit j»ci fd^iefen unb einem redeten SBinfel, 9Wol^iJ pag. 36 ^atte jene 
fd^on im @runbri§ aber in anberer SBeife angebeutet, fein fpäter g^* 
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nanuteg ^emianortl^Ottlp (Seid^tfa^l. ^nfangSgt. IRat. 3Rinerarr. 2te «up. 1836 

pag. 52) ift 2)iclin, jtoifi^cn ^cmiort^ot^p unb Slnortl^ot^p gcftcßt l^at 

e^ nod^ eine rl^ombtf^e Söafii^, b. ^. bte Siagonalen red^tointtid^ , ftatt 

ber rl^omboibifd^en bcimSlnort^ot^p. 2)a crjd^ien nun baS öielgeprie* 

fette 7te aKttf^erli^'fd^e Är^ftaüf^fteitt (^ogg. sinnai. 1826 vm. 427) iti 

bem fd^on öoti ^erfd^cl bargefteßten Utiterfd^tpefligfauren Äalfc (CaSfi*), 

njoritt bic beiben ^ejaibfläd^eit a : oob : ooc unb b : ooa : ooc ftd^ 

unter 90^ fd^nitten; bei ben öerfc^iebenen Sr^ftaÜen fanb nur eine 

2)iffcrenä öon 2' — 3' ftatt. ^9Kit|c^erlid^ meinte fogar aud^ ben Äati* 

felbft)atl^ baju fteHcn ju !önnen, ba in ber red^ttninflid^en ©äule P/M 

bie gläd^en T unb 1 unter üerfd^iebenen aSinfeln gegen M geneigt feien. 

9lun l^ielt man bag biflinometrifd^e ©Aftern für 'begrünbet. Hber SBeig 

fd^üttelte barüber ben Äopf, -benn in feiner 2)arftettung§art ^^atte ba§ 

feinen 5ßla^. ®^ war ein 9Serfto| gegen bag ©^mmetriegefe^. ©d&on 

ber Umftanb, bafe bif(inometrif(^e ^fenebenen not^tt)enbig trilUne tlgen* 

linien bebingen (aRetl^obe ber Är^ftaaogra|)^ie 1840 pag. 129) fjätte bie Slugen 

öffnen fönnen. SKo^ö fd^eint biefen Unterfd^ieb nie begriffen ju fiaben, 

unb fetbft §aibinger (§anb6. beft. awincraif. 1845. i48) meinte no^, toenn 

eine ber brei äbtoeid^ungen im änort^oibe glei^ Sinti tt^erbe, unb ba^ 

mit inö ^emianortl^ottip übergel^e, fo fomme man jur ©runblage, mlä^t 

3Kitfd^erIic§ für ein eigenes ©Aftern aufgefteHt l^abe. Jp. ö. Sobett 

(©erel^rte SCn^eig. 2»ün<^. 2lfab. 1856 «b. 48 pag. 22) fonute bann aud^ burd^ 

baS ©tauroffo:p bettjeifen, bafe baiJ ©alj aöe (Sigenf^aften be« Igl. ®\)^ 

ftemeö ^abe, unb ßepfiaroüid^ (@ifeb. 3Blcn. 2i!ab. 1862 »b. 45. i pag. 502) 

jeigte, ba§ ber rechte SB3in!eI nid^t blog 3' fonbern 12' aimxd)t. 

2)ie Slaumann'fd^e Sejet^initng berul^t jtnar lebiglid^ auf SBei^^ 

fdEjer ©runblage, aber mit einer unnötl^igen Ser^üQung, unb bamit ©r* 

fd^n)erung. ©reifen tr)ir bag 2gl. ©tiftem ^erau«, fo bebeutet P ($9* 

ramibe) baS ©runboctaeber a : b : c, unb mP = a : b : mc , eg mu^ 

babei bem ©ebäc^tnife eingeprägt tt)erben, baB ber ©oeffictent m ber 

aufredeten ^auptaje c Hot bem ©^mbol P ein für aöemal feine ©tcHe 

i)abe. ^^IgKci^ bleibt für bie ungleid^en S^ebenajen ab nur nod^ eine 

©teile l^inter P, toenn man ba§ ©timbol nid^t anberS überlaben toxü. 

S)a man nun jeben allgemeinen SluSbrudE ^a : vh : nc burc^ 3)iöifion 

auf bie gorm 

V n u 7t 

a : nb : mc = a : - b : - c unb na : b : nac = — a : b : — c 

bringen fann, tno einmal n öor ber langen Stje b, baS anbere SlÄal 
t)or ber fürjern a fte^t, fo toirb baS bur^ 

mPn (= mc : nb : a) unb mPn (=mc : na : b) 
auSgebrüdEt. 6§ ift ba§ alfo eine ixotxit comt)Iicirtere (Srttjägung. Un« 
gefd^idEter SBeife toirb bag Sängen^* unb Äür jenjeid^en , toeld^eg paffenb 
ajiacro:^ unb SSradfj^biagonale anbeutet, über P gefefet, fo ba§ man in 
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bcr ^ee leidet öcrfül^rt toirb, m ftatt n mit bicjcn Scid^cn ju t)er6inbcn. 
Slnbere (3epi)arot)id^)_ l^aBen ben Uebelftanb gefül^It, unb fe|cn 

mPn = mPn unb mPn = mPn, 
ttjag tt)cfentfid^ bem ©ebäd^tni^ ju ^ilfc fontmt unb bag ©^mbof für 
ben ®rudf bequemer mad^t, aber ber (Srfinber lägt ftd^ borauf nid^t ein. 
Slßeg Sfnbere, tt)o m unb n = 00 ober o ttjerben, ift für ben Sled^ner 
fetb[tt)erftänWi^. 2)a8 grojge fid^ breit mad^enbe P wirb baburd^ offenbar 
fiberpjfig. ^ana (System of Mineraiogy 5tc ^ufc. 1868) lägt eS ba^er 
gonj tt)eg, unb fd^reibt mPn = m — n, gibt ben ^ejaibpd^en oP, 
ooPöö, ooPoo ba§ Qe\(i)m 9iull (0) unb füfirt für Unenblid^ 00 ben 
SBud^ftaben i ^indefinite) ein. SBal^rtid^, bagu l^ätte man ouf einfad^erm 
aSege lommen fönnen! J)a bie ^auptaje c einzig burd^ il^re ©teßung 
ift, f l^ötte man bag allgemeine gläd^enjeid^en auf bie gorm c : ma : nb 
gebrad^t, unb m — n tt)äre ba^ allgemeine Symbol, ttjobei bag ma : nb : c 
fid^ tejicograpl^ifc^ üon fetbft t)erftönbe. SBoBte man biefeg furje Q^^^^r^ 
auf bag 2 + Igliebrige Softem übertragen, fo tt)ürbe ba§ Dftaeber m — n 
in jtt)ei Slugitpaare jerfallen, in ein HorfeereS m — n unb ein l^ttttereS 
m' — n, tt)o ber ©tric^ bie l^intere Slje a' anbeutet: aöeg ift felbftüer* 
ftänblid^, ba für c = 1 ober pc = c mit bem 

a' 

Sljenfreuje b b 
a 

bie öoüftänbige Orientirung gegeben ift. SRit toeld^em ©d^tt^all öon 

3eid^en tt)erben tt)ir-bagegen für btefe einfad^fte ©ad^e überfd^üttet! 

oP + mPoo + Poo + mPoo ooPoo 



oP ± mPn + Pn ± mPn ooPn 

• • • • • 

oP ± mP ± P ± mP ooP 

oP +(mPn) .±(Pn) ±(mPn) (ooPn) 

oP (mPoo) (Poo) (mPoo) (ooPoo) 

S)a§ ± foQ ba^ ßerfaöen ber Dftaeber in jtoei Stugitpaare an* 
beuten. (Srfd^werenber SSeife loirb nun ^^ ttjeggelaffen, unb burd^ 
Ätammer (mPn) angebeutet, bag n fid^ auf bie Äünobiagonale a be* 
jicl^e , alf mc : b : na bebeute , tt)öf|renb mPn =• mc : nb : a gebadet 
wirb. §ätte Wto^^ mä)i in unmat^ematifd^er SBeife bie diagonalen 
ber Safen pag. 42 öertaufd^t, fo braudEjte man nic^t abermafö ba§ ©e^* 
bäd^tnig JU befdEjWeren. SRaumann i)ai ba§ gefütjU, unb neuerlii^ bie 
ßlammer weggelafjen, ftatt beffen mPn mit l^orijontalem unb 
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fd^iefem ©trid^ eingcfül^rt, um anjubcutcn, ob n \i^ auf bic Drtl^o«^ 
ober Älinobiagoualc bcjiel^e. S)ano bebieut fid^ im le^teru gattc 
beg fd^iefen ?(cccntö m— ri. Da getoöl^nlid^ bie fd^iefe Diagonale bic 
fütjere ift, fo ^ätte id^ eg bei ben ßeid^en ^ uub — beioenben laffen. 
S3ei SBeife ftnb fold^e Slenberungen nid^t nötl^ig, ba a überall feine un* 
öeränberte Sage ^at. 3m Uebrigen bietet ba3 ©d^ema felbft für ^In^^ 
fänger feinen tt^efentlid^en 9iu|en, jja eg fd^redEt ab, inbem eg ©d^toierig* 
feiten erjeugt, too feine ftnb. P = a : b : c nimmt bie äWitte ein, linlS 
gel^t e^ ber Snbfläd^e 

oP = oc : a : b = c : ooa : oob 
ju, bal^er muß bajtoifd^en m < l fein, tt)äl^renb xti^ih too e^ ber ©äule 
ooP = ooc : a : b ju ge^t, m > 1 fein mug. 9ltiftliart6 gelungen wir 
jur ©d^iefenbftäd^e Poo = c : oob : a, aWitii bagegen ju ben Dia* 
gonalfläc^en (Poo) = c : ooa : b, bal^er mu§ in beiben gäßcn n > 1 
fein, ba e3 ba« eine SÄal jum Unenbtid^en be« b, ba« anbere 3WaI jum 
Unenblid^en be« a toäd^ft. SRatürlid^ bebeutet 

ooPoo = ooc : oob : a unb (ooPoo) = ooc : ooa : b etc. 
Da« (Singliebrige ift burd^ ba« 

a' 

Äsenfreuj b' ^ b 

befiimmt, unb bamit bie ©iujigfeit ber gläd^en 

a — b, a' — b, a — b', a' — b', 

bargetl^an. 3iaumann gibt ba« burd^ 

+ F unb + 'P; — P' unb — 'P 

iebenfall« nid^t fo anfd^aulid^. 

Da ba« fed^«gnebrige ©tiftem jur Seftimmung au^er ber Jpaupt* 

aje c aud^ nur jtoei ber SRebenajen aa brandet, fo ift ba« allgemeine 

^eid^en ttjie im 4gtiebrigen 

a a 
mPn = mc : na : a = mc : 717: : r 

a a a n 

= mc : FT\ : — : l r =• mc : na : a : a. 

IrJ 1 A — r n — 1 

Da ferner ba« 9ll)omboeber ^älftfläd^ner be« Difiejaeber« ift, fo ptte 

ba« 3^i^^" ^^^ bafür beibel^alten toerben fönnen. Slber ^ier mxb 

tt)ieber ein neuer S3ud^ftabe + R eingefüfirt, unb unter + R = c : a : a 

ba« ^aut)trl^omboeber, unter — R = c : a' : a' ba« SRebenrl^omboeber 

üerftanben. ©onfequent njirb nun 

mR = mc : a : a = c : — : — . 
m m 

Da bm ©eitenfanten eine« beliebigen ©calenoeber 

r» 2a a 2a 

mxCn = mc 



n — 1 * n ' n + 1 
ein beftimmte« 9i^omboeber mR entf^rid^t, fo barf man bie §au|)ta5e c 
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nur um bcn Socfficicntcn n öerlättgcru; unb )i>on bem fünfte nmc 
Sinicn uad^ ben Qxdiaitäm beg SRl^omboeberS jie^eit, um ba8 öerlangte 
(Scalenocber gu befommen. 3m ^anbbud^c bcr SRincrat. 1863 pag. 88 
l^abe id^ bic ^Jormel cnttoiddt. S)er gctööl^nlid^c 2)rctunbbrei!antner 
c : a : |a : I i)at R', cS ift aija m = 1 unb n = 3 ju jc|en, um ben 
Stjcnaugbrud gu befommen. 

atuc^ Äupffer ($bb. red^n. Är^ft. 1831 pag. 190) fd^Iug eine neue Se* 
jeid^nungötoeife öor. Slenne man g. S5. om Sfl^omboeber bie gfad^c P, 
bie Snbtantc x unb bie ©eitcnfante z, unb ftefle burc§ Px bie l^atbe 
Songente ber Sieigung ber SR^ombaeberftäc^e in biefer Äante öor, fo 
fönne in berfelben Äante eine gtäc^e mit mfad^er Tangente mPx be^* 
jeid^net werben. (£3 wäre banif ooPx baä nüd^fte ftum^pfere afH^om»^ 
boeber. gläd^e nPz ^ötte bie nfac^e Siangente ber l^alben Sieigung öon 
P in ©eitenlante z, unb ooPz wäre bie gerabe äbftum^pfung biefer 
©eitcnfante, b. f), bie 2te fed^gfeitige ©äule. Äupffer muB bann bie 
aXo^g'fd^en Steigen gu ^ilfe nel^men, unb wirb beg^alb ni^t minber 
contplicirt, al^ biejer: m(ooPx)x = mP,x b. 1^. bo8 ©^mbol bebeutet 
eine gläd^e, bie eine mfad^e Siongente öom näd^ften ftumpfen SRl^ombo^* 
eber l^at 2c. Sä|t fid^ aud^ nic^t läugnen, bafe für bie gläd^en in einer 
3one bie ©oefficienten m unb n fid^ unmittelbarer ergeben, atö bei ben 
Stjen, fo ^at bie SSegeid^nung bod^ wotjl mit SRe^t feinen ©ingang ge* 
funben. 

Äonnteij bemnac^ bie fd^icfajigen ©^fteme nid^t geläugnet werben, 
fo Berul^igte ftd^ SBei^ babei nid^t, fonbern jud^te nun nad^ ben ©rünben. 
Slber baS ging über bie ©rengen bei^ Är^ftaQogra:pl^en l^inau^. ®tfidf* 
lid^er 2Beife befafe fein großer ©d^üler. SReumonn in ber $^^fif unb 
l^ö^ern SRattiematif Äenntni^ genug, um fof^ fd^wierige Unterfu^ung 
auf bog ©rünblic^fte führen gu fönnen. SBieber waren e3 bie fjelb^ 
fpötl^e. aSeim Schröter «Ibit l^atte f^on ®. 3loje (®Ubert'« «nn, 1823 
S3b. 73 pag. 192) ßwifliuge öon 3^iQiu9cu nad^ bem Äarföbaber ®efe^ 
gcfunben, SBei^ fanb fie nun fogar aud^ nad^ bem Saöenoer! S)a8 
gab ben 5S[nfto| gu SReumann'« berühmter älbitarbeit (2ib^. öeri. SKab. 
1880. 189). @r fanb , bag bie 2)iagonaIpd^en n = a : ^b : c unb 
e = a : ib' : c mit einauber redete SBinfel machen. 2)iefej^ überrafd&enbe 
aiefultat ^at ^. üom SRatf) (^ogg. 3innar. ergänjb. v. 425) erft neuerlid^ 
wieber beftätigt, er fanb e/n über P 89^ 59' 2", unb „ba8 fei einer 
ber Snoten, weld^e bag gelbfpatl^^ unb Sllbitf^ftem in gufammen^ang 
bräd^tert.'' 8u^ fämen entfd^iebenc ©törungen üor: benn bei ben ge^ 
wö^nlid^en 3^iQi^9cn, weld^e M gemein ^aben, unb umgefel^rt liegen, 
follte T bie 1, etwa unter 2^ fd^neiben, aber ber SBinfel war öfter öiel 
Meiner, fogar an einem fd^önen Är^ftaU üon äßiaff 0^. Ueberbieg bietet 
bic Arbeit ein wal^re^ äRufter für derartige (Erörterungen. Salb barauf 
(^ogg. ann. 1833 XXVH. 240) fud^te er aud^ ben SBewei^ gu fül^ren, ba§ 
beim ®^:pfe tJ^ermifd^e, o|)tifd^e, afuftifd^e unb ©o^äfionä^SlEen mit brei 
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rcd^toinflic^cn SRid^tunflcn jufammen fielen, bie man jugleid^ afö Ir^ftatto*» 
grapl^ifd^e nel^men fönne (§bb. aRinerat. 1863 pag. 442). J)ie ^nractifd^n 
Formeln babei für bie Söejie^ung ber gtä^en auf ücrfd^iebene Äjen. 
liefern jugleid^ ben Setoei^ für ben 

So¥tf4i¥ttt in Ux %nWtniutn ücg ^alcnl. $au^ unb Sßeig be^ 
btenten ft(^ meift ber früher gett)ö^nlici^en algebraijd^en SRed^nungcn mit 
^ujie^ung ber ebenen Trigonometrie. SBo fte auf furgem SBegc jum 
3iele füf)rt, unb namentli^ in populären SSorlefungen, gebül^rt i^r nod^ 
immer ber SSorjug, jumal ba mon an gett)ö^nlid^e SKinerotogen ni^t 
gu ftarfe matl^ematifc^e Slnforberungen ftetten barf. S)en SReiften ift 
bag fd^on ju öiel. «fö nun aber, namentfid^ burd^ bie' franjöfif^eu 

Sel^rbfid^er (Lacroix, Trait^ ^lementaire de Trigom^taie, bcutfd^ 1805, 7 ^d. 

1822 öon 3beier) bie ©oorbinatentl^eorie immer me^r ©tngang befam, fanb 
fie in SSerbinbung mit fpprifd^er Trigonometrie aud^ balb änttjenbung 
bei ben Är^ftaöen. Äupffer (de Calculo crystallonomico 1821 3n* 
auguralbiffertation) lieferte in biefer SSegie^ung bie erften fr^ftattogra* 
pl^ijd^en ©ä^e in gebrängter gorm. Seö^ (Edinburgh Phil. Joum. 1822 
^ VI. 227) in 5ßari8 unb SB^ettjeH (Phiios. Tranaact. 1825. 81) in Sonbon 
bebienten fid^ i^rer; überhaupt befom bie ©ad&e immer metjr einen 
- mat^ematifd^en änftric^, bie fr^ftaQograpfiifd^e ®igen^eit tt)urbe öernac^* 
täffigt. Sebod^ burd^ befonbere Originalität jeid^nete fid^ 

. 3» ®- ©tttftmann (I779— 1852. 3ur ^l^t^pWen Ärt^ftaaonomie unb geo-- 
mettifd^en ©ombinatlonSlel^re 1829. S)aüon SluSjug in ^ogöenborf« Sinn. 1836 
»b. 80 pag. 1) aug. ^rofeffor ber SKat^ematif am ©^mnafium ju Stettin 
mu^te er toeber öon Sernl^arbi, nod^ üon S33ei§ unb Sleumann etttjag, 
fonbern i^m tt^ar nur ber @runbri§ t)on 3Jlo^^ ju Rauben gelommen. 
Um fo benjunberni^tt)ertt|er ift bie 2:iefe, mit tt^eld^er er bie ©ad^e er^« 
faßte, ©r jog öom Söüttelpunfte o einer Äugel brei beliebige Sinien 
ob, oc, od nad& ber Äugeloberfläd^e, unb üerlängerte biefe über o l^inauö 
nad^ bem entgegengefe|ten @nbe, bi« fie bie Äugelfläd^e in b< c' d' 
fd^neiben, bann finb bie Strahlen bb', cc', dd' burd^ o l^albirt. @o 
oft biefelben nid^t in einer ©bene liegen unb fic^ red^ttt>in!ti^ fd^neiben, 
bilben fie ein äjenfeeuj beg regulären ©^ftemiJ. fiegt man burc^ fold^ 
fed^g ?ßunfte bcdb'c'd' tangirenbe ebenen, jo fd^reiben biefe einen SBürfel 
um bie Äugel; bie SBürfelfläc^en ftel^en refpectiöe fenfrec^t auf bie 
©tral^len, »erben gleid^fam Don biefen getragen. S)i« Strahlen ^i§en 
bafier Zta^tx ^radii constnictores). Denfen tt)ir un§ unter ben Xrägern 
ben)egenbe Gräfte, fo ergeugen biefelben Sflefultanten, bie 
tt)ieber Xräger neuer gläc^en bilben. 35iefe jufammengefe|te 
fflettjegung fann man „ate ben SSäeg be^ 35urd^fc^nittg== 
punfteg jtt)eier fid^ bemegenben Sinien** betrachten. Denn 
'bie Sinie oc wirb läng^ ob gejogcn, unb bie ob längiJ ocf 
beibe muffen fid^ folglid^ in ber 35iagoncrte fd^neiben. ©enfred^t bagegcn 
fielet bie ®ranatoeberf[äd^e g, l^eröorgegangen auö ber (Kombination ber 
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Äräftc (©lementarträger) bc S)cnn fiefanntrid^ toiricn pl^oronomifd^ 
bie Äräfte immer fenfrec^t. Sd) lann in ber ^onc ber SBürfettontc 
toeiter gelten, unb ben combinirten Xräger bc toicber mit b öcrbinben, 
bann rcfultirt bie 

diagonale b + bc = 2b + c = b^c, 
unb fcnfred^t gegen biefen S^räger fte^t bie 

^^amibentoürfelffäd^e tt, = ^b : c. 
3)er ,,aBteJict]iortt«88e|>one«f" 2 an b« jetgt an, bafe ber bo^j* 
^^^ pelte elementarträger mit c combinirt ift. ©0 be* 

'^fomme ic^ bonn 




b*c für TTs = |b : c . . . b/^c für tf/j—i = ^ b : c. 

p 
S)ie fed^« 

Unionen b . b' . c . c' . d . d' . 

geben jttjölf 

Sinionen bc . bc' . bd . bd' 

b'c . b'c' . b'd . b'd' 

cd •. cd' . c'd . c'd', 

btn jtt)ötf giäd^en be« ©ranatoeberö entfpred^enb. "eigentfidö ptten wir 

6 5 

— ^ = 15, aQein bie brei bb', cc', dd' laffcn fid^.nic^t t)erbinben, benn fie 

bejeid^nen entgegengefe^te Äräfte, fiub bal^er glei^ SWuQ. 

SBie nad^ ber einen @eite b l^in bie Steige t)on Prägern b'^c, fo 
fommt nad^ ber anbern c l^in bie JReil^e c/b. Kombiniren wir bann 
allgemein hß unb cy, b. f), conftruiren wir aug einer beliebigen Qaffi 
üon b {ßh) unb au^ einer beliebigen öon c (yc) 
bie diagonale ber Gräfte ßy, fo fte^t fenfred^t ba* 
gegen bie 

b c 
^ß^ramibenttjürfelfläcfie n: = ^ : - : ood 

P 7 
= yb : ßc : ood. 

@ra|mann bejeid^net batjer ben ^ötptx einfad^ mit ben SBieberl^oIungS^ 
ejponenten ßy, morin ß unb y jebe ganje ßal^I üon o — 00 bebeuten 
tonnen, bie meift fid^ xtpifd^en engen ©renken l^alten, wie bie ßdf)kn 
ber Zone, woüoh @ra|mann öfter rebet, ofjne üon SBeife pag. 35 ju 
wiffen; nur bag wir eg je^t nid^t mit ben aBurjeln, fonbern mit ben 
wirfli^en Stonüer^ättniffen ju t^un l^aben. 3ft /? = y, fo fommt baS 
©ranatoeber, gleid^gültig, wetd^e 3<it)f^'^ ^^^ unterlegen, benn bie be»» 
jiel^en fid^ nur auf bie abfotutc ®rö§e be« ÄugelrabiuS. gür ß = o 
muß y = 00 werben , b. I). wir l^aben bie Sage ber SBürfelebene burd§ 
ben SKittelpuntt im @inn. @o oft /?>y ift, neigt ber Ort be§ Strägerg 
bem ß jU. (gg folgt baS aug ber ©onftruction be« ^arattelogramm^. 
S)ie gugel^örige giä^e n fommt bann auc^ im (fleinern) b jum ©d^nitt. 
gür y > ß i\t CS natürli^ umgefe^rt. Schreiten wir nun ju ben 
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fo Mnucn nur 8 t)on bcn 




Sernionen: bcd . bcd' . bc'd . bc'd'. 
b'cd . b'cd' . Vc'd . Vc'd', 

.\'o = 20 möalic^ctt Statt l^abcn , ttjcit 

gleiche SSud^ftabctt, tote bb'c, bcc' 2C. nid^t combiitirt tocrbcn !önnen, 
fonbcm p^ aufl^eten. Damit ift .bie combinatorifd^e gorbcrung beiJ 
Dftaebcrg beriefen. SBie bic Diagonale beg 5ßarattcIogramm^ pag. 58 
ben Durd^fd^nitt bctocgter Sinien, \o befd^reibt bie „ IranSöerfate '' 
beg ^ßaraHelepipebumö „ben 2Beg be« Durc^fd^nttt^punfteg breier fid^ 
betoegenben Sbenen," unb fenfred^t bagegen fielet baS DItaeber bcd. 
9Kit biefen brei Äör:pem b . c . d ; bc . bd . cd unb bcd, beren Xrägcr 
tt)ir un^ in ein Dreiedf fe|en, l^aben toix bie Äu^gonggpunfte ber ganjen 

@nttt)idelung. SSäie fi^ aug bem SBilrfel 
in ben ISdpunIten b . c . d ba^ 

©ranatoeber bc . bd . cd 
im 3RitteI:pun!te ber ©eiten ergibt, fo fotgt 
jwifd^en ©ranatoeber unb SBilrfel ber 
?ß5ramibentt)ürfel bc*.b*c.bM.bd*.cd *.cM, 
ßtoifd^en Oftaeber bcd unb bem SBürfet 
b . c . d liegt ber Steige nad^ ba8 
Seucitoeber b*cd . bcM . bcd*, benn ba8 

b'cd bebeutet ^b : c : d = b : 2c : 2d 2C. 
3u)ifd^en Oftaeber bcd unb ©ranotoeber bc . bd . cd liegt ba8 

5ß^romibenoftaeber b*c*d . b*cd* . bc*d', 
benn bag Sdä)m 

b*c*d bebeutet 4b : |c : d = b : c : 2d ac. 
ffinblid^ fiaben toir nun in bie S)reiedEe bie 48flä^ner einjufd^reiben, 
inbem toir bie JBud^ftaben in ben Scfen abbiren, aljo §. 85. oben linl» 
jtoifd^en 

c + l?c + bcd = c»bM = *c : 4b : d 
Hegt bag getoö^nlid^e ^ß^ramibengranatoeber 3 2 1 :c. Der alte ?ßater 
Äird^er (Ars magna sciendi sive Combinatoria. 1669) rüfjmt öon 
ber Sombination^Iel^re, ba^ fie sine uUa capitis defatigatione )dox^ 
genommen »erben !önne: ba^ beftätigt fid^ ^ier glänjenb, bie ganje 
JRed^nung löft ftd^ auf in ein gebanfenlofe« med^anifd^eg ©efd^äft, in hk 
einfad^fte Slbbition! 

Auf bie Äugel ift bie @ad^e leidet gebrad^t, man barf fie nur in 
8 (gleid^e) Octanten tl^eilen, einen Dctanten erfüUt bann unfer DreiedE, 
unb bie anbern ergeben fid^ burd^ bie ©trid^elung b' . c' . d' öon felbft. 
Da im regulären Softem bieSjenb == c = d = 1 ftnb, fo läfet ©ragmann 
biej Stjenbud^ftaben weg, unb fe|t blog bie SBieberl^oIunggcEponenten 
ßyd §in , wobei ß>y>d gebac|t wirb. 93el^uf3 ber Sicd^nung mug 
l^ier SBorfid^t auf bie ©teKung ber gried^ifd^en Sud^ftaben genommen werben, 
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unb ba^ gcl^t bann bod^ nid^t immer »sine capitis defatigatione« ab. 

gür ben pofttiüen Octantcn gilt nebcnftcl^cnbe gtgur, bie auf Icjico* 
grapl^ifd^cr Drbnung berul^t: ß muß an bcr @dc b 
bie crfte, an c bie jrteitc unb an d bie brittc ©teile 
einnel^men, weil fie bie größte 3^1^^ if*; bie mittet 
grofee y auf giäd^e (1) bie SÄitte, tceil fie ftd^ auf c 
bejiel^t, bie (cEicograpl^ifd^ bie jtoeite Stellung l^at, unb 
d bie britte, tt^eil fte fid^ auf bie britte ©teße d be* 
jiel^t 2C. Sft ba^ ein für allemal ri^tig gcfteHt, fo ift 

ä. 83. ber SBinfel, meldten bie giäd^en 1 = ßyd unb 4 = ydß mit ein* 

anber mad^en, cos = ^o , ^o . a% ' 3^ ^^^ ^^^ ^^^ SBiebcrbo* 

P -r y -T o 

lunggeEpünenten über einanber ftcßen ^ unb bie brei SJrobucte ber über 

yöp 

etnanber ftel^enben SBud^ftaben burc^ bie Summe ber brei Duabrate 

biöibiren. S)ie geftrid^elten SSud^ftaben gelten natürlid^ negatit). 3Ran 

ftaunt über bie Sinfac^l^eit, unb ift anfangt überrafc^t, aber im ®runbe 

ift bie gange ffinttoidelung nid^tSafö eine @rtt)citerung beg Äanteujonen* 

gefefeeg, »ag 2Bei§ fd^on in ben «b^anbl. Serl. äfab. (1818. ito unb 

1824. 247) für re^ttoinflic^e Sljen auf ba« Mgemeinfte barlegte. 

2Ran lann natürlid^ auf biefc SBeife aud^ bie fd^ieftoiuHid^en @^^ 
fteme bel^anbeln, ba bag ?ßaraQeIogramm ber Gräfte toie bie ^onenpunft* 
unb ©ectioniJtinienf ormeln , üon ber SRed^tminflid^teit unabpngig finb. 
2)ag . I^at @raj3mann (^oöö. 3inn. 1836 »b. 30 pag. 25) am cingliebrigcn 
STpnit nac^getoiejen. Reffet (®ei^rcr'8 ^i^vP^aiifd^e^ Sßörtctbud^ 1830 V. 1231) 
ging gteid^ auf biefc Sbeen ein, unb nannte jenen 3''Pci^ä'^f<iwiwi^^öng 
bag ,,®erengefe|'' unb bie Xröger „Oerenftral^Icn.'' „©ere'' Reifet bei 
norbbeutfd^en ^ijd^Iern bie S)iagonaIe eine« Duabrat», nad^ ^eptex 
„S^ertini, ©urd^jug" (dtaumex, »erfud^ eine« Abo-S3udSf« bet Är^ftaUfunbe 1820 
pag. XVI). @r enttoidfett bann »eiter eine SWenge gormein , um bie 
ßage ber ©tral^Ien §u beftimmen, ffi^rt aber eine ganj abfonberlid^e 
©prad^e, bie bag ßefen ber im Uebrigen öortrefflid^en «rbeit fel^r er«» 
fd^wert. er geprt mit einem 2Borte ju ben grünbtid^en SSorläufern 
tjon äRißer. SBenn ber l^eutige SSeteran in 3)eutfd^Ianb fo »enig SBe* 
at^tung fanb, fo finb baran too^I lebiglid^ S)arftenung unb Slomenclatur 
©d^ulb. SÄan barf nm einmal bem gebilbetcn fiefer nid^t jumutl^en, 
bag er alle« mü^fam Sfngeeignete pW|Ii^ gegen bag Sleue, nid^t feiten 
jweifel^aft JBeffere, fid^ aneigne. Unb bo^ ift Reffet 1854 nod^ öon 
aSoIger fibertroffen, too fid^ bie Sad^e ini^ toa^r^aft Säd^erlid^e jufpifete, 
toie fd^on ein eiujiger ?[ugbrucf betoeifen fann: red^t« fnöd^el^ödertimp^ 
Iig*!nöc^tid^-fIod^IippIiger ga^terg^limpling (^o6ea, ©efd^id^te aRinerai. 368). 

SBenn t§ fid^ um neue SJietl^oben ber 9led^nung ^anbelt, fo ift be* 
fonber« au^ äB. 8ß|etoell (PMiosoph. Transact. 1825 pag. 87) JU nennen, 
m beffen gu|tapfen fpäter SÄiCer trat. (Sr bebient fid^ ber Indices 
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hkl, pqr ic, unb gc^t namentlid^ auf bic 3 + lajigc ©tcQung beg 
3* unb öglicbrigeu ©^ftcmg nid^t ein, fonbcrn bleibt bei ^au^ [teilen, 
inbem er bie brei 9i^omboeber!anten »ieber ate gteid^ tange unb gleid^ 
fd^iefe Äjen einführt. Reifet ber fi^iefe Santentoinfel be§ SR^omboeberg 
a, fo flnbet er ben SBinfel w jweier glöd^en hkl unb h'k'l' 

hh^+kk^+n -(h^k+hk^+ha+hl^+ka+klQ cos g 

— 008«»= ./ i ä i 

^[h»+k*+l*-2(hk4-hl+kl) C08 «] [h'+k'+l'— 2(h'kf+h'l'+k'l0 coa «] 

ffig ift fetbft für Ärt|ftaaograt)^en nid^t leidet, fic^ in biefe öeränberte 

Stellung hinein ju finben, auc^ finb bie SaSege leinegmegg immer bie 

einfad^ern, toie j. SB. bie Prop. 38 (1. c. pag. 118) beweift, toeld^e »ir 

nad^ bem Äantenjonengefe^ burd^ einfache Slbbition ber Sßenner ju 

©taube bringen. Slber alle Sl^tung üor ber matl)ematifd^en äßetl^obc! 

SBir treten bamit in bie ^ßeriobe, tt)o bie beiben SBege, bef4iattltt|r- 

unb re^ineniie, immer weiter au^einanber ge^en, unb too fic^ ein ©alcul 

ber ©ad^e bemäd^tigt, bem nur ttjenige äRineratogen getoad^fen finb. 

äud^ id^ belenne mid^ in lefeter 83ejie^ung ju ben fd^tüäd^ern. S)al^er 

gab ic^ t)on iel^er SarfteHung^toeifen, meldte bie @c^tt)ierigleitcn in 

Silbern ju übern)inben fud^en, ben SJorjug. 3n baä S3ilb mit unferer 

Slnfd^auung einjubringen, unb bie (SntnjidEelung ber gläd^en aug i^rem 

^onenjufammen^ange bargulegen, bleibt Hauptaufgabe, toeld^e mittetft 

5ßrojectionen am populärften gelöft toirb. ©c^on alg ©tubent ^abe id^, 

um ben fd^toierigen SSorträgen oon SBeig folgen ju fönnen, mir Sinear* 

^projectionen gemad^t, b. 1^. fämmtlid^e gläd^en burd^ tintn $ßunft gelegt, 

unb burd^ eine beliebige @bene (5ßrojectiongebene) aufgefangen. ®i^ 

fallen bann bie parallelen Ärtiftatipäc^en in eine ©bene (Slebuctiong-» 

ebene) jufammen , bie . fi^ burc^ eine ©c^nittlinie (©ection^tinie) funb* 

gibt; tt)ät)renb bie Äanten einet 3^"^ fömmtlid^ burc^ eine einjigeSinie 

(ßonenaje) getjen, welche bie jßrojectiongebene in einem ?ßunfte fc^neibet. 

S)ie 3oue gibt fid^ alfo burd^ einen 5ßunft (3otiei()itin(t) mit voiiitU 

förmigen Sinienftra^len !unb. Site SBeig im grü^ja^r 1834 bie ©ac^e 

juerft in meinen Rauben fa^, blieb er einen äugenblidE nad^benlli^ 

fielen, aber nid^t lange, fo ging i^m fd^on unter freubiger Aufregung 

baS öoQe Sid^t barüber auf. ffig bilbete gleic^fam ben ©d^lu^ftein feiner 

SBetrad^tunggmeife, toetd^en ju legen mir öergönnt toar. S)enn tamate 

»ugten mir beibe nid^t , ba§ SReumann (öeittöße aur Är^ftattonomie 1823 

pag. 117) e§ fc^on angebeutet l^abe: n)ie einft Serntiarbi bie 3ieumann'=^ 

fd^e , f ^atte au^ 9ieumann biefe SJietl^obe öorau^gefe^en. Slber im 

®runbe mar bann bod^ erft mit ber 8lu§fü^rung bie ©ad^e ba. 2)a6 

l^ier bie Sage ber glasen unb ^onenajen unmittelbar in bie äugen 

tritt, mä^renb bie grapl^ifd^e 3Ket|obe (mie bag 5ßotarbreied) bie SSer* 

l^ättniffe umfe^rt, nid^t bie 3«^«^ fonbern bie glücke afö ?ßunlt unb bie 

3one nid^t bie glä^e afö Sinie gibt, ift ein nid^t gering aujufdölagenber 

aSorjug. ©elbft einem SBeife gingen bie 5ßerpenbifel gegen ben ©inn. 
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er f)at ftd^ il^rer in feinen ©d^riften nie bebient, rtäl^renb er bie Sinear* 
projection fofort bcnufetc, fd^on im §erbft 1834 ben öcrfammetten 
bcutfd^en SRaturforfd^ern in ©tuttgart öorlegtc, unb mid^ fd^Iic^Iid^ »er«* 
antaste, cg in ^ßoggcnborfg «nnalen (1835 »b. 34 pag. 503 u. JBb. 36 pag. 245) 
belannt jn mad^en. @r fclbft ging nun im Sid^te biefcr S)arfteQung 
feine frühem Slrbeiten wieber burd^, begann mit bem &t)p^ {^^. »err. 
3C!ab. 1834 pag. 623), fd^ritt jum gelbfpatl^ in ber üiergliebrigen (i. c. 1835 
pag. 281) unb ©äuIenfteHung P/T (i. c. 1838 pag. 253) , jum (Suffag 
(1. c. 1841. 249) K. 3d^ l^öbe in meinen SSoriefungen unb Arbeiten fte 
^au^ptfäd^Iid^ ju ©runbe gelegt. 

2)a M biefer ?lrt bie gläd^en burd^ eine Sitiie, bei Sleumonn 
burd^ einen ^utilt bargefteflt tt)erben, f o fteHte fte SBei^ («bi^. »eri. Sttab. 
1834 pag. 624) unter bem Flomen gra^il^if^c 8titeatiitet|obe ber 9ieu^ 
mann'f^en ^nnftmetlobe gegenüber. äRon fönnte fie, auf bie Qoxttn 
fe^enb, aud§ umgefel^rt benennen: bcnn bei mir liegen bie gfäd^enorte 
einer ßone in fünften, bei SÄeumann in Sinien, unb bamit fiele ber 
(Stempel ber großem Sinfad^^eit »ieber auf bie meinige jurüdE. ©eit 
S. S)itfd^einer (eiftunöSbertd^t 3»at^. ©(. SGöien. S»ab. 1857 »b. 26 pag. 279) 
un^ mit einer grap^ifd^en Sreidmetl^obe betannt gemad^t f|at, too bie' 
gtä^enorte in Ärei^linien liegen, jeigt fid^ aud^ xoof)i Suft, bie alte 
SSei^'f^e ^Benennung wieber umjufel^ren : bann toilrbe meine SKetl^obe afö 
w^unftmetl^obe'' an ber ©pi^e ftetien, unb tt)ir fd^ritten burd^ bie yitn^ 
mann'fd^e „Sinienmetl^obe" jur Sitfd^einer'fd^en 

AteiSmet^olie. 2>erfelbe fäat auf bie äBirtelftraJ^fen eined ßonen^ 
punftei^ N öom SJiittelpunfte o ^ßerpenbifet 
om, om,, om« lt., unb nennt m ben Ort 
ber glasen, bann liegen natürlich alle biefe 
Orte in einem Äreife, ber oN afö 2)urd^«' 
meffer f^at 2)enn biefer 2)urd^meffer mufe 
für fämmtlid^e red^ttoinllid^en SJreiedfe oNm 
bie ^tjpotenufe bilben. gür ben SJr^ftaHo* 
grapi^en l^at bie ©a^e jwar feine befonbere 
SBid^tigfeit, aber für ben ÜÄatl^ematifer ift eö 
immerl^in erfreulid^, ba§ bie ©ad^e fo nn^ 
mittelbar ax\^ unferer ^ttnftmet|obe l^erioor«^ 
gel^t. Sieumann'g ßineiiniietialie fütirt bagegen fd^on auf ettt)a« com- 
plicirterc SBeife jur 

^arabelmetl^obe (€i*b. mm. «lab. i858 »b. 28 paj?. 93). ©u^en tnir 

7»- l^ier ben Ort P einer gtäd^e ^+5^; üerbinben ttjir 

bann ben äßittelpuntt mit biefem Drte P, unb 
jiefien gegen biefe Sinie OP burd^ ben Ort P eine 
fenfred^te QR, fo bilbet biefelbe ben neuen Ort in ber 
^ßarabclmetl^obe. 3)a in bem red^ttoinflid^en ©reiedCe 
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OPQ bie Soorbinate ^ bie mitttere ^ßro^portiottale jioifc^en - unb x unb 
ebcnfo im 2)rcied OPR - jtoifd^en ^ unb y ift, fo tpirb 



««-'än^ 






vba* 



SBir fönncn atfo au« ben gegebenen gläd^enau^brüdfen -+|^ bie Sage ber 

neuen Orte QR fofort auf folgenbe SBeife conftruiten: 

@egeben fei .eine gonenlinte ~ ^ 5^ »lit ben gläd^enorten nn, tc, 

tt)ir fäHen üom Sentrum o' aug auf bie 
^ Zonenlinie ein ^ßerpenbifel OP, unb con^ 

ftruiren fenfred^t gegen on unb on, bie 
neuen ßinienorte N unb N, , fo tangtren 
biefelben in t unb t, eine ^ßarabel, toelc^e 
il^ren »rennpunft in unb il)ren ©dpeitel 
in P tiat. PX ift ba^er bie Slfe, unb 
LI = 4m ber $ßarameter. 3)enn bie @Iei^ 
d^ung einer Sinie, toeld^e burc^ ätt)ei $ßunfte 
x\ f unb X", y" ge^t, ift 

X — x' x' — X" ^ 

y X' — X" "^ X' — X" • 

9?un finb bie Soorbinaten be§ ^unftei^ 
o . . . x' = m , y' = o 
unb bie Soorbinaten beg fünfte« 
n . . . X" = , y" = y" , 
bieg in bie ©leid^ung ber ßinie gefegt, gibt 
ung bie ©leid^ung ber Sinien on, toeld^e 
burd^ bie 5ßunfte o unb n getjt 

y = — ^ + y". 

m 
2)er Ort N ftel^t ober fenfred^t barauf, ^at alfo 

m 

y = p + y". 

S)a8 ift bie ©leid^ung einer S:angente an eine 5ßarabel. SBie bie 
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Äreife aOe i^rcn SKittelpunft im Slnfanggpunfte ber eoorbinaten l^attcn, 

fo ^oben fämmtlid^e 5ßarabeln il^ren Sörcnnpunft bafdbft. ßur 

(^Uitifrnmetl^olie gelangt man, »enn man bie Äreife ber 5ßunft^ 

unb Sinienmet^obe auf eine Äugel trägt, unb biefe nad^ ben Siegeln ber 

barftellenben ©eometrie auf eine ©erabenbfläc^e projicirt, bann njerben 

bie größten Greife eUipfen. 3)a biefe nad^ meiner ^unftmetl^obe ©ectiong* 

freife, nad^ ber SReumann'fd^en Siuienmet^obe aber ^onentreife barftellen, 

fo finben beibe 2)arfteHungen in ber ©Hipfe i^ren SJerbinbungi^punft. 

2)itfd^einer <©i^b. aßicn. «icab. 1858 ©b. 28 pag. 134) fd^reitet nun fogar 

ttoc6 jur 

§ier finb bie Orte ber Är^ftaUfläd^en ixoax 

»ieber 5ßunfte, aber bie ^ßrojection^ebene 

mufe ücrrüdEt tt)erben: ^abe id) nemlid^ eine 

allgemeine gfäd^e 

a b 
c : - : -, fo mug iä) auf bie ©ectionö*« 

a b 

linie - : - bag 5ßerpenbifel op fäQen , bann 

ift cp bie ,,8t«te m ptffleit %am'\ 2)ie 

5ßroiection§ebene MNPQ mug id^ nun burd^ 
P in ber Sl^e y parallel ber Sljenebene xz 
fo legen, baß OP = 1 ift. SBo bie Sinie 
beg ftäriften gaHeg cp biefe ^ßrojection^ebene 
MNPQ im 5ßunfte r fd^neibet, ift ber gtäd^enort ber „grapl^ifd^en 
§^^)erbelmett|obe." 9Kan fie^t, bie ©ad^e wirb immer üertoidelter. 
Slud^ gelten bie ^tjpexhdn n\ä)i mei)x burd) ben 8lEenmittel^)unft, fon^ 
bern il^r 5ßarameter tt)äd^ft, je mel^r fie fid^ bemfelben näl^ern. Sn ber 
(Sihtnt finb bei folgen grapl^ifd^en SOf^et^oben bie ^läd^enorte itxnitn 
(toie bei meiner unb ber 5ßarabetmet]^obe) ober ^unlte (5Reumann'fc^e^ 
Ärei2*=, ©HipfeU'', ^^perbelmet^obe) ; bie ^läd^engonen fallen bagegcn in 
fünfte, Sinien, Äreife ober Äegelfc^nitte. Slber man fann nun auc^ jum 
Kanitie fortfd^reiten, \ooxm bie ßonen nic^t me^r ate Sinien, fon« 
bcrn afe gläd^en (^onenflöd^en) auftreten. 9lur meine ^ßrojection, öon 
5)itf^einer ^iinftmetl^olie genannt, jeigt bie 3one nod^ in einer Siitir 
(^onenajc), unb ertoeift ftc^ baburc| immer tt)ieber aU bie einfad^ere. 
3u bem @nbe bcnfen tt)ir un^ alle gläd^en burd^ einen gemeinfamen 
feften $ßunft (Stullpunft) gelegt, bann ftral^len alle Zonenlinien üon 
na^ cntgegengefe^ten ©üben in^ Unenblii^e ; jtt)ei Zonenlinien beftimmen 
eine ßbene; brei Zonenlinien beftimmen eine ober brei ®benen, lefetere 
l^eigen $e|ai)i; t)ier Z^^^i^Knien beftimmen eine ober öier ©benen, 
Ic^terc bilben SBierjonenförper ober'OiEtaibe; fo lommen tt)ir burd^ fünf 
©tral^lcn jum ©ecaibe, burc^ fed^§ jum 2)obecaibe 2c. 3)er aRat^ema«« 
tifer fielet ba lei^t ein, ba§ mittclft ©lei^ungen ber Sinien unb gläd^en 
nebft 2;rigonometrie man alle möglid^en Sled^nungen auSfül^ren fann, 
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ol^nc auf bie Slnfd^auung ber Äörpcr jurüdfjugctien, 2)hfd^citter (©itungsb. 
men. 2ifab. 1858 SBb. 28 pag. 201) \üf)xt ba« bur4 uiib nennt bcn ©tratil 
3otteitgeta)ie. 3)ie SReumann'fd^e , üon 3)it}d^eincr Stiteatmet^olir ge^ 
nannt, füfirt un^ bagegen fd^on jur Qmtnthtnt, bie burc^ ben 9luII^ 
puntt gelegt auf bie ßönengerabe (gonenaje) fenfred^t ftet)t. Qn gteid^cr 
3eit fte^t fie fenfred^t auf ben gläd^entt)irtel, ber in ber ^ontna^e liegt. 
®enfen tt)ir ung bie gonenaje alg ^ollinie, fo bilbet bie ^onenebene 
ben Slequator unb ber. gtäd^cnnjirtel beftimnit bie SKeribianfreife. fjaffen 
tüir ttjeiter bie 5ßoIe breier 3^"C"öEcn ing Sluge, fo beftimmen biefelben 
ein !örperIidE|e§ ({p(|ärifd)e§) S)reiedE. Segen tt)ir bie brei gugel^örigen 
3onenebcnen fenfred^t bagegen, fo fd^Iiegen biefelben ein förperlid^eS 
SreiedE ein, ttjeld^eS mit bem üorigen bie SBinfel • oertaufd^t. 93eibe 
bilben atfo in Sejug auf cinanber 5ßotarbreiedEe, »ermatten fid^ 
reci^)rof ju einanber, Slber ttjie bei S)reieden, fo entftel^en aud^ bei 
anbern (Sien mit 4, 5 unb n Kanten ätinUd^e ^)oIare ®egenfä|e, lurj 
ic^ befomme S3ilb unb ®egenbilb. Sllleö baö getjt au^ bem 9luHpun!tc 
I)erüor, unb ftral)tt in ben unenblidjen 9taum Ijinaug. S)enfen tt)ir 
ung nun aber bie gonenajen aU gietjcnbe Äräfte, fo ift ba« SRefuttat 
ber 3w8^^<ift ^^^ 3onenebene: bie brei ^onenajen be§ SBürfel^ erzeugen 
il^re eigenen gläd^en; bie fec^g ^^ncnajen be^ Dftaeberö bagegen bie 
gfäd^en be^ ©ranatoeberS, unb bie üier ©äulenjonen be^ ®ranatoeber§ 
bie Oftaeb.erfläd^en. SBoüen ttjir ung baüon eine SSorfteHung madjen, 
fo gefd^iel^t bag am Seften auf ber Ängel ober (Sbene: bag Sugelbifb 
ma^en tt)ir, xoic ber ©eograpl^ feine SBeltfugel, ftereograp{)ifd^, unb bie 
Sbene l^at bann mit ber äJtercatorfd^en ^rojection gemein, bag bie 5ßote 
beg Jlafelfreifeg in ^ßarallellinien fid) auflöfen. SBie ber ©d^iffer nur 
mit @ee!arten fd^iffen, fo fann ber Ärl)ftaIIograp^ fid) am beftcn auf 
ßbenen orientiren, unb bamit öiele Sted^nungen erfparen. 

5)a aüe ^uficlit äljnlid) finb, fo ift nur ein einjigeg JBilb möglich, 
faQg man ben SZuUpunlt ber ©traljlen in ben SRittelpunft legt. 3n ber 
Sbene gibt e§ bagegen |o t)iele giguren, alö man Tangentialebenen t>on 
üerfd^iebener Sage an bie Kugel bringen fann, b. 1^. SQSürfel, Dttaeber, 
©ranatoeber, öerfd^iebene 5ß^ramibentoürfeI 2c. geben jeglid^e ein anbereg 
aSilb, aber immer mit benfelben ^^nenpunften unb glöd^enlinien. SBaS 
bie Sonenfttfieln im 3ftaumc betrifft, fo bringt man aud^ biefe leidet gur 
SSorfteßung: benn man barf nur öon ben glädEien eine§ beliebigen 3onen== 
punIteS ma -f nb nac^ ber KreiSmet^obe bie Orte fud^en, burd^ ben JiuK* 
punit eine ®bene (^onenebene) fenfred^t gegen bie ßonenaje legen, unb im 
SRittelpunfte beg gefunbenen gonenfreifcg ein 5ßerpenbifel errichten, fo be* 
ftimmt biefeg im ©djnittpunfte mit ber ^onenebene ben Kugelmittelpunft. 
S)a nun aüe 3onenfugeIftäd^en, toie -bie ^onenfreife burd^ ben SRutlpunft 
gctien muffen, fo ift bamit bie ©siftenj ber ^onenfugeln nad^getüiefen. 
SEBenn nun S)itfci^einer fogar no^ ju ben ^onenfegeln unb ^onenconoiben 
fortfc^reitet, fo l^at bie ©ad^c jnjar feinen fr^ftatlograpliifd^en SBertl^, 
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aber fte (jibt bod^ immer einen matl^ematifd^en (SinblidE in ben l^ormo* 
nifc^en Sau ber Är^ftaQe. 

2)a§ Heine ^uä), über bie „aRetl^obe ber ^r^ftoQograpl^ie 1840, 
tt)eld^e§ tc§ nac^ meiner Ueberfiebelung bon JBerlin nad^ Tübingen im 
aaSinter 1837/38 etoaS flüd^tig nicberfc^rieb , unb bog bal^er nid^t ol^ne 
SRöngel, fogar nod^ mit einigen ^etjlern bel^aftet blieb, l^atte ben ein* 
gigen Qmd, qu bcr ;^anb, ber 5ßrojection auf populärem SBege bie 
9?otl^n)enbigfeit t)on fed^S Är^ftattf^ftemen ju bereifen, ©aju beburfte 
eö nur ein $aar Sinien, unb be^ ©afeeg, bafe jiuei 3)inge entoeber 
gleid^ ober ungleid^ finb. SBie üon felbft entoidfelt fic^ burd^ bie üier 
mögtid^en ©äulen ju ben ad^t möglichen ^ejaiben auf bem einfad^ftcn 
SBegc bie üoQftänbigfte Sinftd^t in bie ttmnberbare Symmetrie ber ^r^- 
ftatte, bie nid^t anber§ gebadet werben fann, atö fie ift. äßag eg für 
ben äRatl^cmatifer Sebürfnig fein, bie ©ad^e wn einem l^ö^ern aber ba= 
mit aud^ unberftänbKd^ern ©tanbpun!te 4U ergreifen, wie etwa a3rat)ai§ 

(Memoire aur les polyfedres de forme symetrique 1849, ßtudes criatallographi- 
ques 1851), äRöbiuS (SBcric^t fßevf}. t. fäd^f. Qk\. SBiffenW. 1849 pag. 65), graufeu^ 
I)eim (UcBer bie anorbnung ber SWoleciUe im Är^ftaÖ, ^^ogg. 9lnn. 1856 SBb. 97 
pag. 337) ober Dr. ©ol^ndEe (^Oßg. Sinn. 1867 SBb. 132 pag. 75), mir we:^ 
nigftenS maä)t e§ gro§e Siotl^, fie ju üerfte^en. 3ebenfatt§ aber gelangen 
fte aüe immer t)on neuem wieber *ju bemfelben längft enlwidfeltcu 3^e^ 
fultate, ba^ nur fed^§ ©ijfteme möglid^ finb. Saffen wir 

WliUni fpred^en, fo ^eigt e§ [i. c. pag. 68): „wirb in ber ©benc 
„be§ tcftttitttctt »ictctfä ABCD ein fünfter 5ßun!t E tjiujugefügt, fo 

„wirb bamit bie ©timmetrie im SlUgemeinen 
„aufgef)obcn. S)enn bie gigur ABCDE fann 
„t)on einer if|r gleidjen unb äl^nüd^en abcde 
„im Stögcmeinen nur auf eine SSeife gebedPt 
„werben. S)ie burd^ ben 3^f^fe ^^n E t)er== 
„loren gegangene Symmetrie wirb mau aber 
„baburc^ wieber l^erftetlen !önnen, ba^ mau 
„in ber Sbene A . . . E nod^ fiebcn neue 
„5ßuufte FGHJKLM tiin^ufe^t ; biejenigcn 
„nemlid^, auf weld^e ber ^uiift e ber gigur 
„abcde faßt, Wenn man bag Quabrat ABCD auf bie nod§ übrigen 
„fieben 8trten üom Ouabrate abcd gebedft werben lögt. S)enn fe^t man 
„aud^ jur gigur a . . . e fieben neue 5ßuufte fg . . . m l)inju, fo ba§ bie 
„gigur ab ... m ber gigur AB ... M gteid^ unb äfinlid^ wirb , f 
„werben , fo oft fidj auf eine ber ad^t öerfd^iebenen SJBeifen bie beiben 
„Quabrate ABCD iinb abcd bedEen, audO bie ad^t fünfte e...m mit 
„ben a^t $ßunften E . . . M, nur immer in anberer Orbnung, jufammeu 
„fallen. ®§ wirb bal^er, fo wie ba§ Duabrat ABCD, aud^ bie I)inju- 
f»9^fü9tc Sigttr E . . . M, unb beSgteid^en and) bie aug beiben jufammeu^ 
„gefegte A...M, jebe nac^ ber Qahl 8 f^mmetrifdb fein." SRiin, obne 

5* 
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Äo^)fäerbred^en üerftcl^t man bag nic^t, unb bod^ liegt für ÄrtjftaHo'^ 
grapl^en bie (Sinfid^t fo na^e: benn toenn eine Sinie EF bie ©eilen beS 
SBinfelg B an ber Onabratfäule ungleich fd^neibet, fo forbert bie ©^m* 
ntetrie eine ©egenfläd^e LM, bie bie Ungleid^^eit tt)ieber anf(|ebt, unb 
ba§ an ben öier ©dfen, nieil fie gleich ftnb, tt)ieber^oIt, gibt 8 <§anb6ud^ 
minevaL 1855 pag. U). ®ar nid^t unpoffeub f dalägt ber berühmte 3Sla^ 
tl^ematifer bie neuen @t)ftemnamen t)or: irreguläre^ (öorerfteg) , erfteg, 
ätt)eiteg, britteS, t)iette§ unb reguläre^. SJerboppelt man biefe Saf)Un, 
fo gel^t bei ben mittlem ©^ftemen bie Qa^ ber gteid^en 5ßaraHeIräume 
^ert)or. 3)a^ erfte ift ba^ 2 + Igtiebrige, bag jttjeite ba^ jtt)eigliebrige, 
ba§ britte ba^ breigliebrigc, ha^ üierte ba§ öiergliebrige , tnie id^ bie 
SBeigifd^en 9?amen mit ^u§na(|me beS erften fc^on längft abjufürjen 
öorfd^Iug (HWeti^obe Äti^ft. 1840 pag. 257 u. 309). ®§ geigt fid^ ba immer 
tt)ieber, ba§ bie älteften 83enennungen bie beften finb. 3ebe0 ©lieb 
foßte eigentlid^ ein 2)oppeIgIidt) (©^mmetrieglieb) fein. Snfofern ift 
bag je^ige eingliebrige gtieberlo^, unb fte^t afö irregutöreS bem regulären 
t)ortreffIid^ gegenüber. S)ann müßte bag 2 + Igliebrige tontliä) etn= 
Bliebtifl l^eißen. Slber tt)irb baS nid|t anfangt bie ©^rad^e üerttjirren? 
aSeiß fönnte un§ aud^ Ijier an^ ber ^iotl^ (jelfen. (Sr nannte (m^, 33eri. 
Stfab. 1820 pag. 196) ba§ eingliebrige singularinm , ba§ 2 + Igl. uno- 
binarinm, ba§ 2gl. binarium 2C. SBürbe man ba§ SBort binar mit 
$aar überfe^en, fo tt)ären bie Sejeid^nungen unpaarig, paarig, ä^ei«= 
paarig, breipaarig, merpaarig, öielpaarig gegeben, unb man n)ürbe 
mit ben „©liebrigen"' nic^t in ©ollifion fommen. @e{)r fi^ön ttjerben 
bie Är^ftaHe faleiboffopifd^en giguren öerglid^en, benn ttjenn man jttjei 
©piegel unter SBinfeln üon l80^ 90^ 60^ 45 ^^ an einanber fefet, unb 
einen ©tab bojttjifc^en fteUt, fo fommen ber 9lei^e nad^ 1, 2, 3, 4 ©täbe 
gum aSorfd^ein, bei 30^ 6 (6gliebr.), bie glädjentröger ber ©^fteme 
repräfentirenb, unb bei brei Spiegeln unter 90^ 60^ unb 45® äufammem 
gefefet 24. 

S)urd[j aHe jene mat^ematifd^e ©peculation unb Setoältigung t)on 
5ßun!t= unb SÄoIecüI^aufen wirb bie $Rot]^n)enbig!eit ber ©ad^e ber ein== 
fad^en Slnfd^auung nid^t fo Kar, aU mnn man au§ bem begriff be§ 
9taume§ unb ber SJrtiftattfläc^e ^erauS burd^ bie ©äule unb ba§ ^ejaib 
jum enblid^en ßiele ber gat)! 24 fortfc^reitet. Sei ber aÜjö^rlid^en 
SBieberl^oIung meiner Sßorlefungen ift mir ba§ ©tiftem jum üottften 
Stbfd^Iul gebiel^en. Sluc^ $r. Dr. SBerner (Seitfaben jum ©tubium ber 
Är^ftaßograjji^ie 1867) I)at ben coufequenteu (Sang Kar bargelegt. S)ie 
SBinletred^nung betreffenb, fo finbet fie ttjeniger im 9laume, aU auf ber 
Sbene ftatt (^Beiträge gur red^nenben ^r^ftaßograjjl^ic 184»), e§ l^abeu bal^er 
felbft 3Ratt|emati!er (©d^röber, ®rementc ber red^nenben ^r^ftattograji^ic 1852) ij^r 
bie Slufmerffamfeit jugettjenbet. Sa roa^ bie giguren babei für ben 
®inbtidf gu leiften vermögen, ba§ geigen unter öielen anbern bie grünb* 
liefen Slrbeiten t)on ^odEiftetter (Är^ftaafi;ftem be§ 3ilS>omboebr. ^alfi^aloibeg 1854, 
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S)cn!fdjr. SBien. STcab. VI), Dr. ß. SBei§ (Är^ftaHoöt. ©nttoicferung ^Iteä fcpar^ -^ 
fjjficmeS 1860, Slbl^anbt. S'Jaturf. ©efcßfd^. ^attc V) 2C. , Unb bie J^errft^''^! - - 
^r^ftaöjeid^nungcn, toie^ fie ung ^err ^cffcnberg feit 1856 in ben W)^' 
^anblungen ber ©endfenbcrg. Slaturf. @)efeBf^. ju gronffurtcn. i58, 243; 

1860 m. 255; 1861 IV. 1, 181; 1864 V. 233; 1866 VI. 1; 1868 VE. 1; 1870 

VII. 267; 1871 vni. 1) unter bem 6efc^eibcncn litel „aKincralogifd^e yio^ 
tiitn" ober $err Sft, t). Äolfd^aronj (awatmotien juv mnevaio^ic din^ianH 
1853—69) borfül^ren, werben burc^ ein 5ßaar Sinien nad^ i^rem 3«>nen=^ 
öerljöItniB üotlftänbig flar. SBer ben SBertl^ für bie Darlegung ber 
fd^ioierigften SSerpttniffe tüürbigen lernen tüill, ftubire bie arbeiten beg 
^errn t)om 9tat^ über ben Sljinit (^ogg. SÄnn. 1866 93b. 128 pag. 227) 
unb befonberg über S^onbrobit (?ogg. ^m, 187 1 ergänjungsb. v pag. 321), 
»orin ber fläd^enreid^fte ^^ftatt ber SBelt in feinen brei öerfd^iebenen- 
S^pen auf einem jeinjigen S3i(be mit bettjunbern^toertl^er ©enauigleit 
gegeben ift. 9Ran ergel^t \iä) barauf , ttiie auf einer Sanbd^arte, unb 
fottte irgenb ein ujid^tiger ^onenpunft nid^t fogleid^ abgelefen tt)erben 
fönnen, fo reid^t bie einfac^fte 9ie^nung mit ben ©ectionS* unb ^onen* 
punftformetn jur Ermittelung au§. ®ine^ getoiffe Ueberlabung ber gi* 
guren lägt fid^ nic^t läugnen, toie ein S3Iid auf bie fläd^enreid^e S)ar* 
fteßung be^ Sleiöitriolg bei §r. SS. ö. Sang (©iftber. äßie«. afab. 1859 
S3b. 36 pag. 241) jeigt , tt)o bie fünfte auf ber Äugel burd^fi^tiger er^ 
f (feinen, aU baö barauf folgenbe ßinienbilb; aber ic^ fel^^ bie gläd^en 
in il^rem SJerlaufe, tt)ag für ben Är^ftallograp^en eine entfd^iebene (£r- 
leid^terung bleibt, d^ (endetet ba§ un§ nie beffer ein, alg mnn tt)ir 
bk ©ad^e leieren foöen. SWad^en fd^on bie ß^nenpunfte bem Slnfänger 
SJJül^e, fo werben bei ben 3«>Ji^ttIinien bie ©c^wierigfeiten faft unüber«» 
ttjinblid^; nur SKatljematifer tonnen nod^ folgen, unb bod^ foHte bie be== 
fdtiaulid^e Söetrad^tung gewad^fener SBefen nid^t ber bloßen 9ied^enfunft 
anl^eimfaöen. 

äRat^ematiter unb^^^fifer jietien aKerbingg bie ßonenlinien ben 
ßonenpunften öor, weil ftd^ barauf ber ©aicul fc^ematifc^er antoenben 
lägt. ^rof. SB. ^. SÄittet ju ©ambribge (geb. 1801) ^at in einem 

Keinen 93ud^e (A Treatise on Crystallography 1839.' Ueberfe^t öon ©raiUd^ 

1856) baju bie S3a^n gebrod^en, auf wefdjer befonber^ bie neuern SBiener 
aWineralogen (33. \>. Sang, 2ei)vhn^ ber Än)ftaaograVl^iel866; Dr. 31. ©darauf, 
2e^thu(l9 ber Är^ftaaogra})l^ie ; S3. i). Qe\>\)avo^i^, ®})ibot, SBefuölan jc. ©1^5. SÖßlen. 
mat>. 1859 33b. 34. 480, 1864 S3b. 49) unb in ®eutfd)Ianb bie ^^^fifer 
(Äatftert, Sel^rbud^ ber Är^ftaUograjj^ie 1861 ; S«eufci&, «ßogg. Sinn. S3b. 142 pag. 46) 
wanbeln. 9Wir mad^t bag SSerftänbnig ©d^wierigleiten. ®Ieic^ ber 
erfte ©a| lautet abgefärbt: 

„Sa§ OX, OY, OZ' fein bie ©urd^fd^nitte üo'n brei ebenen burd^ 
„einen 5ßunft innerfialb beg Är^ftaßg ; unb la% eine gläd^e fie treffen 
„in A, B, C. 5)ann , wenn eine anbere glöd^e fie trifft in 41, H, L, 
„wirb man finben 
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z 




1 A2-1 ?2^^ i 25 
h HO "" k KO "" 1 LO ' 

„too h, k, 1 mog ctnc poptiöc ober ncgatiöc 
rrS^^I f^te-" Uebcrfc|cn ttJtr bog in bic feit 
SBeiß getoöl^nlid^e ©prad^c ber Sr^fiaHo* 
grapl^cn, fo lautet e8: 
1 a ^ l" b _ 1^ 
^ k • i,b " 1 
1. b 1 



= 1 ober 



k 

b 
-Lb 



TV 



n 



eine SBinfentoa^r^eit , . bie feinen Slnftanb ^at , ttjä^renb man fid^ bei 
äfitöer lange befinnen mug, nm eg ju faffen, äumal ba er in (7) nod^* 
mal§ barauf weitläufig jurüdffommt. 



^aben toir bann eine gläd^e - 



n 



fäöen öom 5RuIlpunfte ein 



5ßerpenbifet OP (3;räger pag. 58) barauf, unb nennen ben SBinfel, meldten 
biefer Präger mit ben SJjen ber XYZ ntad^t, ber ?Rei]^e mä) PX, PY, FZ, 
fo befommen tt)ir brei red|ttt)inflid§e ©reiecfe, tt)orin XYZ bie §tH)ote* 
nufen bilben, ber 2!räger bie gemeinfd^aftlid^e ßatl^ete, bal^er 

ßatfiete OP = - cos PX = - oos PY = - cos PZ . . . (1) 

^ /4 V TV ^ ^ 

8lud^ biefer ^auptfa^ (8), ber überall angctoenbet tt)irb, ift in ber 2)ar= 
ftetlung nid^t fo leidet burd^fd^aut. 

3ur gonenlel^re bebient fid^ äRiöer beg ttjeitläufigeren SBegeg ber 
fpljärifd^en Trigonometrie, unb lommt ju bem iutereffanten ^auptfa^e: 
@inb mir auf ber Äugel brei gläd^enorte (Xrägerpunfte) 

Pl (jUlVlTTl), J^2 (^2^2712), Ps {fiSVSTV») 

gegeben, unb XYZ bie ©d^nttt^)unfte ber fd^iefen Stjenrid^tungen abc, 
fo ftnben fid^ burd^ toeitlöufige 3fied^nung foI= 
genbe (2, 3, 4) ®teid|ungen: 
cos PiX sin P2P8 + sin PsX sin P1P2 

= cos P2X sin Pl Ps 
cos PiY sin P2P3 + sin PsY sin P1P2 

= cos P2Y sin P1P3 
cos PiZ sin P2PS + sin PsZ sin P1P2 
= cos P2Z sin PiPs 
(cos PiY cos PsZ — cos PiZ cos PsY) cos P2X 
+ (cos PiZ cos PsX — cos PiX cos PsZ) cos P2Y 
4- (cos PiX cos PsY — cos PiY cos PsX) cos P2Z = o. . . (3) 
S)a nun formet (1) für jebe giäd^e 'ftattfinben mu&, fo l^aben toir 




(2) 
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©efd^id^tlid^e Einleitung: 9RiEer. 71 

Pi . . . ~ cos PiX = - cos PiY = — cos PiZ 
/ui VI m 

Pj ... — cos P«X = — cos P2Y = — cos P«Z. 
jM2 Vi m 

SIu§ jcbcr bicfer Soppelgteic^ungcn !ann id^ jwci Unbcfanntc bcftimmen, 

folgli^ Y unb Z in X auj^brüdcn, nemlt^: 

cos PiY = — r- cos PiX; cos P2Y = — 1- cos P2X; 

^1 D ^8 

cos PiZ = - - cos PiX; cos P2Z' = - - cos P2X . . . (4) 

jMl C ^9 C ^ ' 

3)ie§ in bie Sebingung^gteic^ung (3) gefegt, fontmt: 

( — r- cos PiX cos PsZ — — - cos PiX cos P»Y) cos P2X 
\ui b ^1 c / 

+ ( cos PiX cos PsX — cos PiX cos PsZ) cos P2X -- r- 

\/4i c / fii h 

+ (cos PiX cos PsY ,-cos PiX cos PsX) C0SP2X — - = o. 

\ /Ml b / /U2 C 

^ier biüibiren fic^ junöd^ft PiX, P2X unb öier a toeg, folglich : 
/^ cos PsZ — "^ cos Psy) 

+ r— cos PsX i: cos PsZ) 

\ui^2bc • iU2b / 

+ — cos PsY 1- cos PsX) = o. 

\/U2C /Ul|U2bC / 

S)ieg nad^ XYZ georbnct, nnb bie üRuItiplicationen auggcfü^rt, gibt 
{v2m — vim) B, cos PsX 
+ {fiin2 — fi27ri) b cos PsY 

+ (f42Vl — fllV2) C<COS PsZ = O, 

ober allgemein 

Aa cos PsX 4- Bb cos PsY + Cc cos PsZ = ... (5) 

JRetimc id^ bie britte gWd^e l^inju, fo ift nad^ ©feid^ung (1) 

Ps ... — cos PsX = - cos PsY = — cos PsZ, 
/US VB nz 

ober nad^ obigem (4) 

cos PsY = — - cos P9X unb cos PsZ = — - PsX , 
ius b /US c 

bie§ in bie SSebingung^gleid^ung (5) gefegt, gibt 

Aa cos PsX + Bb ^ . ?^ cos PsX + Cc — - PsX = , b. b. 
/US b /US c 

A/us + Bvd + Otts = o. 

®tefe ©leid^ung muß ftattfinben, toenn bie brei ^läd^en Pi P2 Ps 

in einer Qom liegen foUen. §aben toir bie Steigungen t)on jtt)ei 
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5ßunften Pi unb P2 ^ingefd^ricbctt, imb fud^n bie 
2)urc^fd^nittöltnic ber ju ben 5ßunften gehörigen Är^- 
ftaüfläd^en, fo meinen toir bie gugeprigen ^onenfreife 

j Kl unb K2 mit il^rem ©ur^fc^nittöpunfte Ps , ber 

Ibann obige Soorbinaten 

Aa = (vsrTTt _ vtm) a , Bb = (imm — fimt) b,^ 

Cc = {f42Vt — fitvu) c 

^at. ©inb mir nun jtt)ei fold^er ^onenfrcife 
Kt(f4iVi7ti) unb K2(fi^nm) gegeben, fo muffen für ben ©urc^fd^nittö:^ 
punft Ps, ber je|t at§ ber Ort einer gläd^e angefe^en njirb, biefe jtoei 
SBebingungSgteid^ungcn gelten: 

/Mia cos PsX + y»b cos PsY + me cos PsZ = o 
/Maa cos PsX + Vih cos PsY + mc. cos PsZ = o ; 
bei ber ©timination lann man bie Slfen abc al§ felbftDerftänblic^ öer* 
nod^täffigen, brauet auc^ ba§ 3ei^en cos nid^t l^inäufd^reiben, bann ift 
^iPsX + yiPsY = — /riPsZ 

^aPsX + V2PsY = — TlaPaZ, b. b. 

^iPsX + yiPsY _ m 



^iPsX + i^iPsY = ^ (a/«PsX + y^PsY) = ^-^PsX + ^^PsY 



V2m 

712 



('»-^)^-^-fe-") 



TT* 
VaTTt — yiTTa 
b cos PsY /UtTTa — ^2^1* 

®ang eben fo finbet man 

a cos PsX ViTti — ViTti 

b cos PsY 



TT« / 

a cos PsX 



c cos PsZ 
a cos PsX 



PsY ober 



b. {|. 



c cos PsZ 



f4i m — fi^m fiiVi — fiiv 



alfo eine gläc^e 

Ps . . . ^ cos Psx = g cos Psy = ^ cos PsZ, 

tt)orin ie|t bie gteid^en SBertl^e öon ABC, aber alg S)iöiforcn (inöertirt) 
auftreten. ?luf biefe SBeife finb mx im ©taube, bie cos burci§ Indices 
au^jubrücfen. (Sg finbet aber nod^ eine britte 3fiei^e öon ©leid^ungen 
ftatt, bie burd^ ©(imination öon sin Pi P», sia Pi Ps, sin P» Ps au§ 
ben gormein (2) ftc^ ergeben: 

(cos PiY cos PaX — cos PiX cos PaY) 



sin Pi P2 



cos P2X cos PsY) ; 
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©cfd^id^tlid^e (Sinleitutifl: SÄittcr. 73 

p p - (cos PiX cos P»Z — cos PiZ cos PjX) 

Siu X 2 jrs 

. D p (cos PiZ cos P2Y — cos PiY cos P.Z) 
sm Pi Pa ^ ' 

= - — p f ^- (cos PsZ cos P3Y — Tsos P«Y cos PsZ). 
sin Jr» ira 

cos PiY cos PaX — cos PtX cos Pa Y _ sin PtJP» 

cos P*Y cos PsX — cos PaX cos PsY ~ sin P. P» ®^' 

sin PiP« ^ ^iy2 — ^ ixivv ^ fuTtt — fuTH _ nm — v%7ti _ (PiPs) 

sin PjPs fi»vi — ftiVi ~" fiim — fun^ wtts ~ vsnt ~ (P'Pa) 

®enn e§ folgt au§ ben ©Icic^ungcit bcr brci gfäd^cn fofort: 

^ cos PiX.^ cosP.Y = ^- cosRXp cos PiY 
ab ab 

ftiVa _ cos Pi Y . cos PaX 

fiivi "" cos PiX.cosPjY 

^ cos PaX. ^' cos PsY = ^ cosPsXr cosP.Y 
ab ab 

jMiVs __ cos PtY cos PsX 

jMsya cos PsX cos PsY 

Sa »jer ^unfteri Pi Pa Pa P* unb bamit ju einer öierten gläd^e 

P* ... -^ cos PiX = - cos P4Y = - cos PiZ 
fu PA n4. 

fortfd^reitenb; gilt für P1P4F« gaiij baffelbe, ttiag für PiPaPa 

galt. 833ir bürfen bal^er in ben gormein nnr Pa mit P* 

unb ^mTT* mit fnvim öertaufc^cn, unb crl^alten fofort 

sin P1P4 _ /t/ty* — fiiVi ^ puTti — /mitt* _ vm* — v^m _ (P1P4) ^ 

sin PaPi ^^V3 — ^8^4 ^3714 — ^4^8 ViTts — ^87^4 (PaP4) ^ 

sin PaPs sin (PiPs — P1P2) .dti/xdü xudn* 

-; — tTtT = ^"-^ — 7rrW\ = Sm PiPs (ctg PiPa — ctg PiP»); 

sm PiPa sm (P1P2) ^ ^ ö /> 

sin P3P4 sin PiPs — P1P4 . ^d/x od a t>ü\. 

. pp = » DP = sin PiPs (ctg PiP* — ctg P1P3) 

sm P1P4 sm PiP* ^ ° 0/7 

wirb l^erin burd^ S)imfion sin PiPs eliminirt, fo fommt 

sin P2P8 sin P1P4 _ ctgPiP» — ctgPiPa . 

sin PiPa sin PaP* ~ ctg P1P4 — ctg P1P3 

|g^j(ctg PiR - ctg RPa) = |gg) (ctg P.P, - ctg P.Pa), b. ^. 

finb mir bie SBinfel PtPa unb PiPa nebft ben SnbiceS öon P^PsPaPi befannt, 
fo lann iä) cotg Pi P4 finben. Ober fenne id^ bie brei SBinlel Pi P2, 
Pi Pa, Pi P4 unb bie Snbiceg mnp beg ^^nenfreifeg , fo laffen ftd^ 
mittelft ber SSebingung^gleid^ungcn /um + m +'7ip = 2C. bie Snbice« 
finben. 
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74 ©efd^id^trid^e (ginlcitung: MUev. 

m man tg^ = ( W) (W.) ' shTR^- ^^ ^^* 

tg (PiP* — iPiPa) = tg iPiPs tg (45<> — d^). 

3n biefer SBeifc wirb bann toeiter öerfatircn. (Srfreulid^ baran ift, ba§ 
aRiHer, ol^ne SBeig ju nennen, bod^ ganj im ©eifte öon SBeig öcrfäl^rt, 
nur bag er im ^inWidf auf f^iefe Stjen auf einem allgemeinem ©tanb- 
pmtte fielet, ©ttnaö jn öiel.Sewid^t tt)irb nid^t feiten auf baS Äuget 
bilb gelegt, ttjie ba§ namentlid^ au^ bcr Elementary Introduction pag. 46 
j^eröorleud^tet , ioo einem neöen bcr Är^ftaDfigur ber große Ärei^ mit 
feinen fünften tt)ie ein §immet t)oUer Sterne öorlommt, ber o^ne bie 
nötl^gen ^onenfreife feinen SBertl^ l^at. ®amit »itl id^ aber bie SBor:^ 
jüge feineSttJegg in ben ©d^atten fteHen , f onbern tt)ir l^aben je|t jttjei 
ebenbürtige SBege, bie beibe aug ber Sßeig'fd^en ©d^ule ]^ert)orgingcn : 
einen birecten unb inbirecten. S)er Iiitecte, ttjeld^er bie glücke afö Sinie 
unb bie 3«>Jte afö 5ßunft barfteüt, ift nid^t b(og ber anfd^aulid^ere, fon* 
bern oftmals fogar ber !ürjere; ber tnlittccte, töeld^er .umgefel^rt bie 
gläd^e al§ ^unft unb bie 3one aU Sinie gibt, mxb öon Slnatitifern, 
benen e^ mel)r um Darlegung allgemeiner (Sefe^e at^ einjelner (Seftalten 
JU t^un ift, betiorjugt. S)a nun für fd^iefe Sljen ©oorbinaten in mand^er 
SBejie^ung unbequemer al§ fpl^ärifd^e SCrigonometrie finb, fo njenben fid^ 
it|r bie SRei^ner immer me^r ju. 3)ie Ärtiftallograpl^ie njirb baburd^ 
nid^t btog für Slnfänger, fonbern aud^ für ©eübte ttjefentlic^ fd^njieriger. 
3d^ meine bagegen, bag ber eigentlid^e SBeg jum ©nbjiele erft in 
ber SSerbinbung beiber ajietl^oben liege. 2)er erfte Unterricht mu| öon 
ber unmittelbaren Slnfc^auung-^fer Äörper ausgeben, barf nid^t mit 
5ßunften, fonbern mit gläd^en beginnen. 3ft auf biefe SBeife bie Sln^ 
f(^auung gef^örft unb erftarft, fo tanu man bann weiter ju ben 5ßunlten 
fortfd^reiten. Slber auc§ bei biefen follte über ber Sied^nung bie ®nt* 
midfelung nie au§ ben Singen gejaffen werben.. 5)a bie (Sbene wie bie 
Sugel bei ben 2)arftellungen jur SSerbeutlidjung bient, fo muß aud^ l^ier 
wieber bie gbene ber föugel t)oraugge]^en, wie ba§ in nad^folgenber 3)ar* 
ftellung gezeigt werben foH. 
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J(tt|Panopa)i|ie unb Stereometrie ^ben itoax beibe bie $(u^^ 
mcjfung bcr Äörper jum ©cgenftanbc, ober bie Sr^ftattograpl^ie befd^ränft 
fid^ auf paraUelpd^ige formen, \)at eS bal^er mit ^araQelräiimett 
(Ät^ftaQraumen) ju t^un, toelc^e bei iWineralen ben ä3(ätterbriii|eit 
ctttjpred^en. 

3>er ^araUe(raitm^ b. ^, ber 9laum jttiifd^en stoci cinanber paxaMm 
(Sbenen, tft nod^ m6) jioei 3)imenftonen bc unenblic^, nad^ ber britten a 
ffi>ax mbüä), aber in ber Statur ift biefe Snblic^e äu^erft variabel, ttjai^ 
bie geje|Iofe SBerjiel^ung ber Ärtiftallc bebingt. SBir muffen bal^er eine 
ber Sariabeln bur^ einen feften ?ßnnft fifiren, unb biefe fijirte nannte 
ic^ KebttcttonSetene, n^etc^er bie anbere in beliebiger Entfernung pa^ 
rattel gel^t. 

3toei ^utaüeltäume bilben ftet^ eine Uterfrtttge 8äti(e (Prisma), 
bie nac^ gttjei 3)imenfionen ab enbtic^ üariabet, nad^ ber britten c nod^ 
unenblid^ b. l|. ungefc^Ioffen ift. 

SBir fifiren fie burd^ jtoci SRebuctiongebenen c/uy unb cp,v, , bie ttjir 
beibe burd^ ^unft c aufeerl^alb ber ßeid^nungSebene zz 

//Vv'^'v — \ (5ßroj|ectiongebene) legen. 6ie fd^neiben fic^ bann in ber 
Sinie cp (30nena|f), tt)eld^e t)on bem augerl^atb ber 




5ßroiection2ebcne angenommenen fijen 5ßunfte c na^ 
bem 3orten)iiinfte p ftra^U. SBir laffen in 3ufunft 
bie läftige ftereograpl^ifd^e 3<^ic^«ung weg, unb ftetten 
bie ©äule burc^ ein einfad^e^ Sreuj fiv unb ^,v, bar. S)affetbe jeigt 
un8 alfo jWei (Sbenen ab unb jtoei SBinfel aß, jwifd^en »eld^en bie 
©teid^ung a + /? = 180^ befielet. 

Saffen toir nun bie atebuctiongebenen ab fid^ ju ^ataUeltiittmen 
rntfaltcH. fo l^aben »ir gtoei Sorber«« unb jwei ^inter^ 
pd^en, bie einanber paraBel gelten, unb jtt)ei a unb jtt)ei ß, 
bie einanber gegenüberliegen. Äurj ^ befleißen bie 
J ©äulenglieber in 2 glädPien ab unb 2 Äanten aß. 
SBenben ttjir barouf einfach bag ?ßrincip ®Iet<| ober 
UngleUl an, fo finb 

f^ftematifd^ 2.2 = 4 ©äulen möglid^: 
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1. &iia)itattfi|e Sttitle (Duabratfäule) , gläd^cn gleid^ a = b 
unb Äanten gteid^ « = /j = 90®. $Wacl^ ben jtt)ei cnb^ 
iid^en S)imenftoncn !ann id^ bie ©äule ing ©leid^getüid^t bringen, 
bann ift ber Duerfd^nitt ein Ouabrat mit ben red^toinflid^en 




SDiagonaten a = a. 3n ber 9latur ift baö freiließ nie ber gatt, ba 
finben tüir ftets öerjogene ©eftalten, aber mit ©leid^bleibung ber SBinfcI. 
©ante öon größter Symmetrie , benn fie jeigt tio^^ielte 13)Detfcitigfrtt 
nad^ gläd^en unb Planten (boppelpaarig, öierföpfig). * 

2. Sl^ombif^e ©Äule (9?^ombfäu(e), gUd^en gleid^ a = b unb 

Tanten nngIeid^a^/9, Keiner unb größer afö 90^. ©ringt 




man fie nad^ ben giäd^en in^ (Steid^getoic^t , fo ift ber Duer:» 
fd^nitt ein 9l^ombug mit red^tn^inftid^en unb ungleid^en diagonalen ab. 
@tttfa$e Sttieifeitiftfett , benn biefe finbet nur noc^ nac^ ben gläd^en 
ftatt, nad^ ben Planten ni^t mel^r, ba. tritt fd;on ©injeitigteit ouf (paarig* 
unpaarig, jtüeilöpfig). 

3. Öblanfie ©äwlr (Dblongfäule), gläd^en ungleid^, Äanten 
Qlexä) a = ß = 90^ . Sie ift njie bie Duabratfäutc wie^ 
ber red|ttt)inMid§ , unb ii|r £luer[d^nitt ein Oblongum mit 
gleid^en aber fd^ieftüiuMi^en S)iagonalen a = a. Umgefel^rt 




V (C 



ttjie bei ber 9i^ombfäute finbet bie einfüge Sto^iM^gfeit nad^ ben 
SBinfeln, aber (Sinfeitigfeit nac^ ben gtäd^en ftatt. 3d^ fonn fie bal^er 
nid^t mel^r in§ ©leid^getüid^t bringen. SBol^I aber laffen fid^ 

9t|omli- Uttli OMongfäuIe öon einanber ableiten, mm man fie 
f^mmetrifd^ gemäß i^rer Sin* unb 3ttJeifeitigfeit orbnet. SSie 
^gigur jeigt, ftumpfen beibe, falls fie in einanber einbringen, 
■gegenfeitig fid| il^re Tanten ab. S)a§ ift ber (Srunb, tt)arum 
fie immer bemfelben ©^fteme jugel^ören. . 

4. ^t^omboiiiif^e ©äule (SR^omboibfäuIe), gläd^enunbÄanten 

-^ ungleid^. ^ier ift öon 3^eifeitigfeit (@t|mmetrie) leine 

VS<A 3ftebe me^r. (Sinfeittftfett greift bei fjla^en unb Tanten 
^ ^ $ß(a|. S)a]^er tt)irb ein SnSglcid^gettjid^tbringen in feinem 
@inne mel^r möglid^, ber Querfd^nitt liefert ftetS ein Sft^omboib mit 
ungleid^en unb f^iefttjinftid^en diagonalen ab (unpaarig, f(|iefföpftg). 

S)ie ®(ci^|ett Her äBtnfel tt)irb burd^ SWeffett, bie ber gtäd^en 
burd^ p^tjfifalifd^e ©igenfd^aften ermittelt. 3)od^ fte^en beibe in engftem 
SSerbanbe, man !ann au§ ber gorm auf bie SBertl^igfeit bie beftimmteften 
©d^Uiffe machen. S)a^er bleibt bie äKiil^e beS $Raturforfd^erg nic^t ol^ne 
So^n. 

5)a§ äSßinfelmeffen gefd^iel^t in einer @bene feniredit auf bie ©äule, 
b. 1^.^ in ber ©erabenbfläc^e, benn nur biefer ebene SEBinfel ift bem 
Äantenwinfel gteid^, jebe anbere gtäd^e l^at !(einere SJBinfet. 5)a§^5ßrincip 
berul^t auf bem Sieflej äußerer ©egenftänbe, ba gute Är^ftaHfläd^en n)ie 
©piegel ttjirlen. SWan fe|t bie ©äule mit innen getl^eittem aSerticalfreife 
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^^^^ttfj^ in 8?erbtnbung, ber ftd^ um eine ^ori* 

y^^^^^^^^^^^^&o jontalaje k fcnfrec^t gegen htn getl^eilten 

X^--.^ a >^ro ^^^^^ ^^^.^*- 3)i^ ^auptfertigleit befielt 

xfl^"^^--^^/^ üfo bann barin, bie ©äutcnfante genau in 

■-""'^^>^^y^^^ ^ ^^^^^ ^^^ *" bringen, gifirt man nun 

y^ .^ ^^^ * ^"^ ^"^ ^^^ 5'äd^e k im ^inter«' 

1 y^^^^^==B-i=i:::^ grunbe beg^iinnierS einen l^orijontalen 

K ^ genfterral^men r , fo tt)irb berfelbe nac^ 

^' k, geworfen. 3e|t barf id^ nur einen 

bretibaren Spiegel s parallel ber Äje 
fo einfteHen, \^(x^ jugteid^ ber SRal^men r nad^ s, gett)orfen fid^ mit bem 
Söilbe k, bedEt. 2)ann ift bamit, fofern "ba^ ?luge a rul^ig bleibt, > eine 
fefte Sage gewonnen. Sringe id^ nun glöc^e 1 burd^ 2)rel^ung beg 
^eife§ in bie gteid^e Sage, fo ift bie ©äule um 180® — co gebrel^t, 
ttjenn ber ©äulenminlel w beträgt. SBar e§ atfo ein Äalffpat^ mit 
105*^ 5' in ber ftumpfen Snbfante, fo lefen mir 180^—105® 5'=74® 55' 
ab. Äleine gct|Ier entfielen burd^ „6fcentricitöt" , njenn bie Äante 
aufeerl^alb ber Ärei^aje faßt, toaö im SlUgemeinen immer ber ^aH ift. 
SlKein je weiter entfernt man ben ^enfterral^men wä^ft, befto geringer 
toirb ber Srrtl^um. @o lange bie ©äule noc^ nic^t gut eingefteflt ift, 
bef^rcibt nemlid^ i^re Äantc bei ber S)rc^ung um bie Süje be§ ^nftru«* 
mentg einen Kegelmantel. SlHein ba im ©piegel ber l^orijontate Stal^men 
ber förei^aje paraöel gel^t, fo fallen bie Sitber erft jufammen, toenn 
bie Parallelität ber Ärtjftaöfläd^e mit ber Ärei^aje erlangt ift, bann 
fann bie Är^ftaUfante nur noc^ einen S^Iinbermantel befd^reiben, ber 
jttjar^eine geiler erjeugt, bie aber utn fo geringer werben, je enger 
ber ß^tinber ift unb |e ferner bie genfterratjmen liegen. 5)er ©ebraud^ 
wirb in ber ^t|l)fif gdef)rt. ©iet|e §bb. äWinerat. 1863 pag. 13. ®e» 
naue SKeffungen bi§ auf tjalbe 9Jiinuten l^aben immerl^in il^re ©d^wierig* 
feiten, l^ängen namentlid^ aud^ bon ber Siid^tigleit be3 3nftrumente§ unb 
beffen Sluffteüung ab (tuj)ffer, ^reiSfd^rift über genaue 3»effung ber Sffimfel an 
Ärtjftaaen. ^Berlin 1825). 

%xt\ S9(ättetlitä$e (5ßaralleträume) erzeugen entWeber 

Set^sfeitige Saitien ober j^tmlt. 

83ei ben ©öulen liegen bie S3Iätterbrüc^e in einet 3one, bei ben 
$e|ai)ien in liteten; 'ßwei^^ä^nenförper finb ni^t möglid^, wa§ man 
fi^ mit brei S3rettd^en leidet Mar mad^t. 

2)ie fei|8fettifte Säule entftetit burd^ bag Stbftumpfen einer Äante 

^ ber öierfeitigen, fie ift alfo burc^ ein breiftral^IigeS Äreuj 

i> ^>;Kl^ mit breierlei SBinfeln projicirt. ®ie SBinfel a+ß+Y= 180® 

"^ werben burd^ jwei SÄeffungen beftimmt. 2)a aHe glücken 

burd^ einen au^erl^alb liegenben gemeinfamen 5ßunft geljen muffen , fo 
lenktet ba^ SSilb t)on fetter ein. Strifft bagegen bie ßonenaje bie $pro* 
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iccHonSebene nic^t , fo laufen bie brei ©ectionälinien ein* 



I 



1^ i! 




^ anber paroflel, eg fönuen fogar bIo3 jtoei ©benen gum 

^ ©d^nitt fommen, »cnn eine ber brei bem ^ßrojectiongblatte 

paraöel mirb. 

Saffen \o\x bie brei SRebucHonSebenen abc fic§ ju ^ßaraüelräumen 
entfalten, fo erl^alteu mx brei SSorber* unb brei ^inter^^ 
pd^en, bie einanber parallel getien, unb ttjorin je gtoei 
Tanten a, ß, y fid^ gegenüber liegen. ®§ beftel^en bal^er 
bie ©änlenglieber in brei gtädjen unb brei Äanten. @o 
fann man fid^ ©äuleu t)on 4^, 5==, G= big nfad^er ßal^l 
beulen. 

©^ftematifd^ finb nur breierfei fed^^fcitige ©äulen 
möglid^. 2)ie§ einjufel^en bejietie id^ mid^ auf folgenbc brei 

5t|mmetrie$efe^e. , 

Ifteg ®efe|. Stritt jU einer ©äule eine britte glä^c 
s, fo muß biefe bie gleidlcn @Keiietr ff in 
ftletdjcr (gerabe abftumpfen), unb bie uii= 
ftlet^e» fg in iniAlei^rt ^eife treffen 
(fc^ief abftumpfen). 9Ran !ann ben ©a^ 
au(| umfe^ren; nur ber redete SBinfel erleibet 
8(ugna^meu, benn in i^m finb äße Unterfd^iebe aufgel^oben. ^abe id^ 
bal^er eine gleid^fläc^ige ©äule (Quabrat^^ ober Sll^ombfäule) , fo mu| 
burd^ bie Slbftumpfung jebe ber beiben Seiten unter gleidien SBinfeln 
gefd^nitten njerben, bagegen ift bag bei "^tw ungteid^fläd^igen (Oblong^ 
ober 9i^omboibfäuIe) nic^t möglid^. Oft ift freifid^ bie SSerfd^ie^nl^eit 
unbebeutenb, aber baS 9lefIejion§goniottieter \m% fie nad^. ^au^ l^atte 
feine Stfinung baüon, benn er na^m beim Äalffpatl^ an, bag ber btätt== 
rige S3rud^ bie ^orijontaHante jmifc^en fed^Sfeitiger @äu(c yxv!^ ©erab- 
enbflä(^e gerabe abftumpfe, b. \ gegen beibe gläcfieu 135^ geneigt fei, 
njäfjrenb er in SBirtlid^feit 135® 24' mit ber ©erabenbftäd^e, folglid^ 
nur 134® 36' mit ber ©äule mad^t. ©affelbe tuiberfu^r nod^ SBeig 
mit bem Uelbfpatl^, too bie beiben ungteid^en auf einanber rec^tnjin^ 
lid^en ötätterbrüc^e P/M burd^ glädje n unter 135® Ratten abgeftumpft 
tt)erben muffen, wenn n/n nad^ ber früfiern ^[nna^me eine tt)irflid^c 
quabratifd^e ©öule ujöre. Mein nad^ fd^ärfern äWeffungen üon®. 9lofe 
am gtafigen gelbfpatl^e öom SSefnö ift e§ eine rl^ombifd^e ©äule üon 
90® 32' über bem erften 93Iätterbruc^e P, ba P/n 135® 16', M/n 134® 
44' mad^en. SRad§ ^r. ö. ßoffd[)arott) geljt eö an fibirifc^en Slbularen 
auf 90® 7' 18" ^erab. Sllfo ganj tt)ie e§ bie ©^mmetrie üerlangt. 
2teg @efe|. 2;rifft batjer eine gläd^e s gleid^e 
©tiebcr in öerfc^iebener SBeife, fo forbert 
fie notl^wenbig eine ©egcnfläd^e s', »eld^c 
biefe Ungleid^^eit lieber aufl^ebt. SBäre 
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j. 33. f/f bic fc^arfe Sante einer r^omBifc^en ©äule, bie öon s unter 
ungleichen aSinlern (s/f, s/f) gefd^nitten ift, fo mufe not^tt)cnbtg eine 
©egenpd^e s' fommen, ipeld^e fie unter entgegcngefe|ter Ungleid^^eit 
trifft, e§ mu§ SBinfel s/f = s'/f unb s'f = s/f fein. SDaburd^ ift bie 
©^mmetrie ttjieber .tiergeftellt. 

3te§ ®efefe. aBirbeinßJIiebbefd^nitten.fomufe 
jebe§ il^m gleid^e ©Heb in gicidjer SBeife befd}nitten 
werben. Sft alfo bei ber üuabrat* unb DMongfäuIe eine ber Äanten 
abgeftum^)ft, fo uiüffeu eg notl^tt)enbig aud^ bie anbern fein. Sei ber 
rl^ombifd^en unb rl^omboibifd^en finbet fid^ bagegen l^äufig nur eine, bie 
ftumpfc ober fd^arfe Saute, abgeftumpf t , ober finb beibe abgeftumpft, 
fo fönnen bie Slbftumpfung^fläc^en nid^t gleic^toert^ig fein. 

9lur bie §emiejitle ($albfläc^igfeit) mac^t eine Slu^nal^me^ aber 
gcrabe baburd^ öerrät^ fie fid^ aud^. 

^ierau§ gel^t l^erüor, ba|,an§ ben red^ttoinftid^en ©äulen (Quabrat* 
unb Obtongfäule) loegen ber paarigen Tanten fid^ gar feine fed^gfeitige 
enttoidfeln fann; nur bie ungleid^fantigcn finb baju braud^bar. (£g 
bleiben batjer bIo3 folgenbe brei gätte möglid): 

1) llnf^mmettif^eS @ed^ä|ett. ©ntfte^t au3 ber 9i[)omboib[äute 

OM/T mit fd^iefer Slbftumpfung r: f^ief, mii SBinfel r/M üom 
SBinfet r/T öerf^ieben fein mug, ba T unb M ungleid^ finb. 
epibot liefert ein guteg Seifpiel: 

M/T = 1150 24'; r/T = 128^ 18'; folglich 

M/r = 116^ 18' = 360«— (115 . 24 + 128 . 18). 

2) @^mwetti|d|eg Bt^i\t\t. @ntftel|t aus ber äi^ombfäule M/M 

Omit geraber Slbftumpfung s; getaHe, mii bie beiben SBinfel 
M/s einanber gfeid^ fein muffen. 3d^ brauche bal^er nur einen 
SBinfel ju meffen. ©g gibt üiel gute SSeifpiefe: ©d^toerfpat^ 
M/M = 101 V42', folglid^ M/s = 180« — i . 101 . 42 = 120« 9'. 

3) »eflttitttcg @cd|8fck. SKigt bie 3it|ombfäule 120«, fo tritt ber 
befonbere gaö ein, bo^ burd§ bie Slbftumpfung^fläd^e ber 
fd^arfen JJante aüe SBinfel gteid^ werben muffen, benn 
M/s = 180« — 4. . 120« = 120«. $ier finb nun ttjieber gläd^en 

unb Tanten gteid^; im brei* unb fed^Sgliebrigen S^fteme fel^r getoöl^n* 
lid^. 3^ braud^e baran feinen SBinfel ju meffen, ba im @ed^§edfc bie 
SBinfel 2 . 6 — 4 = 8 R betragen, jeber | = | R = 120«. 

SRit ben ungefd^loffenen ©äulen, mögen fie auc^ nod^ fo melfeitig 
fein, lommen tt)ir ju feinem Softem. J)ag gelingt erft mit bem 

§e|ttilie (Sreijonenförper) , mlä)t^ nad^ allen brei 2)imenfionen 
_^pjtt)ar gefd^loffen, aber üariabel ift. Die brei gläd^en 
""^' fd^neiben fic^ ^ier in einem fünfte, bilben eine fogenannte 
' förperlic^e (£cEe, finb ba^er burd^ ein SreiedE ABC bar^ 
gefteUt. 35ie brei äonenajen ftral^lcn öom gemeinfamen 
^unlte p nad^ ben ßonenpunlten ABC. ©S liefert ben 





Digitized by 



Google 



80 ©^ftetnatü: ©d^eitelbrelecfe, ©esaibe, ^axaMepipehe. 



^ 




befannten Äörper, an tpeld^em bie fpl^ärifd^e Trigonometrie geleiert tt)irb, 
toobei ttJtr e§ mit brei ©eilen aßy unb brei SBinfeln ABC, unter tbeld^en 
_ fid^ bie ©eiten fd^neiben, ju tl^uh l^aben. 3n ber 5ßro* 
_^ jection fönnen aud^ jtpei ßinien paraöel tüerben, bann 
gel^t eine Äante C ber ^ßrojection^ebene parallel. 3a tt)ut 
^;^ bag fogar eine i^iaä)e, bann befielet ha^ ganjc 

Söilb nur nod^ au§ einem einfa^en ffireuj ABC, 

X^ *'* ~7^ ^^ ^^^ beiben anbern Tanten öon p au^ nad^ 

N. // A' nxA C' ing Unenblid^e ftra^Ien, toobei fic 

^— ^ ben ©runbfd^nitten CA unb CB refpectjüe pa^ 

raßel bleiben. 
@r|citcHitcierfc A,B,C,P entftel^en, toenn man bie brei gläd^en 
über ben gemeinfamen 5ßunft P t)inau§ verlängert. S3eibe' 
(SdEen l^aben jttjar biefelben SBinfet aßyABC, aber finb 
bennod^ nid^t congruent, foniern linf^ unb red^t^ gebrel^t, 
toie S3ilb unb ©piegelbilb. 2)ag bett)eifen fd^on bie S3u(^^ 
ftaben, ttjetd^e oben toie unten in berfelben ^Reihenfolge [teilen, 
unb B, unterl^alb be§ Stattet l^inabgel^t, b. f), bem B entgegen«» 
gefegt jur Slattebene liegt. 5Denn ba beibe i^re ©pifeen 
gegen einanber fe^ren, fo muffen fie umgelel^rt congruent 
fein. SRun tritt jtüar bei ©leid^l^eit öon i\od ober brei 
SBinfeln fd^einbare Gongruenj ein, aQein bie ift rein matl^ematifd^. 
Sörperlid^ ijerrätl^ ber 3^ißing nod^ bie SSerfd^iebenl^eit. S)enn Sil'tUinft 
ift nid^tö toeitex, al§ bag bie ©d^eitelbreiedfe ftatt be§ 5ßunfte§ P bie 
Safig gemein l^aben, n^eld^e um, ttjie lüir fpäter feigen werben, bag 
Sietraib gibt. S)arin liegt offenbar ein tiefere^ (Sefefe ber äKaterie »er* 
borgen. 

S)a§ §c|aili entftel^t, tüenn bie brei 9tebuctiongebenen aßy in ^a* 
ralle(rä(ime au^einanber treten. Slnbere SSinfel al§ bie 
fed^§ genannten (ABGaßy), fonnen babei nid^t entfteJ^en. 
2)arauf berul^t ja bie ©onftans ber SBinfet, njeld^e f^on 
©teno pag. 3 erfannte. SBir l)efommen bann 

breierlei gläd^en, viererlei (SdEen, 
fed^ferlei Tanten. 
(£g bilben alfo, tt)ie bei aütn Ärtjftaöen, 3, 4, 6 bie ©runbäal^Ien, 
tveld^e fid^ bann big auf 12 nnb 24 enttt)idEeIn. 

^araMe^iitieli unb ^ejaib finb ibentifd^. Qi^^^n mx barin bie 
12 ©eiten= unb 4 (Sdfbiagonalen, fo l^aben tt)ir matl^ematifd^ : 

a) 2 . 3 = 6 @ r e n ä f t ä d^ e n, b. ^. breierlei 5ßaratteIogramme ; 

b) 3 . 4 == 12 Äantentängen, njeld^e.je vier gteid^ lang finb; 

aber 2.6 = 12 Äantentoinfel (giäd^entpinfel), ba im 
^Parallelogramme bie fidC) gegenüber liegenben gteid^ 
bleiben, unb nur bie ben ©eiten anliegenben ungteid^ 
toerben. 
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c) 2 . 4 = 8 brctfantigc Scfcn, tpoöon je jtpei ftd^ gegen* 

über liegenbe gleid^ finb, aber ftd^ tt)ic linfö unb rec^tö 
ju cittanber uxi^alkn. 

d) 6.4= 24 ebene SSäinfcI, juje öier gleic^, aQe jufammen 

24 R. 

e) 2.6*= 12 ©eitenbiagonalen, paameig parallel unb gleid^. 

f) 63)tagonaIf^nttte, b. 1^. 5ßaraIIefograninie, tt^elc^e 

burc^ je itoti gegenüberfiegenbe 2)tagonaIen, ftanten 
unb gcfen ge^en. ©ie ^albiren ftd^, gelten bal^cr äße 
burc^ einen ^unlt. äuS gteid^em ©runbe gelten aud^ bie 

g) 4(£(fbtagonaIen, meldte bie gegenübcrltegenben 

(gcfcn i>erbinben, burd^ benfclbcn 5ßunft, unb muffen 
\xä) ebenfalls gegenfcitig l^albiren. 
h) 2 üDtagonalfc^nittc gel^ören jeber 3ftäd^e an, finb 

einanber jugeorbnct. S)ie jugeorbneten SJiagonal^ 
• fd^nitte ergeugen bal^er brei Sljen, toel^e bie SWitte 
ber gfäd^en üerbinben. 
Sn jebem ^araßefepipcb ift bie ©untme ber Duabrate ber toier @d* 
biagonaten ber ©untme ber Duabrate aller ffianten gleid^ {s^o% bie Seilte 
t>on \>en «ßoU?ebcm pag. 28). 3)a ju einem ^riSma ttjefentlic^ eine SBafig 
gel^ört, fo bilben bie 5ßaraßelepipebe im äögemeinen ein boppeltfd^iefeS 
loierfeitigeg 5ßri§ma befonbercr 8lrt. S)ie äWat^ematifer unterfd^eiben ein 
red^tttjinflid^eg ^araßelepipeb, ein Sl^omboeber unb einen SBürfel. 

5)a6 bie in einer (Sdtbiagonale gegenüberliegenben ®(fen felbft bei 
ben regulärften 5ßaraßelepipeben fid^ wie linte unb red^tö öerl^alten, 
mad^t man fid^ am SSürfel flar, inbem man bie brei giä(^en fd^ttjarj 
rotl^ gcI6 (srg) bemaft, fie abfägt unb nebeneinanber auf bie JBafig fteßt: 
bonn folgen bie garben srg bei ben einen linte, bei ben anbern rec^tö 
l^crum. 

Si^ftematifdl finb ad^terlei $e;ai)ie möglid^> tnie man fid^ an ber 
öierfeitigen ©ante lei^t ffar mad^t. 5)enn ^ejaibe finb nid^tö weiter, 
afö merfeitige ©äulen mit ©nbp^e, wornad^ fie il^ren SBeinamen be= 
tommen. 2)al)er fprid^t man üon 

geraben, fd^iefen, boppelfd^iefen ©äulen. 
@era)ie finb fie, wenn bie (Snbpd^en fenlred^t gegen gtäd^en unb 
Tanten ftel)en, unb hai ift wegen be^ redeten SBinfelg pag. 78 bei aßen 
uiögli^. SSJir befommen bie 

©erabe Duabrat«^, *9?^omb^ ^Oblong*, -SRfjomboibfäuIe. 
©djirf finb fie, wenn bie (Snbfläd^e jwar nod^ fenlred^t gegen eine 
Äante ober ^l&ä)t bleibt, gegen bie anbere aber fid^ neigt. Sffiir be* 
fommen 

• ©d^iefe SRl^omb:' unb fd^iefe Dblongfäule. 
*So)i)ieIf^i(f fiub fie, wenn bie @nbf(äd^e fd^ief gegen gläd^en 
itnb Äanten ftcl^t. SBir befommen eine 



Digitized by 



Google 



82 



^^fiemaiil: S^erfd^iebene ^e^aibe. Jh^fiaUf^ftetne. 



©d^icfc SRl^omboibfäuIc. 
@tttc boppclfd&icfe ©nbfläd^e ift bei bcr Dblongföule beg^alb nn^ 
tnögfi^, totil fte nad^ ben Tanten ätpeifcitig ift, alfo jtoei I)abcn mügte. 
@ben fo fann man tt)cgcn ber g^^if^Wgfcit nod^ gläd^en unb fiantcn 
an bie quabrattfd^e ©äule tooijl jloet ©d^iefenbpd^en legen, aber nic^t 
eine. S)affelbe gitt öan ben gläd^en ber SR^ombfäufe. (Sine S)oppet 
fd^iefcnbfläd^e ift bal^er nnr bei ber SR^omboibfäuIe möglid^. 3)agegen 
fönnen bei ber (geraben) Cluabrat«= unb fd^iefen SR^ombfäuIe bie ®nb* 
flächen ben ©eitenftäd^en gleid^ tüerben, n^oburd^ SBürfel unb 9t^om* 
boeber entftel)en, 2)ag wären jtoar neun gälte, aber baDon faHen jtt)ei 
jufammen : gerabe Sil^omboibfäule unb f d^iefc DMongfäuIe, benn id^ barf 
jene nur tpenben, fo gibt e^ biefe. 3)a ferner bie SR^omb* unb Ob* 
longfäulen fid^ augeinanber ableiten, fo. gelangen mir ju folgenben fedjS 
^ti^tmtn, toeld^e tt)ir in ^au^'f^er SBeifc barfteHen ttJoUcn. S)erfelbc 
bejeid^nete bie gfäd^en mit PMT (PriMiTivform) , bie ©dfen mit ben 
SSofaten AEJO , bie Sauten mit ben (£onjonanten BODPGH, unb lieg 
bann aHmä^Iig alle gleid^ merben, fo ba§ beim regulären ©^fteme nur 
nod^ ABP übrig blieben. 

1) ^ingUeHrigee pt^aii (fd^iefe 9l^omiot)i|äitIe, ^en^enoeber, evy 
evog ein«), b. I). r^omboibifd)e ©äule M/T mit boppel* 
fd^iefcr ®nbflä^e P (fd^ief an* unb fc^ief aufgefegt), 
tt)eil Äante D tjerfd^ieben t)on F ift. S)ieg gibt ben 
aÜgemeinften Äörper, worin fein ®lieb bem anbern 
gleich lüirb, ba^er 6 + 4 + 3 = 13 üerfd^iebene S3ud^* 
ftaben. @g fommt ni^t I)äufig toor, bod^ bieten Äu))fer* 
öitriol unb Slfinit gute Seifpiete, toä^renb Sllbit fd^on 

ben ^abitug beg 2 + igliebrigen gelbfpat^eg annimmt. Sinfö anbcrg 
ate ated^tg, unb Sorn anber§ atö hinten (unpaarig, fd^iefföpfig). 

2) Sinei um eittBlieJitiBC §e|ailic, fi^icfe ^mh (2. a) unb 
^ä^ fd^iefc CMonflfaiile (2. b), bie beibe it)rc 

£<^^^S>\^ ©d^iefenbpd^e P gemein l^aben, tt)äl^renb 
^S^-^ il^re ©äulen in einanber gef^ad^teft mit 
genau correfponbirenben Sud^ftaben öer* 
feigen ttjerben Mnnen. S)ie ©djiefenbpd^e 
ift gerabe aufgefegt, n^eil D = D, aber 
fd^ief angefe^t, tt)eit D feine renkten SBinfel 
finb. 3ene rl^ombif^e ©äule M/M mit ©c^iefenbfläd^e P nannte SBetg 
^enb^oeber (2 + l glä^ner, dio jtoei). MMP, EEAO, BBDDGH 
bejeugen, ba§ t)on ben 13 ©liebern fi^ bereite 4 (M, E, B, D) gepaart 
l^aben, unb 5 nod^ einjeln blieben, n)orin 4 (APOH) in ber SSertif-al* 
jone fid^ um bie fünfte G (bie äÄebianebene) gruppiren, tt)eld^c bie 
SBilateralität erjeugte: ßinfg tt)ie Sied^tg, aber SSom anberg ate ^inten 
(paarig, einföpfig). ^ie getane ^^omboilifättle, toie fie beim @pibot, 
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ber feinen tarnen (inidldcj^i iUfleben) baöon l^at, öorfommt, n)irb gc*» 
toenbet einer fd^iefen DMong|äuIe gleic|. 

3) 3tteigUebvige $e|at)ie. gerabe ft(|omi' (4. a) unb gerabe Oh 
(ongfaitle (4. b), bie beibe i^re ©erabenb* 
pclf P gemein l^aben, tt)ä]^renb i^re 
©änlen in einonber gefd)aci^telt mit genau 
corref|)onbirenben 93ud^ftaben öerfe^en xotx^ 
ben fönnen: MMP, AAEE, BBBBGH 
bejeugen, ba§ ni^t nur 5ßaarung (MM, 

AA, EE), fonbem fogar SSierjal)! BBBB 
(2)oppelpaarung) üorfommt, unb nur nod^ 
brei einselglieber übrig bleiben. $ier tritt nn^ bereit« ein Sanu^fopf 
entgegen: ßinfö wie SRe^tS unb SBorn tt)ie hinten (jtüeipaarig , jtoei* 
löpfig). 

4) »ictBHebri(je8 §C|ttib, Duabratfäute M/M mit ©erabenbftä^e 
^ P. ^ier braud&t man nid^t getabe ^injUjufe|en , mil 

nur citie gefd^foffene ©öule möglich ift: MMP, AAAA, 
BBBBGG bejeugen, bag fd^on bie boppcite Sicrjal^t bag 
Uebergewic^t l^at, unb außer ben jtDci Paarungen fommt 
nur nod^ eine einjige @tnS P üor, bie ftet« ate ^ori^ 
jontalebene gebadet tpirb. ^ier ift fid^ SSorn, Sinfö, 
hinten, SRed^t^ im Sreife gleid^. 3n biefer einen Qont 
tritt bal^er fc^on SReguIarität ein, mit ben Saf)Un 4 unb 8 
(üierpaarig, öierlöpfig). 

83eim eingtiebrigen ^ejaibe, fdöled^tlfin ^ejaib genannt, ift in feiner 
aßeife irgenb ein ®(eic^gett)id^t benibar, bagegen läßt man bei ben 
rl^ombifd^en i©äulcn be« 2 -f Igl. unb 2gl., fotüie an ber quabratifd^en 
©äule beg 4gtiebrigen bie ©eiten M/M congruent ttjerben, baburd^ ent* 
fielen bie Duerfd^nitte SRfjombuS unb Duabrat, b(o^ bag SBerpItnife jur 
Sänge bleibt ungewiß. 5Rur SR^omboeber unb SBürfel finb ol^ue SKeffung 
be« ©leid^getoid^tg fä^ig: 

5) 2)vdgIirbvtHe8 $e|atb. Wdomiocber. im ©lei^gewic^t mit brei 
congruenten fR^omben, wenn bie ^ßaraüelen nid^t gejäljU 

^E werben. 5)ie SSud^ftabcn PPP, BBB, DDD, EEE unb 
A beuten an, baß fid^ alle« ju brei gruppirt. 2)al^er ber 
glüdffid^e SRame. äBie beim Sßiergtiebrigen ift noc^ ritte 
Sin« A ba, bie man ebenfalls aufrecht ftcKt, woran bann 
fcnfred^te Sbene gebadet wieber eine reguläre Qone erjeugt wirb, 
aber mit ben ä^^J^I^^ ^ unb 6 (breipaarig, breiföpfig) wie Cerberus. 

6) ftcHiiIaveS §r|aib. §cjaebct ober äBiirfd, im ©leic^gewid^t 

mit brei congruenten Duabraten. ^ier tritt nun ba§ 

äRajimum ber ©(eid^l^eit ein, eg erfd^einen nur nod^ 

l)reierlei ©uc^ftaben: 3 P, 4 A, 6 B. SBiergliebrigc SRe* 

gularität nad^ brei, unb breigliebrige nad^ fed^2 ßonen. 

6* 
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S>a]^er 3 . 8 = 4 . 6 = 24 gtcid^c glätten in btefem ©^[tcme mögtid^ 
(jttJÖtfpaarig, jttJÖIfföpfig). 

^rcictlei ©lieber im regulären; fünferlei im öier^ unb breigtieb* 
rigen; fiebcnerlei im jn^eigliebrigen ; neunerlei im 2 + Igliebrigen; brei* 
je^nerlei im eingliebrigen Softem. 2)ie elf ift in biefer SReil&e nid^t öet** 
treten, man lönntc babei an bag fiebente SKitfd^erfid^'f^e Är^ftaUf Aftern 
(biflinometrifd^) beuten, wag aber principieQ feine ©teile l^at. 

S)ie Ueberfid^t ergibt na^folgenbc 8af)kn ber 13 ©lieber: 



©Aftern 


3läci^<n 


©den 


Äanten 


1. ©tei^gliebrige« 


3 


4 


6 


2, aJreigliebrigeg 


3 


3+1 


3 + 3 


3. SSiergfiebrigeä 


2 + 1 


4 


4 + 2 


4. ßweigliebrigeg 


1 + 1 + 1 


4 


2+2+2. 


5. ^wetunbeingl. 


2+1 


2 + 1 + 1 


2+2+1+1 


6. ffiingliebrigeS 


1 + 1 + 1 


1+1+1+1 


1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1. 



5)a6 überl^aupt nur fed^g ©tiftemc mögtid^ finb, ^abe i^ fd^on 
frül^er (3Reti^oba Är^ft 1840 pag. 117) auf öerfd^iebeue SBeife beujiefen. 9la* 
türlid^ fann man aud^ abftract matl^ematif^ ju ä^ntid^em Qide gelangen, 
tt)ie ba§ SSraöai^ granJEenl^eim uub namentfi^ ©ölende (^ogg. 3inn. 1867 
93b. 132 pag. 75) öerfud^t f)ahtn, o^ne biefen öiel anfd^auli^ern SBeg ju 
fennen unb ju crtüälinen. 

S3emcvlttng. @§ ift gar nic^t. f o leidet , bie redete S3enennung für 
bie ©^fteme gu finben. SSeig nal^m gtiebrig, man fönnte aud^ paarig 
fagen, benn ba^ glei^fd^enfli^e 2)reied lögt fid^ burd^j eine diagonale 
in jtt)ei congruente 5)reiedEe (5ßaare) jerlegen, ba§ gleid^feitigc bagegen 
burd^ brei diagonalen in 6 b. \). in 3 ^aare. 3n biefem ©inne ift 
baS reguläre ©Aftern 12paarig, tt)eit e^ üier gtei^feitige 3)t^iede entlauft; 
ha^ öiergliebrige mit üier congruenten gleid^fd^enflid^en 5)reiedEen 4paarig; 
ba§ rljomboebrif^e mit einem gfeid^feitigen unb brei gleid^|d^enflid^en 
5Dreiedfen in beiben SBeifen 3paarig; bag gtueigliebrige mit je jtoei con^ 
gruenten gteid^fd^enflid^en S)reiedEen 2paarig; ba§ 2 + Igliebrige mit 
öereinjelten glei^fd^euHid^en 2)reiedfen 1 paarig; e§ bleibt bann für ba« 
Igt. nur bie Unpaarigfeit. S)ag SBort ffiopf tt)ürbe unö an bag or* 
ganifd^e erinnern: f^iefföpfig begeid^nete bann bie Unf^mmetrie be3 1* 
gliebrigen; einföpfig to'äxt bag 2 + Igliebrige; gttJeiföpfig b. 1^.' mit bem 
Sanugfopf ift bag 2gliebrige toerfe^en; breiföpfig ftimmetrifc^ tt)ic 
ßerbcru« bag rl^omboebrifd^e; t)ierföpfig, icr boppelte Sanug, bag öier* 
gliebrige; auf ba§ reguläre fämen bann 12, auf ba^ fed^ggliebrige ber 
boppelte Serberug. S)ie ^ß^antafie pflegt für folcfie Silber empfänglid^ 
gu fein, ^ug ben Äöpfen folgt bann bie boppelte 3# ber Slrme. 

Slud^ ift e§ nid^t gufäßig, baß öier ©äulen , 2.4 = 8 ^ejaibe, 
unb ol^ne ba§ fed^ggtiebrige fed^g ©tifteme möglid^ finb. ffig fallen gu* 
näd^ft auf jebe ©äule gtuei ßejaibe: bie Oitatvatfaitle gibt SBürf et unb 
gejc|loffene Duabratfäule, ieoe« Duabrat bebeutet SSierpaarigfcit, jiebe« 
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• 

Cbtongum Qtocipaaüojlttit , fo bag bic Duabratfäulc fowol^l nad^ bcn 
Dblongen glücken tt)tc nad^ bcr ®crabenbfläd^c ftc§ ate toierföpfig ergibt; 
t)te 9t^omfi{äuIe gibt und 9i^omboeber unb gerabe 9l^ombfäuIe, bie 
Sfll^omben am SR^ombocber ftnb nur paarig, in ber ©crabcnbftöc^c ber 
9l^ombfäuIc aber jtpeipQarig, tüäl^rcnb il^rc ©citcnobtongen nur paarig, 
unb nid^t jttjeipaarig tt)ic bei ber Ouabratfäulc fein fönnen; bie Ois 
longfäule gibt gerabe unb fc^iefe DblongfäuIeU; bort finb bie Dblongen 
boppelpaarig, ^ier nur paarig; bie K^omioibfiittle lann gerabe unb 
boppelfd^ief fein, jene ift eine gett)cnbete fc^iefe Dblongfäule. S3Ieibt 
nur no^ bie f(^iefe Dbtongfäule ate ad^te. 2)a nun fd^iefe Oblong« 
unb SR^omb*, fotoie gerabe Dblong^^ unb JR^ombfäuIe jufammen ein 
©Aftern, bilben, fo finb nur fed^« S^fteme mdglic^. 

©inb öon hen fed^g ©tfidfen ABCaßy einer förperlic^en 6dEe 
(fpl^ärifd^eg S)reiedE) brei beliebige befannt, fo fann man bie anbern brei 
butd^ 9tec^nung finben. 2)er Stftronom, weld^er t» mit unenblic^en 
Äantenlängen ju tl^un l^at, mi^t bie ebenen SBinlel aßy (Seiten), ber 
Ärtiftaöograp^ bagegen bie Äanten ABC (SBinfel). 3wif^en SBinfel 
unb Seiten finben folgenbe trigonometrifc^e SBejieJ^ungen ftatt. 

I. sin A : sin B : sin C = sin a : sin /? : sin y . 

cos a = cos /? . cos y + sin /? . sin y . cos A . 

n. cos ß = cos a . cos y + sin a . sin y . cos B . 

cos y = cos o . cos ^ + sin a . sin ß . cos C . 

cos A = — cos B . cos C + sin B . sin C . cos a . 

in. cos B = — cos A . cos C 4- sin A . sin C . cos /J . 

cos C = — cos A . cos B + sin A . sin B . cos y . 

T^ . • cos A . sin B + sin A . cos B . cos y 

IV . ctg a = ; T ; ^ 

" sm A . sm y 

_ cos A sin G + sin A cos C cos ß 
sin A sin /9 

^ , . cos a sin Ä — sin a . cos /? . cos C 

V. ctg A = ^-—. : — 7= — 

sm ö . sin C 

_ cos a . sin y — sin a . cos y cos B 

sin a sin B 

»gär I ift PD -L y, DE -L A, DP JL B, 

folglid^ PP X B unb PE ± A, gibt 

PD PE 

p= = sin A, p^ = sin /?, ba« $ßrobuct 

pQ = sm A . smß; 
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PD PF PD 

pp = sin B, p^ = sin a, bag ^ßrobuct pT:^ = sin B sin a. 

gfür n jic^c EG JL OF, DH # OF, fo ift 

SBinM DEH = DEO — GEO = y. 
HD 
golfllid^ DE "^ ^^^ ^' ^^ "^ ^^^ ^ "^^^ '^^ 

gibt HD = cos A . sin ß . sin y. 
OP OTT 

-— = cos y, ^ = cos /?, OP = 1 , folglid^ OG = cos ^8 . cos y 

cos a = OF = OG + HD = cos /? . cos y + sin /? . sin y . cos A. 

pr in mac^e bo§ 3nti(tttirun0|e|ai)i . b. I^. lege im offenen 

Snbe einer förpedid^en (Sde an bie breiÄonten 

brei ©erabenbpci^en , fo muffen biefe ftd^ in 

^/j%, p rprt einem fünfte mtt ben ©eiten a'/?'y' «nb mit 

ben SBinfcIn A'B'C fc^neiben. Sann ift a' = 

180® — A nnb A' = 180 — a zc. , alfo 

cos (180® — A) = cos (180® — B) cos (180® — C) 

+ sin (180®— B). sin (180® — C) cos (180® — a). 

gfür A = B = C tt)irb (HI) 

^ cos A + cos A* 

cos a = cos jT = cos y = -, — r-« , 

^ ' sm A* 

bag gilt für Sl^omboeber. 

%vx A = B = C = a = /? = y tt)irb (H) sin a« = 1 — cos a. 

S)iefe ©leid^ung ift nnr möglid^ für cos o = o, b. 1^. für redete SBinfel, 

n)ei( sin a* -f cos a* = 1 fein muß. 

cy" A D ^- «. /TTT\ /. cos A(l + cos C) 

gnr A = B, mtrb (IH) cos« = cos /? = . \ . ^ — \ 

' sm A sm C 

b. % bie ©lei^^eit ber SBinfel bebingt aud^ bie ©leid^l^eit ber entc 

fpred^enben Seiten. 

gür C = 90® lüirb cos C = o unb sin C = 1. *2)ie gormein 

gelten f ofort über in : 

g I sin a = sin A . sin y^; sin /? = sin B . sin y. 

\ n cos y = cos a . cos ß = ctg A . ctg B (HI). 

c^ \ III cos A = cos a . sin B ; cos B = cos /? . sin A. 

\ IV tg a = tg A . sin /^; tg /? = tg B . sin a. 

po.cL-(W-^A V tg A = tg a . sin ^ ; tg . B = tg /J . sin a. 

2)ie l^alben SBinfel finb in ben allgemeinen gormein 

für Sogaritl^men bequemer. 

©efet man 4(A + B + C) = S unb ^a -\- ß ^ i) =^ a, fo 

fommt burd^ SRed^nung 

-_ / — cos S . cos (S — A) 

1) tg ia = Vcos(S-B).cos(S— C)^ 



/— cos S . cos (S — A) 



sm 4a = v ; — ^ — - — rr 

^ V sm B . sm C 
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2) tg iA = v/ ^ ^!' - ^} ' ;^ ^^ ; 
' * ' » sin ff . sin (ff — a) 

• A = «/ sin (ff — /?) . sin ff — y) 
' * sin /? . sin y 



sin. 



3) 



4) 



gür ai^ombocber ift A = B = C ober «==/» = y, folgtici^ nad^ 
1 uttb 2: 

^ 4 t / — cos lA s. i s ä . /sin -iA 
^ COS ^A ® ^ V sin I A 

gär bilaterale ^cjaibe ift B = C ober /? = y, folglich nac§ 
1 irnb 2: 

% ö = ^^^ i A V— cos S . cos B unb tg 4A = sin ^v/-; .—5. 

'='2 cos 4 A V ö ^ 2 V sm (J . sin /? 

tg /^ = ^ unb tg B = 5^£^ nac§ 3 unb 4. 
® cos B ® cos /? ^ 

@inb im §e;at)ie bie Äantenlängen (glfic^enajen) abc unb bie 
^unfttoinfel aßy gegeben, unb nennen ton bie gWc^^nbiagonaleH (Äanten^* 
a]cen) d, d, bie ©denajen D, fo ift 

d« = a* 4- b* + 2ab cos y unb d* = a* + b* + 2ab cos y, 

folglich d« + (f« = 2a« + 2b«. 
D« = a« 4- b« + c« + 2ab cos y + 2ac cos ß +; 2bc cos a. 
©d^on bie ©t)mmetrie forbert Ie|tere gorntel. Slcnnen toir jum S5e* 
»eife bie S)iagonaIen einer fd^arftoinflid^en 6dfe bcr Sleil^e nad^ di, da, 
ds, fo ift 

df = a« + b« + 2ab cos y , d| = a« + c| + 2 ac cos /?, 

d| = b» + c« ± 2bc cos a. 
D« = d« + c« + XI = d; + b« + X2 == dj -f- a» + xs , 
.benn toir l^aben bIo§ bie brei 5ßaralIeIogramnte die, d«b, dsa ju ntad^en, 
worin D bie 5DiagonaIe bilbet, unb bie x unbefannt finb. SBäre 
a = ß = y = 90^ fo ift cos 90^ = o , unb c^ toirb 

D* = a* + b* + c*, alfo XI = X2 = xs = o. 
SBäre bagegen a = /J = y = 0, fo ift cos « = cos /? = cos y = 1, 
unb .^ 

D« = (a + b + c)*^ = a« + b« + c« + 2ab + 2ac + 2bc. 
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©old^e aSctrad^tungcn fül^rcn leidet ju bcr gormet (üujjffer, SanbB. 
rcd^nenb. Ärtjft. 1831 pag. 37). 

©inb in einer ^ejaibede bic SSor jeid^en " ber cos bdannt, fo er*= 
l^atten t)Ott ben übrigen brei um eine gläd^e liegenben ©den je jtDci 
cos bag entgegengcfefetc SSorjeid^en. SKfo tt)irb j. JB. 

DJ = a* + b* + c* + 2ab cos y + 2ac cos ß + 2ac cos a 
DJ = a* + b* + c* + 2ab cos y — 2ac cos ß — 2ac cos a 
DJ = a* + b* + c* — 2ab cos y + 2ac cos ß — 2ac cos a 
D* = a* + b* + c* ^- 2ab cos y — 2ac cos ß -^ 2ac cos a 

D? + Dj+Dj+Dj = 4(a«+bHc«)=d? + cl;+dJ + <J?+(fJ + <^li 
b. I). tt)ie in jebem ^araHetogrontme bie Summe ber Duabrate öon 
ben 3)iagonaten gleid^ ift ber^ ©umme t)on ben Duabraten bcr ©eitcn, 
fo ift anä) im ^ejaib (^araHetepipeb) bie ©umme ber duabrate bcr 
öier edenajen (@cfbiagonaIen) ber ©umme ber Duabrate aller Äanten 
gleid^, pag. 81. S)arin liegt 'ju gleid^er Qe\t ani) ber S5etDei§ für bie 
gormel t)on D*. @d ift bag ein unerwartete^ SRefuItat. . ©efeen tt)ir 
Steigung ber Santc c jur gegenüberliegenben diagonale d = p , fo ift 
D*= d* + c*+ 2cdcosß 

= a* + b' + c* 2ab cos y + 2c cos q y/a* + b* + 2ab cos y 
= a* + b* + c* + 2abcos y + 2accos/? + 2bc cos a, ballet 

a cos /? + b cos a 
cos Q = =. 

ya* + b*+ 2ab cos y 
gür ÄalffpatI) n)irb a = ß = y == lOl® 55', unb wenn man 
«ante a = b = c = l fefet, fo ift 

— coso= ~ — 109^ 9' ber SBinfet, tt)etd6en eine 

V2 — 2 cos a 

fd^iefe gfäd^enbiagonale mit ber gegenüberliegenben (Snbfante bc« SRl^om* 

boeberS mad^t. 

®tct S3Iattcvirit(l|e erzeugen breierlei: 

a^tfeitige ©äule, SSiersonenförper, Oftaib. 

2)ie a^tfeitige @aule entftel^t, n^enn bie t)ier 9lebuctionSebenen ftd^ 

in einer Äante fd^neiben. ©ie finb, tt)ie bag ^ejaib, burc^ 

brei SBinfel ABC beftimmt, ba 

A + B + C + D= 180^ 

n^erben. Sffiir fommen bamit auf ben Segriff ber 3ttf(|ae' 

/ fnttg. S)enn enttoidfeln mx je 3tt)ei beliebige ©trauten (ab) 

y J JU einer üierfeitigen ©äule, fo muffen bat)on bie anbern 

beiben cd eine ber ©öutenlanten fo ttjegnel^mcn, bag aUe 

ßanten unter einanber parallele Sinien bilben: man 

fagt, cd fd^avfen bie ffiante ab ju, obgleid^ bie neue 

Sante c/d ftumpfer n)irb afö bie tt)eggefd^nittene a/b. 

SWan l^ätte eben fo gut juftumpfen fagen fönnen. SSon 

ber t)ier*, fed^g^^, ad^t* big jur 2nfeitigen ©äule rft eine fortlaufcnbe 

9iei§c. ^n \xd) ift bie Qaf)! für ungleiche giäd^en jtoar unbefd^ränft, 



:::4 




Digitized by 



Google 




S^flematü: ^ed^m^ mit Siet^onenför^ent 89 

für gtctd^c jcbod^ unfcrc 8 = 2 . 4 im SSicrgliebrigcn fc^on ba8 SKa* 
jrfmum, tt)ic 12 = 2 . 6 im 2)rei8licbri9cn. S)ai^ tüirb in ber S)c* 
Jjuction^Ielirc bctoicfcn »erben. 

- a)er äSierjonenlov^cr entfielet burd^ Slbftumpfung einer ^ejaib^ 
fante ad burc^ gläd^e ß, toa^ ba^r notl^toenbig 
eine fed^^feitigc ©äule aßd mit einer enbfffi^e 
y = Vf + in geben mu§. S)a^er fommen aac^ 
SP^^^^ nur mer ßonen jum SSorfc^ein: brei t)ierfeitigc 
«/yi ßly-i % «tti> eine fec^gfeitige a^d. 
äßat^ematifc^ betrad^tet gibt ed jn)ei anliegenbe lörperlid^e (Sden 
«dy, unb /?(fy,, , gu beren Seftimmung Hier Äanten gehören, eine mel^r, 
ate beim ^ejoibe. a)enu burc^ bie Äanten DBC, fann id^ bie Seite y, 
bered^nen. 3)a id^ im SKebenbreiedEe augerbem nur nod^ ben Keben» 
toinfel D, fenne, fo mug id^ notl^njenbig noc^ A (ober C„) meffen. gür 
anliegenbe 2)reiedEe gelten, »enn tt)ir C = C, + C,, unb y ^ y, '\- y,, 
fefeen, bie @ä|e: 

R)s <J . sin y = cos a . sin y,, + cos /? . sin y, . 
cos (f . sin C . sin D = cos A sin C, + cos B . sin C„ . 
SSierjonenförper finb fcd^^feitige ©äulen mit Snbpd^en. Kad^ ben 
möglid^en fcc^^feitigcn ©äulen pag. 79 l^aben xoixx brei ©ruppen: 
irreguläre, f^mmetrifd^e, reguläre. 
SBir tonnen gunäc^ft oöe brei gerabe benfen. Sll^bann bie f^m^ 
metrifd^e mit fc^iefer, unb bie reguläre mit boppelfd^iefer ©nbfläd^e. 
2)oi8 gibt jufammen fünf. SBie bie Äanten ber ^ejaibe ben breiajigen 
©^ftemen jur Unterlage bienen, fo bie ber SSierjonenförper ben öier* 
a^igen, toie xdxx unten bei ben $[;en au^einanberfegen toerben. 

2)ie 9ied|nitnD mit bem SBierjonenförper ift für «jenlegung öon 
SBi^tigfeit, ^bb. SKineral. 1855 pag. 61. $abe ic^ 
jtt)ei beliebige ©c^enfel burd^ Äje c in bie ungleichen 
^ SBinfel q> unb 9, get^eilt, fo fann man burc^ irgenb 
einen ^ßunlt ber 81 je bie Duerlinie fo legen, bag A= A' 
tt)irb. 2)amit l^aben toir ba^ allgemeine ^ßrojectioniSbilb einei^ SSier»» 
jonenförperg, tt)orin fic^ üerl^ält: 

A : sin 9 = c : sin (ö; + 9) unb A' : sin y, = c : sin (cii — <jp,) 
A = A' = siny ^ sin y/ 

sin (co 4- if) sin(ci> — 5p,) 
sin 5p (sin o) . cos 9, — cos w . sin y ,) = sin y , (sin ci> . cos 9 + cos cö . sin y) 
sin C() . sin q> . cos q> — sin co . cos q> . sin 9), = 2 cos oi sin 9 sin ^, 

, 2 sin Gp sin o), ' 2 /c» r *f r\ 

• tg w = . , ^ ^ = - (Safalformel). 

sm (y — 9),) ctg 9), — ctg 9) ' 

Der ©a^ bleibt berfelbe, tt)enn man unter 99, bie SBinfel ^cgen %it 

A unb A' öerfte^t. 

Ratten toir öorn allgemein eine giäd^e c : - A unb leinten c: -A', 
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fo toärc 

t J^ (/^ + fi,) sin y . sin q>, ^ ^±ilL__. 

^ fi.sin 9). cos y, — ^,.cos q> .sin y, /^-ctg y, — /u, ctg ip' « 

$ättc mott bic Sleigung ber ©d^icfenbfläc^c gegen Äjc A unb A' 
ref^jectitoc y unb q>, gefegt, fo tpürbc 

. ^ ^ (fi + A^Ö s^P 9> ' sin y. ^ A< + jM, 

^ /M, sin y cos 9, — /M cos qp sin qp, ^, ctg q>, — fi ctg q> ' 

^fir ^ = ^, = 1 gelten beibe tüiebcr in bte einfädle Sofolformcl über. 
SaStrb ba8 SictjoiteitrortieviH)! xtH^Mnniit , fo fanb eg fd^on bei 
^au^ nnb 85Bet§ üielfad^e SSntoenbnng. 83ci U^^ 
term tt)ar a unb b bag rec^ttoinflid^e Äjcnfrenj, 
toorin bag ^ßerpenbifel s an^ bie ^^potenufe ab ge* 
faßt btn sin öon ber Sletgung ber gläc^e a:b:c 
gegen bie ^auptaje c bilbete, tt)ä]^renb Äje c felbft 
ber cos ift. (gg toar bag gngleid^ einer ber ©rünbe, bie ^auptQje nid^t 
a fonbern c ju nennen, um bamit ouf cos ju beuten. SBir l^aben in 
aob brei red^ttoinflid^ unb ä^nlid^e S)reiede aob^ bol^ aol. S3c* 
trad^ten tt)ir ob = b ate bie S3afi§ unb oa = a afö bie §öl^e, unb 
bann wieber Sinie ab = x + y atö bie SSafig unb ol = s afö bie 
^öl^e, fo muß 

1 . a . b = s . v/a» + h\ s = ^ ^2 ^ b> fein. 

SSerbinben tt)ir bann in (Sebanfen bie ^auptaje c mit 1, fo ift 
ba^ ^erpenbifet üom SKittelpunfte o au^ auf cl gefällt 

, 1 

__ c . s _ a . b . c . . = ^ 

^ "■ ^c« + s^ " 7a'b« + ^V -TbV "" y/L^ + 1^ + ^ 

ber einfad^fte SBeg, bie Sänge be§ 5ßerpenbifel öom SKittelpunfte auf 
eine beliebige glä(^e a : b : c ju finben. 

?lu§ ber Slel^nlid^feit ber brei S)reiede folgt bie 5ßro))ortion 
a:s:x = b:y:s = x + y;b:a. golglid^ 

2) s* = X . y , Xodl s : X = y : 8 , 

b. ^. s ift We mittlere ^Proportionale jn)if(|en ben 9lbf Quitten ber ^^potenufe. 

V) R ä s 

3) y = -^— unb X = -^ , tt)eü a : s = b : y unb a : x = b : s. 

a 

2)araug folgt b . s = a . y unb a . s = b . x 
b* . 8* = a* . y* unb a* . s^ = b^ . x* 
b* . xy = a* . y^ ünb a* . xy= b^ . x* , fotglid^ 

4) b« . X = a^ y. ^ 

SSßeil a:x = x + y:a= \/ a^ + b^ : a , unb 
b : y = X + y : b = Va» + b» : b, fo ift 
i« . b« 



5) X = -7 unb y = -= 
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Das d^ktaib 

toitb btttd^ Dier f^fö^en gebtibet, bie fic^ in fed^d 3^1^^ fc^neiben, 
unb ift burd^ bad fogenannte DoQftanbige SSierfett ^ro^ 
jicirt. (£d ift boS felbftt^erfiänblic^: benn man barf ftd^ 
nur bajJ ^cjaib ABC projicircn, unb bonn bic öierte 
gläd^ DF beliebig aber fo burc^Iegen, baß fie in feinen ber 
brei ßonenirnntte be« ^ejaibeiJ fällt, fo muffen, bo jebe Sinie 
jebe fd^neibet, notl^toenbig brei neue ^otien^unfte DEF ent 
fte^en. Qui SSeftimmung bei Oftaibe« gel^ören fünf 
aSinfel, j. 85. ABCDE, bann gibt ABC bie Seiten be« einen grogen 
®reiccf«, DEC bie Seiten be« Beinen. S)amit ift burc§ einfache @ub* 
traction bie furje ©eite x gefunben, neben ber bann bie 9icbentt)infel 
t>on B unb E jur SBeftimmung beiJ Keinen Dreiedfeg BEF l^inreid^en, 
tDomit jule|t ADF bered^net »erben fann. 

©0 unberftänblic^ auf ben erften «nblidE ber ftör^jer fein mag, 
toetd^r ^ier bargefteHt toirb, fo ift er bod) nid^t« tt^eiter, ofe eine Mr^er* 
Kd^e 6dEe, bie an il^rem offenen (Snbe burd^ eine t)ierte glätte gefd^Ioffen 
wirb, b. ]^. ein Xcttaik. SBenn toir öon irgenb einem ^ejaibe bie 
(grfe toegfägen, fo fäHt unfer ftör^er. 2>ctfeHe befinbct M M iiit 
@Icii|gc)iit^t. S)aburd^ niirb er einzig in feiner Srt, ein nml^rer 
coelebs pag. 6 bient er jugleic^ jum Äu^gangg^junlt unferer ganjen 
(Euttoidelung. äRac^en n)ir Dier beliebige fünfte auf bad Rapier, tt)o« 
t)on nie brei in eine Sinie faßen bürfen, unb öerbinben pe, fo l^aben 

FT "^^^^ ^^ gefud^ten Äörper gejeid^net. (5ben fo leidet tt)irb 

\\ y/ ^"^ ^^^^ ^^^^ beliebige ©d^nitte, tt)Ot)on feiner bem anbern 

\ V^ / paraQet gelten barf, ^ingefteHt. ©ö ift ein ^älftpc^ner 

' <CA / wit 4 fjläd^en, 4 ©den, 6 Tanten, tjorin man bie ©runb»« 

^"^ jal^ten be^ ©^fteme^ nid^t fofort lieber erfennt. Allein 

fobalb man fämmtlid^e Tanten Iiatbirt, unb burd^ bie ^albirung^punfte 

Sinien jiel^t, fo fommt baS juge^örige 

Oltatb, weld^eg öon ber bo^^pelten '^ix^, öon Dreiedfen begrenjt 
toirb, bie wegen ber Äantenl^albirung refpectiüe ben Ice 
traibbreiedfen ä^nlid^ finb. ^uc^ biefed Oftaib auiS bem 
Sietraib l^erau^gefd^nitten , befinbet fi^ ftetS im ®Ieid^* 
gen)id^t, b. 1^. ade feine ^(Sd^en l^aben nie mel^r atö brei 
©eilen. S)a^er muffen aud^ bie brei Stjen burd) bie 
aJältel^unfte ber Setraibfanten gelten. aWan barf fic^ ba« STetraib nur afö 
eine breifeitige 5ß^ramibe üorfteKen, um einjufel^en, bag bie neuen burd^ 
bie ^albirung^punfte gelegten t)ier t$(äc^en, ben alten paraM ge{|en. 
2)ie üier SRebuctiongebenen finb bamit ju 5ßarallelräumen enttt)idEett. 
S)araug folgen bann fofort bie allgemeinen 

@ttt]if(|aften bcS Oltaibei : Hiev ^araOelräume 
abc # a'b'c', ab'c # a'bc', 
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a'bc#abV, a'b'c#abc'; 
irrt 5ßaar gegcnübertiegenbc ©den 

a unb a', b unb b', c unb c'; 
fcd|§- paraßclc ^aarc Äantcn, tüoöon öicr 
^aarc bic ffinbfantcn 

ca #cV, cb #c'b', 
• ca'#c'a, cb'#c'b 
unb )toei Staate bie ©eitentanten 

ab # a'b' unb ab' # a'b 
bilbcn. a)arin ftecfcn bic ©runbgal^Ictt 
3, 4, 6. 35ic ffiantcn grup^ttcn fid^ ju 
brei ^orattdogtammen 

acaV, bcb'c', aba'b', 
SBafalf^nitte genannt. S)a nun bic «jcn aa', bb', cc' bic diagonalen 
bcrfctben finb, fo muffen fie fid^ im SWittelpunfte l^atbiren. Salier ift 
a': b : c ia^ paffcnbfte ©^mbot für eine Dftaibftäd^c. S)ic Sänge biefcr 
Sljen unb bie öon i^nen eingcfd^toffenen SBinlel aßy, miä^t ben gteid^* 
namigen SBud^ftaben abc gegenüberliegen, liefern im 3"htnft bie $>ata, 
tt)omit tt)ir red^ncn. 3)a eg fid^ bei ben Äjenlängen immer nur um ba8 
SJer^Itnig ^anbett, fo fönnen tt)ir eine berfclben j. S9, c = 1 fefecn. 
3)ann ift ieglid^ei^ Dftaib mit fünf ©tütfcn aßyah beftimmt, »ie tt)ir 
oben fd^on fallen, ©d^reibe auf irgenb eine ber gtäd^n 
yiuU, auf bie brei anliegenben @in8 unb fo fort/ laffc 
crft bie gläd^en mit 1 toad^fen unb bic mit ücr* 
fd^tt)inbcn, bann umgefel^rt bie toac^fen unb bic 1 
öerfd^tt)inben , fo l^aben toir tmeber bic urfprünglid^en 
2;etraibe Uli unb 0000, bic fid^ gegenfeitig toiciinfö 
unb rec^tg öcr^alten. • 

3)a mit jcbem 2;etraibe fofort ba« jugcl^örige Dftaib burd^ §albi* 
rung ber Xetraibfantcu gegeben ift; ba fie fid^ ferner ftetiS im @Icid^= 
qeto\ä)t befinben, b. 1^. alle, bereu glfid^en nid^t aug il^rer gegebenen ^a^ 
raHdität J^erau^treten , einanber ä^nlid^ bleiben; ba cnbtid^ ttjcnigcr 
Kcbuctiongcbcnen ate t)ier ju einem gefc|toffenen ßörpcr unbenfbar finb: 
Jo crfd^eint er unter ben bcttjcglid^en (Stementen für bie ©^ftcmatif tt>ic 
ein fefter ^ßunft. 

S)ai^ ßinfS unb fUtiiti in ben ©d^citclbreicdfcn tt)irb un« je^t fo* 
fort ffor, benn bag Xetraib ift ja nid^t« weiter al8 ein 
burd^ d gefd^loffencö lörpcrlid^c^ S)reiec!. Saffen tt)ir bic 
83afen d unb d, fid^ bedten, jo freujcn fie fid^, benn mir 
muffen ermägen, ba§ menn oben, fo mn^ 0' unten aug 
ber 8ttä)n\inQ^eUnt heraustreten. Unter ^eiigctt öer* 
ftel^en wir immer, ba§ bie entfpred^enben ©citen ber 
bciben cpngrucntcn 3)rciedEe einanber parallel ge^en. Äel^rc id^ balfcr 
jwci Xctraibe mit ber glcid^en giä^e IreujWeiS fo gcgencinanbcr, bag 





^ 



Digitized by 



Google 





^t^ftemotf!: Oftaib, Stotninge. 93 

bic l^omotogen ©citeit cinonber paxaM ftel^cn, fo gelten aud^ bic fib* 
rigen homologen gfläd^en ^aroßel, id^ erjcugc ba« öoQftäc^ige Dftaib o ; 
becfcn ftc^ bagegen bie ©rciccfc d, fo lommt ber StoiDing z. a>a]^er 
fogte aSeig |)affenb: bic bcibcrf S^Jittingäftücfc l^bcn 
eine glöc^e d (3)iit8iit0cfieite) gemein , unb liegen 
umgefel^rt. ^ataKel unb nm%tU%xt, bad jinb bie un^ 
jttjeibeutigen SBeftimmungen. 3a tooDte man bag 
Äreugen toon d n^ d, nid^t „gcmein^aben" nennen, 
fonbern nur bie toitflic^c 2)edEung, fo Mnnte man ba« 
„Umgefe^rt" afö fettftö?rftanbHdö gang ttJeglaffen. 
Sinfö unb ^tiftö greift bi^ ing reguläre Setraib (3;etroeber). Qn 
bem @nbe mad^en tt)ir un« ein Ke| abcd burd^ ^afti* 
rung ber Seiten eiitei^ gleid^feitigen S)reiedE3. ^lägt 
>[i\ inan ie|t bie 2)reiedfe abc l^inauf, fo liegt abc red^t^ ge* 
^^brel^t r; f(^Iägt man l^inunter, linfö gebrel^ 1. @ang 
wie ein red^ter ^anbfd^u^ burd^ UmftMpen gur linfep 
^anb pa%t 2)ag ift mieber allgemeines ®efe|, unb gilt nid^t blo« für 
Setraibe, fonbern für alle ^älftpäd^ner. 

S)ieg ®efe^, toa^ mit linten unb rechten @Iiebma^en fibereinftimmt, 
üerbient, ba§ mdn eg fid^. DoQftänbig flar mad^e, e« fönnte -ba» ^nlü? 
tititSgefe^ ^eifeen. 2)er 9iaum ip unenblid^, gießen toir barin eine 
unenblid^e Sinie, fo toirb jeber öereingclte $unft biefefbe §albiren. 
aWad^en wir metirere 5ßunfte l^intereinanber, unb laffen eine fo gegeic|)nete 
Sinie in gtoei ^ßaraHelen auSeinanber treten, fo lönnen wir bie fünfte 
immer wieber gur 2)ecfung bringen, lebiglic^ burd^ ^ßaraHelbewegung. 
@ang anberS wirb bie ®aä)e, wenn wir bie gleid^namigen fünfte aa' 
.6 unb bb' hmd) ©trauten ergeugen, jegt fönnen wir bie 
5ßunlte burd^ bloge 5ßarafielbewegung nid^t met)r gur 
^^ - 3)edEung bringen, benn legen wir a auf a', fo muffen 
fid^ b unb b' ))o(ar gegenüber ftel^en, unb umgelel^rt. 
Slur wenn man bireine Sinie bre^t, wirb bie 2)ed[ung mögli^, ober 
wenn in ber 5ßoIartage, wo a bie a' bedtt, wir bie b' burd^ bie britte 
S)imenfton I)inburd^ auf bie b ^erübertta^jpen. S3ei ber ^ßaraUelbewe* 
gung blieben wir in gwei S)imenfionen, bur(^ baS ^erüberflappen, b. 1^. 
mit ßul^ilfenal^me ber britten 2)imenfion bringen wir bie S)edfung in 
biefem %aUt no^ gu ©taube. 5)ie 2)cdfung fönnte aud^ fo gefd^e^en, 
bag wir in ber ^olariage öon b unb b' bie b' burd^ bie b I)inburd^* 
gießen, gleid^fam linfg machen. S3ii^ je^t l^atten wir eS nur mit giäd^en^^ 
punften gu tl^un. Stemmen wir nun noc^ einen britten 9laumpunft cc' 
^ingu, bann ift leine S)edfung me^r möglid^, weit eS bem SRaume an 
einer vierten ©imenfion fe^It. 2)ie beiben Sietraibe trerl^Itett fid^ wie 
ein linfer unb red^ter ^anbfd^ulf, nur wenn id^ ben einen umfrcmpete, 
fann id^ i^n über hm anbern l^ergiel^en. 9iel)me id^ gwei fold^, abc mit 
ben entf^^red^enben a'b'c', fo l(abe i^ ben ^wiQing. 3tt>i0ittg tfi alfo 
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im SUIgemeinen nid^tö toeiter, atö bie SSertDa^jung etned ftr^ftaQS mit 

feinem ©piegelbilbe: id^ barf bcn Är^ftatt nur mit ber ^tt^iHingi^cbene 

auf ben ©piegel legen, um fofort bad Si(b ju l^ben. 

@t|fleiitattfd| finb bie S^etraibe burc^ bad ^e^aib gegeben, benn ha^ 
3:etraib ftumpft t)on ben aä)t @clen tt)ecl^feteti)eife tier ah, 
gemäß ber ©teHung öon unb 1. 3n jebe^ ^ejaib fann 
ic^ bal^r jWei 2;etraibe (Äerntetraibe) einfd^reiben, bcrcn 
Santen freujtt)et^ be# ^ejaibbiogonalen entfprec^en. SBir 
gelungen bamit ju d^tttiü, bie man fid^ am beften burd^ 

bie Slefee ftar mac^t. 

1. @Iet4fla4iHe ^ettaibe entftel^en au^ Sßürfel; Cluabrat«^ unb 
geraber Dblongfäule. 3l^r iRe^ tnirb l^öd^ft einfad^ burc^ ^albirung 
ber ©eiten eine« Dreiedg gen^onnen. S)ag 

teDuIare, tcie öorl^in, burc^ ^albirung ber Seiten eine« glcid^* 
feitigen 2)reie(f«, bal^er finb alle gläd^en gleic^feitig ; ba§ 

ttteroIielittDe yie^ erl^alten n^ir burcf) bie ^atbirung fämmtlid^er ©eiten 
eineg gleic^fc^enflid^en Dreiedfg, bal^er tt)erben aUe glätten 
abcd tt)ieber gleidifd^enflid^, unter cinanber congruent unb bem 
großen ^auptbreiedte äl^nlic^. SBie im regulären 2!etraeber 
bie gläc|en ben gläd^en beS regulären OftaeberS, fo finb 
l^ier bie gläd^en ben gläd^en beg öiergliebrigen DftaebcrS 
äl^nlic^, aud toelc^en e^ entftanb. 2)a^ 

3MctDlte)irtBC verlangt ein unglei^feitige^ 2)reied, bal^er finb aQe 

^läc^en ungleid^feitig. 3m ^albirung^punfte jeglichen 3)rei« 

cde^ liegen bie brei Seiten (ebene SBinlet) ber Sdfen. SMefc 

Xetraibe Ijaben bal)er bie mertoürbige ©igenf d^aft , baß in 

jeber ®dEe bie Summe ber ©eiten = 180® beträgt. 3m 

regulären folgt ba3 t)on felbft, n^eit 3 . 60® = 180®; im 

öiergliebrigen liegen je jttjei SBinfel ber 85afig unb einer an^ 

ber @pi|e; im ätoeigliebrigen breierlei, tt)eil im ebenen S)reicdf bie 

Summe jwei fRed^tc ift. Sd^lägt man im le^tern bie 

SdEen beg SRe|e^ l^erauf unb t)inunter, fo gibt bag 

jtt)ei Körper, bie einanber nid^t mel^r matl^ematifd^ 

congruent finb, toie im regulären unb öiergliebrigcn 

Softem, fonbem fic^ wie Öitb unb Spiegelbilb öer«^ 

l^alten, b. i), aud^ äußerlid^ linte unb red^t^ geftaltet finb. 

2. 5S)ai 3 + Ip^tge Ztitaii getjört bem W^cmUtUt im breii« 
gliebrigen S^fteme an. @d l^at nod^ ein gleic^feitigejS 
SJreiedE d im SSntrum, bie übrigen brei finb gleich* 
fd^enftid^, an ber Sipi^e balb ftumpfer w, balb f(|ärfer 
r afö reguläre. S)ad gleid^feitige 2)reiedE a auf ben 
glügeln jWifd^en (o unb r bilbet ben ©renjfaÖ, weld^er 
bem regulären Zetraeber angel^drt. Unter ben ftumpfen 

ift boS mit rechtem SSinlel bemertenSwert^, toeld^S einer SBurfeledEe 
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cntfprid^t S33a§ inncrl^Qlb a föQt, fnidt fid^ in bcn ©den bcr SBafid 
d nad^ 3nnen, toa^ herausfällt mi) Slugen. 

3. aiic 2 + 2%m%tn ZtttaxU finb glcid^fd^enWic^ unb unglcid^«^ 
fettig. 2)ie 

glei^fdlennid^en gelten bent jtoeigtiebrigen ©^ftetne, unb 
fommen t)on ber geraHen t^amkifdleit Säule, finb alfo Iin!d 1 
tÄe ted^tö r, unb Dorn v wie hinten h. Son i^ncn fommen 
bog Dblongoftaeber unb ^Wittinge. S)ie 
ungleidlfeitiflett gehören bent 2 + igliebrigen ©^fteme unb 
fommen oon ber fd|tefett OMongfäule. Sßie bei ben gleic^^ 
f(Qd^ig»ätöeigliebrigen finb bie ©eiten beS gefnidEten SJreiedCe« 
^1 im 9le| auc^ l^albirt, aber bie ©umme ber ©eitenwinfel in ben 
(SdEen betrögt mel^r ober toeniger afö 180®, Dbwo^l ©leid^l^eit 
juföHig mögtid^ ift. ®g ift boppeIt)aarig unb ergeugt bag 
2 + Ipd^ige monofline Dftaib, tt)eld^eg, tüxe fein Xetraib, 
viererlei Tanten l^at unb ebenfaßS boppetpaarig ift. 
. 4. S)ag 2 + 1-hljltadStfte Xtiuii entftej^t ou8 ber f(^iefen SR^omb- 
fäute, eg t|at no^ jmei gleic^f(^enflic§e aber ungtei^e S)reiedfe 
vh, toeit e« bem 2 + igtiebrigen ©^ftemc angetjörenb t)orn v 
anbete ate leinten h fein mvi% tDöi)xenh bie 5)reiedfe linfS unb 
red^tg rl ungleid^fc^enflic^ aber congruent (paarig) bleiben. ®S 
ergeugt bag fd^iefe Dblongoftaeber, unb bient jur 3tt>ißing8* 
bilbung. Snblid^ reftirt nod^ 

5. bog ttngletdlflä^tge XetraiH aus ber fd^icfen JR^omboibfäule beS 
Igtiebrigen S^ftemS. §ier finbaße S)reiedCe nid^t bloS 
ungleid^feitig, fonbern aud^ unter einanber unglei(^. SJaS 
einjige ®cfe| ift, ba| bie ©eiten, mit toeld^en je gtoei 2)rei= 
edfe gufammenftolen, gleid^ fein muffen, wolier bie fec^fertei 
Äanten entftel^en. ®S ift baS aUgemetnfte letraib, aus 
toeld^em bie anbern l^eröorgetien. 

S)ie brei ttttftimmetvif^eit ^etraibe mit ungleid^feitigen 2)reied(en 
jcrfaKen batier in: 

a) sletd|f[äd|tfie, 9flepräfentant beS gUieigltelirisett ©^ftemS; 
1>) laltglei^flädlifie , bie fid^ in 2 + 2 gläd^en, b. 1^. augitartige 
©oppelpaare gerlegen , 9iepräfcntant bcS Suiei ttnH etnAlteHvigen ©9« 
ftemS; 

c) itnglet^lflad^ts^ 9flepräfentant beS ^infitteHttsen ©^ftemS. 
Ätten breien fel^It jebe ©pur öon ©^mmetrie, unb fie tragen fd^on 
äuBerlid^ Üied^tS unb SinfS (Silb unb ©piegelbilb) jur ©d^au. S)iefen 
ftel^en nun 

bie fünf f^mmettif^en gegenüber, toetd^e nur innerlid^ 9ied^tS unb 
SittfS t)erratl^n, toaS fofort jur Sufd^auung f ommt, wenn man bie brei 
glfigel beS 9fle|eS \tait mä) oben nac^ unten fel^rt^ (linfs mad^t). SBir 
bringen mit biefer SÄanipuIation ju gleicher Qtit ben ^tt^^öittö i^ 
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©tanbc, tocld^cr bie SBofi« jtocier umgcfcl^rtcr Snbiüibucn gemein ^at. 
§ier !ann bai^ Umfe^ren, wie bei einem linfen unb rechten ^anbf^u^ 
afö Um!rempeln gebadet werben. Qn gleicher 3^^ pnb t^ bie beften 
f^ftematifd^en ^öxptx, au8 beten 3)reiedEen id^ fofort bog SÄüjimum 
gleicher ©lieber Qblefe: benn xoevji tnir nni^ ber ^latonif^en Snidfu.ng 
pag. 5 erinnern, fo fönnen anf einem gleid^feitigen 35reie(fe fec^i^ con* 
gruente S)reiede fid^ ertjeben, anf einem gleid^fc^enttid^en nnf jtoei, ba 
i^ eö Mog nad^ ber ^öl^e in glett^e §älften jerlegen fann: 

1) tegttläteS Xeiraib/ f(^Ied^t^in Xetraeber genannt, an^ bem 
SBürfet gefc^nitten, mit öier gleid^feitigen S)reiedCen, mng barnad^ 
4 . 6 = 24 = 2 . 12 gleid^e ©lieber ^aben, alfo gUiolf^arifi fein; 

2) titetgltebngeS 2;etraib, au^ ber Onabratfäule gefd^nitten, mit 
öier gleid^fd^enKi^en S)reiedfen , mn| 4.2 = 8 gleiche ©Heber l^aben, 
alfo tiier^atig fein; 

3) kretgltebrigcS Jetraib, aug bem SR^omboeber gefd^nitten, mit 
einem gleid^fcitigen nnb brei congrnenten gleic^fc^enttic^en SJreieden, mn% 
fotool^I nac^ biefen alä nac^ jenem 3.2 = 6 gleiche ©lieber l^aben, atfo 
kret^iaartg fein; 

4) stoetiHeHttgeS Xetraib, and ber geraben 9il^ombfänIe gefd^nitten, 
mit 2 + 2 gleic^fc^enf liefen Slreieden, mufe nad^ beiben 2.2=4 
gleid^e ©lieber l^aben, a(fo 3Uiet)iaattg fein; 

5) jtiiet tttiH eittftitefertgeg Xetraib, au3 ber fd^iefen Si^ombfättle 
gefd^nitten, l^at nnr no(§ jweierfei gleid^fd^enKid^e nnb jmei congrnente 
nngleic^feitige S)reiedFe, fann bal^er nac^ beiben nnr noc^ jtnei gleid^e 
©lieber tiaben, alfo :|iaattg fein. 

@rft bad einftUeHrige ift völlig ui^iaattg. 9le]^men mir baju bann 
nod^ ba^ bnxä) ben ^etraeber^miHiing entftel^enbe fed|3gltelirtDe ©Aftern 
mit 2 . 3 = 6^ paaren, fo fällt und fofort bie einfalle Siei^e 

0^ U, 2^, 3^ 4*, 6^,12paarig 
für bie ©^fteme in bie äugen, ft)ürbe man bie 6nben Unpaarig (Siriflin) 
nnb SBielpaarig (9iegulär) nennen, fo bliebe für baö jmei« unb ein* 
gliebrige ber paffenbe SRame paarig, metc^em bann jmei^ brei*, r>\tx* 
unb fed^Spaarig fid^ öufeerft Har anfd^löffen. S)ie Äjen berfelben er» 
geben fi(^ and ben Kanten ber jugel^örigen ^ejaibe, mie mir unten 
feigen merben. SlQcin man fanii nun felbft mieber äße biefc 

Xettailie afö brei Sl^^en abc anfeilen, n)eld^e~t)on bec bierten @bene 
in a : b : c gef(^nitten merben." Äeppler pag. 6 nannte ba§ 3;'etraebcr 
propl^etifd^ coelebs, benn eö fte^t bereinfamt jmifd^en ben Sr^ftatten, 
unb t)on i^m ge^en alle fefte äeftimmungcn aud. S)ag ^ejaib mit ben 
SBinfeln ABC unb aßy fann nur nac^ feinen fe^g SBinfeln beftimmt 
Werben, moöon liret gegeben fein muffen, um bie anbern brei trigono* 
metrifd^ ju pnben. ' Sefct fommt nod^ bie vierte iJtöd^e l^ingu, unb 
fc^neibet \>xt brei äjen nad^ i^rer Sänge im »erl^ältnil 
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a:b:c = — :— :ls=m 
c c 



n:l, 




ttjorin abc jebe^ rationale ober irrationale SKafe bejeid^nen. S)a burd^ 
3)ibifion ba^ SBerl^ältnig fid^ nid^t änbert, fo muffen noc^ jtoei Unbe* 
tanntc m unb n beftimmt tocrben, im ganjen alfo fünf ©tüdEe. §abe 
id^ in ber gläd^e a : b : c einen 5ßunft Pi , fo barf id^ nur Pipi pa^ 
f. raDel oc, b. t|. ber 8[je ber z jiel^en, unb in ber @6ene 
- ' xy ba^ ^ßaraÖriogramm opi mit ben Seiten x unb y 
yp^i^boHenben, fo ift ber 5ßunft Pi burd^ ba§ ^ejaib oPi 
//pst^im Slaume gegeben, ffiben fo ein jn^eiter 5ßunft P2 
j^fC^Y ^^^^ Pap» «"iJ op«f unt> ein britter ^ßunftPs burd^ 
Psps unb ops. t)rei 5ßun!te beftimmen bicßbene^ 
"^ toie jwei fünfte bie fiinie, bal^er ift mit einem §e* 
jaibe ber ^unft, mit jtt)ei ^ejaiben bie Sinie, mit 
brei ^ejaiben bie (Sbene im 3iaume gegeben. 2)iefe 
§ejaibe l^aben aße SBinfcI gleid^, finb nur burd^ bie 
brei Äantentängen xiyizi, x2y2Z2, xsyszs öerfc^ieben. 
aiarauf berul^t bie ©oorbinatentl^eoric. Äud^ bie fiänge 
ber trigonalen ?ljen oPi = Di, 0P2 = D2, oPs = Ds, bie nad^ pag. 88 
eine iJunction t)on abca/Jy ift, !önnte benufet »erben, ©ra^mann 
nannte fie aud^ S^räger, unb gleid^e Präger bebingen gleiche gtäd^en. 
S)araug !önnte man bie ©^fteme ableiten. 

aSir ^aben an jebem ^ejaibe 8 Mttttai^t unb 2 JSevntettaiHe. 
3ebe^ ©dftetraib t|at jur Jöafiö eine gtäd^e be^ ÄerntetraibeS, man 
nimmt bal^er bie brei 5ß^ramibenfanten ber Sdtetraibe ju Sjen. S)ie 
©ad^e wirb fofort Har, toenn man in ein beliebige^ ©ejaib ba§ Äern- 
tetraib einträgt. S)a bie gegenüberliegenben Serntetraibe fic^ toie linfö 
unb red^tö öerfialten, fo ttjeilen fic^ bie 8 in 4 redete + 4 linfe. gplg^ 
lid^ muß aud^ üon ben jugetiörigen Äerntetraiben eing rcc^tg , unb ein§ 
linfö fein. SBag man linfö unb red^tö l^ei^en toiU, ift natürlid^ toiH^ 
fürlid^.. S)er @d|tiiet)iiittlt eineg Jetraibeg toirb gefurtben, toenn man 
fämmtlid^e Seiten ber S)reiedEe tialbirt, bie brei diagonalen jiel^t, unb 
burd^ biefelben unb . bie gegenüber liegenben SdEen gläd^en legt. @g 
faßt bann jebe gtäd^e in eine Äante unb jtoei diagonalen; ba tt)ir 6 
Äanten unb 12 S)iagonaIen l^aben, fo gibt ba§ neue gläd^en, S)o^ 
becaibe a : a : cx)a unb Seucitoibe a : a : ^a. (£g finb baS bte näd^ft 
einfachen Körper. 

3ur Sßittlelieted^nitng nehmen toir ein (giltetvatfe. 3n jebem 
S)reiedE liegt ber ©d^n^erpunlt s im ^urd^^ 
fd^nitte ber diagonalen, bie fid^ btitteln, n^eil 
nad^ bem Äanteujonengefe^ 2 + 1=3 ift. 
SWe^men toir ben SBinfel y = yi + y2 fd^arf 
jtoifd^en ben Stjen oa = a unb ob = b an, 
fo ift im ^Parallelogramm obya bie 




Ouenftebt, l^t^ftattodiovl^ie. 
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lange Siiagonalc d* = a* + b* + 2ab cos y, 
furjc diagonale <f* = a* + b* — 2ab cos y pag. 
itnb im 3)reiccf oah 



87, 



l-v/. 



a» + 



ad cos yi ; barauö pnbct ftd^ 



cos yi 



2 V - ■ 4 

a + b cos y a + b cos y 



v/ä 



cos y« = 



+ b* + 2ab cos y 
b -{- a cos y 

y'a' + b* -f 2ab cos y 



Utib 



b + a cos y 



a» + 



gur y = 90" toirb cos y = o; fofgli^ 

• . «"«y» =v^T^ ««*»««« y» = v?Tb«- 

Sieben toir öon bcr aufredet gebadeten p^ramibalcn ©nbcdc na(§ bem 

©d^tuerpunftc ber SBafiö, fo ift bte ßinie -JD. 9lct|mcn njir bicjc otö 

äfje, fo gelangen toir ju ben brci* unb einajigen S^ftemen, fo ba§ 

fc^on im Setraibe, gleic^fam wie im Äeime, bie brei* unb merfeitige 

©teöung verborgen liegt. SBoßen tt)ir ben SSinfet beS %xä%ex^ D gegen 

bie Tanten unb gläd^en finben, fo mad^en »ir unö iM einen ^anpU 

fd^nitt burd^ Slje c unb bie jtoifc^en ben Äjen ab gelegene diagonale, 

unb nennen bie SSSinfet ^ = ßi + g», fo ift 

d^ = c« + D« — 2cD cos Qi 

b* + 2ab cos y = c* + a* + b* + c* + 2ab cosy 

+ 2ac cos ß + 2bc cos a — 2cD cos qi 

2cD cos Qi = 2c* + 2ac cos ß + 2bc cos a 

c + a cos 5 4- b cos a 
cos pi = ^ . 

©benfo ift auf bcr anbern ©eite 

c* = d« + D» — 2dD cos Q2 , 2dD cos ^ü = d« + D* — c« 

2dD cos ß2 = a* + b* + 2ab cos y + a* + b* + c* 

+ 2ab cos y + 2ac cos j* + 2bc cos a — c* 
2dD cos ^2 = 2d* + 2ac cos /? + 2 bc cos a 
d* + ac cos ß + bc cos a 

cos Q2 = -^~ £ , 

gür ben SBfitfcl ift a = /? = 90^ D = V3, d - V2i MgKc^ 

cos Qi == v/i • • • 54^ 44' 8" , cos ^2 = yl . . . 35® 15' 52". 

^ü\l\}füt^t^miotitx. Snbfante 105.5; fjläd^ennjinfcl a^ß^y 
= 101 . 55; bie Äantenlängen a = b = c = 1 gefe|t, tpirb na^ 
pag. 88 

D = v/3 — 6 co^« = V^l,761 = 1,327, IgD = 0,12288. 
ffig gilt für bie einjige ^mi^iait baö negotiüe ^^ic^en, tt)eil a ftumpf 
ift. gür bie anbern brei gleid ^en tri gonaten Stjen ift bal^er 

D/ = v/3 + 2 cos a =: v/3,413 = 1,847, IgD, = 0,26657. 
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3)ie fürjcm gläd^enbiago nalcn 

d = V2 — 2 cos a = v/l,588 = 1,2598, Igd = 0,10029. 
2)ie löngcrn gtäc^ettbiag onalcn 

<J = V'2 + 2 cos a = ^2,413 — 1,5534, Igd = 0,19128. 
SBinfel c gegen bie ^auptajc 

1 — 2 cos « 0,588 
cos pi = 



. 99 



cos ^8 =5 



D 

d^ — 2 cos ( 
dD 



0,327 '•••^^•^^- 

: 45 . 24, Qi + e% ^ 10n<> 9* pag. 88. 



SDie trigonolen ^Ijen D, machen in ben ©eiteneden mit Äanten unb 

fyiäd^en 

1 + 2 cos a 1,433 ,^. „,, 
cos Qi = ~ — ^=^ — r- = :p^^^ ... 40* 7", 



cos ^4 = 



d* + 2 cos tt 
dD, 



1,847 
. . 30<* 44', f = ps + f4 = 70® 51'. 



^elUf^iatll. §enb^oebcr PTT. §err ö. Äoffd^aroto (SWateriaaen 
3Riner. SÄu^ianbs 1867 V. pag. 129) fanb am «bntor ©öule 

T/T = C = 118® 47', P/T = A = .112® 12' 40". 
SDarau« ergeben fic^ bie ben fionten AAC gegenüberliegenben Seiten 
y ^ 113® 16' 10" unb a = 103® 58' 41". 

©e|cn toir bie Sängen ber beiben gleichen ^enb^oeberlanten A=A= 1, 
fo fittbet fid^ nod^ pag. 87 im SRebiaufd^nittc bie fc^icfe 3)iagonale 
d = v/l + 1 — 2 cos y = v/r,2Ö9"= 1,0995; 
bie jttjeite quer bagegen fte^enbe ber SBeil'fd^en 

Äje b entfpret^enbe g)iago nQte 

3 = v/1 + 1 + 2 cos y = v/2,791 = 1,67. 

Id = 0,04121 , Id = 0,22271. 
2)ie Steigung wn ^ante G gegen 2)iagongIe d in 
ber ©d^iefenbpd^e 

2 cos a 

^ V2 — 2 cos y 
ober bag ©up^rfement P/C = G3® 57'. 

1 cos a = 9,38300 , num. 0,24165; 
Icosy = 9,59715, num. 0,3955. 
Die S)iagonaIe d Quf ©d^iefenbffäd^ P i[t unab^ngig öon ber Sänge 
ber Äante C bci5 ^ejoibe^, ba i^re SÄitteriage burc^ bie ©^mmetrie üon 
P gegeben ift. Um nun bie SBofi^ y im l^intern SdEtetraibe ju be^ 
ftimmen, muffen wir nod^ ben SBinfet öon y jur gläc^e P ober T 
meffen. SBäl^Ien wir P, fo ifi in ber SJerticaljone 

P/y = 99® 42' 16", folglid^ Supplement y/d. =^ 80 . 17 . 44. 
e« war Qber leinten P/C = d/C = 63 . 56 . 46, folgtid^ 

C/y = 180 — (80 . 17 . 44 + 63 . 56 . 46) = 35® 45' 30". 

7» 
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sin 35 . 45 ^ 

IC = 9,96724, num. 0,927. 
atfo öer^ölt fid^ A : A : C = 1 : 1 : 0,927 , toag bom SUJ^ombocber 
1 : 1 : 1 nur toenig abtoeid^t. SRcc^ncn nrir bonn toeitcr, fo finb auf 
ben ©äulenpc^en T bic S)ta9onaIcn 

dl = V i + C> + 2Ccosg = V 2,308; 
dl = Vi + C* — 2C cos a = >/l,412. 
C cos « = 0,224. aiic SJiagonaten laffen fic§ nic^t t)erwed^feln, 
ba bie grö|ere ben ftumpfcn « gegenüber + 2C cos a l^aben mujj. 
DJ = 2A2 + C« — 2A« cos y — 4AC cos a 

= 2 + 0,86 — 0,791 — 0,896 = 1,173 

DJ = 2A* + C« — 2A« cos y + 4AC cos a 

= 2 + 0,86 — 0,791 + 0,896 = 2,965 

D| = 2A2 + C« + 2A* cos y + o 

= •2 + 0,86 +0,791 +0 = 3,651 

D; = 2A« + C« + 2A« cos y + 

= 2 + 0,86 + 0,791 +0 = 3,651 
3ür ffiotttrole pnbet ftd^ bie ©utnme ber t)ier Duobrate = ii,4rf: 
d* + d« = 1,209 + 2,791 = 4,000 = 4A«, 
dj + dj = 2,308 + 1,412 = 3,720 = 2A* + 2 C«, 
d«+2d? + d« + 2dJ = 11,44. 
^1 + C cos a 1,224 

^^^«^=Vl+C^+2Ccosa = V^pör- ^^'^^' 
C + co s a 1 ,1 686 

^"^ ^^ = Vi + C« + 2C cos a = Vi;iöl • • ^^' ^2'' 
gütig für ben fd^arfen SBinfel, ba^er «i + «2 = 76M', baS ©u^)^ 
plement gu « = 103® 59'. 
3m ftatnpfen SBinfel ift 

1 — C cos ö 0,776 

''' "' = vi + c»-2Cco8« = ^Tm •••''" '''' 

— cos« 0,6854 

tti + aa = a = 103" 59', ber großem Stje A Regt au^ ber größere 
SBinfel gegenüber, wornod^ mon ftd^ leidet orientiren fann. 
C — 2 cos g ^ 0,444 

D, ~ v'i.na ■ 

d»— 2Ccosa 0.761 

cos p, = — ^- = ^^^^1=^ . . . 50« 16', 

p = ^1 + ^2 = 116® 3'. ©0 fönnen ttjir mit Seid^tigfett auf 



COS ^1 = — ^^^ = -v==5 . . .,65« 47', 
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©^fkemattl: SSeted^nung bc§ gclbf^atljieS, ber DJtatbe, loi 

Bequeme SBeife aße möglid^en SBinfel ber ^esaiblintcn fammt bcm ©dE* 
tctroibc fittben. 

©ctoöl^nlici^ löfet man C ate ^au^jtoje, ffil^rt aber ftott A unb A 
bie S)iagonaIen d unb d ein. 9ia^ obigen l^aben toir 

d:d:C = a:b:c= 1,0995 : 1,67 : 0,927 = 1,186 : 1,8 : 1. 
©c^icfe ber «jen a/c = 63<* 57'. 
S)a3 SSerl^ältnig bleibt glci^, tpenn toir bie Sljen burd^ ben ©c^toer«^ 
:punft iietien, too-fie^ficl^ l^otbiren. S^ gi^nge bann glad^e 
y = A : A : C öon ^d : C = |a : c = a : 2c; 
X = a : c öon 2A : 2A : C = A : A : 4C, 
toie man fid^ am ^enb^oeber triebt Har mac^t. SRaumann fefet unfer 

a:b:c = b:c:a=l: 1,519 : 0,843. 
^offd^arotD toeid^t bobon nod^mal^ ab, unb fe|t unfer 

a:b:c = b:c:a= 1,1875 : 1,80058 : L 

Um nun ju ben SBeife'jd^en urfprüng^ 
lid^ angenommenen Sljen ju fommen, 
^mfiffen toir bie neue ajenlinie AA' jo 
^^'burd^ ben ©c^toerpunlt o legen, ba| 
P = A : C unb X = A' : C 
toirb, bann bleiben äje c unb b nod^ wie öorl^in, nur bie neue Slje A 
loirb nac§ bem Siec^nunggfafte beg SBierjonenförperö pag. 89 gefunben : 

tff w = ' = = 88<* 53'. 

® ctg yi — ctg q> ctg 65 . 47— ctg 63 . 57 

2)a ber 8[ugbrudf negatiö ift, fo liegt ber ftumpfe SBinfel cei=91® 7' 
auf ber ©orberfeite. 

!©en aBinlel 91 = x/c finben toir nad^ ber belajinten gormel 

(Dr. Ätott, ©runbrij bct SRatl^ematil für @l?mnafien. igisrcben 1839 pag. 277): 
u 1 

Ctff Opi = ^ -— Ctc Ctf = ; — • ctg Ctf 

°^ a.sinctf '^^ asmw 

a 
giltig für eine ^täc^e - : c, toett c = 1 unb x = a : c ift. 

S)iefen SBeg ber Sered^nung f(^reibt ung gleid^fam bie Siatur t)or. 
3)enn \id ben ©^ftcmen mit paarigen unb unpaarigen gläc^en pag. 84 
greift man gern nac^ einem auggebel^nten ^ejaibe. 3ft bag nad^ jwei 
ober brei SBinlelmeffungen erfannt, fo mu§ man bann nod^ ju irgenb 
einem ßdEtetraibe fd^reiten. S)ic j^ettitetraiHe avi^ ben SSafen üon t)ier 
®dttetraiben gebilbet fül^rcn un« jur 3lcd^nung ber 

OltaiHe a : b : c. 2)arin »erben bie Sauten be^ gugeprigen 
^ejaibeg ju Äjen be8 Dftaibeö, unb aße brei i)a(biren fid^ im SRittet 
punfte beffelben. S)ie Santen be§ DftaibeS ftimmen ba|er mit ben 
l^alben ©iagonalen d ber §ejaibfläd^en , unb bie Duabrate ber fed^g 
Tanten muffen ber öierfad^en ©umme ber ^ffenquabrate gteid^ fein: 
d? + d» + d; + dj + dj + dj = 4(a2 + b» + c«). 
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SRqu Wirb bie Oltaibfantcn immer fo orbncn, ba§ 

dl = a : b = a' : V ; d« = a : b' = a' : b ; 
ds = a ; c = a' : c' ; di = a : c' = a' : c ; 
dft = b : c = b' : c' ; de = b : c' = b' : c. 
S)ie äBinlel, toeld^e biefe Konten in bcn ^auptfd^nitten mit ber 
31 je bilbctt, fiub in beit gormein für y\y% pag. 98 jtoar fd^on gefunben, 
bod^ brücfcn wir fte je|t Bequemer in ben neuen Äjenelementen qu«. 
3n nebenfte^enbem »afÄlfdiiittt öer^äft ftc§: 

sin yi : b = sin y« : a = sin (y + yi) : a 

asin yi=b sin (y + yi)=b(sin y cos yi + cosy sinyt) 

r = sin y ctg yi + cos y. 3)a9er 

a 

im Dreiecf aob . . . ctg yi = t— ^ ctg y; 

° ' b sm y ° ' . 




im 3)reie(f aoc 



im S)reiedE boc 



ctg y% = 
ctg/?i = 

Ctg/?2 = 

ctgai = 
ctgc« = 



sm y 
b 



a sin y 
a 



ctgy. 

• x> -ctg/*; 
c sm /? *^ '^ ' 

"" ^-ctg/?. 



a sm 

b 
c sin a 

c 



— ctg«; 
ctg a. 



b i^in a 

gft y = yO.® , fo wirb ctg y = Ö , sin y = J , unb 

, cos yi . a . 

ctg yi = - — '—- = c etc. 
® ' sm yi b 

gür bie trigonomettifd^c Ser^d^rtnng ber Äonten , nimmt man am 
bequcmften eine Sogenannte SSiertelp^ramibe, wobei man W SBinlet ber 
Slgenebenen ABC nennt, unb bie Äanten, wel(^e bie ^Ijenebene mit ber 
Dftaibfläd^e ber SBiertcIp^ramtbe mad^t xyz. ^)x bem ®nbe entwirft 

man fid^ ate ©d^ema eine aö^ 
gemeine ^ßroiection beg Dt 
taibeg 1234 unb be8 ^ejaibeg 
abc. Reißen alfo bie ^ejaib* 
lauten ABC, fo ergeben fid^ 
bie xyz t)on felbft. SBir bürfen 
babei ganj bon ber Slnfc^auung 
be§ Är^ftaUeg abfegen, unb 
tebigüd^ un§ an bag ^ßrojec* 
tiongbitb Ratten: gWd^e 11' 
fd^neibet Sinie aa' in xi, ßinie 
bb' in yi , Sinie cc, in zi ; 
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fjläd^e 2 2' fd^neibet Sinie aa' in x«, Sinie W in y«, Sihie cc, in 
Z2 2C. S(uf ber Sinie beS $anpt{d^nitte3 bb' liegen bie ©eitentt)infel 
aiasas, tt)Ot)on ai + «a = a = bem SBin!el jtoifd^en ben Sljen bc ftnb; ' 
auf Sinie aa' liegen ßiß^ß», tooöon ßi + ß2 = ß =^ bem SBinfel ixou 
fd^en ben Äjen ac finb; auf Sinie cc, liegen yiyjys, xoo\>on yi + y8=y 
= bem SBinfel jwifd^cn ben Stjen ab finb. 3n jebem §auptf^nitte 
befommen tnir am Är^ftaö öiererlei SBinfel yiysysyi, »oöon ber öierte 
in unferer gigur fep, tneil yi + y« + ys f y* = 180® = 2 R finb, 
njie obiger Safalfd^nitt jeigte. iJotglid^ finbet fid^ ber vierte y4 burd^ 
einfädle Slbbition unb ©ubtraction. Sbenfo ift y + yi + y« =^ 180®. 
aiQe« bag ge^t für ©ad^öerftänbige fo flar aui^ ber gigur l^eröor, bag 
eg toeiter feiner SBorte bebarf. \&abcn wir atfo ton ben 12 SBinfeln 
(o^y) ber brei ^auptfd^nitte 9 bered^net, fo muffen bie brei übrigen fid^ 
burc^ ©ummation ergeben. 

3n ben fieben 2;riongeln Nro. l big Nro. 7 fenne id^ je jtoei 
©eiten unb ben eingefd^loffenen SBinfel, fie »erben atfo alle auf bie 
gleiche SBeife bered^net: 

tg 4 (xi — yi) =• cte iC -;— 77 ^ etc. 

- ffig bleiben bann nod^ bie Seiten 1—4 , bie fid^ burd^ bie gormel 

.' .,. sinCsin/Ji . wox sin C sin /?i . 

sm (1) = ; — , 8itf(2) — -. ^ etc. 

^ ^ §m yi _ ^ sm ys 

ergeben. 2)amit finb jugleid^ bie ^ttJifdÖenbrciedCe Nro. 8 unb Nro. 9 

bcfannt. 

^«ttbete^ittttttg- 

2)ie ^ejaibe geben bie Sljen be« Setraibeg, unb 
framit bc§ Dftaibeg. SBenn bal^er eine pierte gläd^e 
itgeni) eine ^ejaibedfe ab ftumpft, fo finb bamit alle 
n ö t ]^ i g e n Un b e f a n n t e n e i n c g @ t) ft e m § g e g e b e n. Sm 
(gittBlteHttgett ©tjfteme fei an einer boppetf(^iefen SRl^omboibfäule 
bie ©dfe ABC burd^ bie Sdfi^ abc, »reld^e einer 
Jetraibpd^e entfpric^t, abgeftumpft. SDann finb 
oa = »; ob = b, oc = c bie brei Slgen. Unbefannte 
gantentoinfet finb überhaupt fed|g ABCDEP öor^^ 
Rauben, pnf pag. 91 .genügen jur »eftimmung. 
3e^ fann alfo fec^g 2Kal fünf ^eraüggreifen, je nac^- 
bem id^ einen Sud^ftaben toegtaffe: 
ABCDE ABCDP ABCEF ABDEF ACDEF BCDEF. 

SBä^len mir ben. erften gatt, mo ASCDE burc^ SReffung ge- 
geben finb, fo ift 
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in @dc ABC: 



coa'u , /eo« 4(A + C - B) . 


cos i(A + B - 


-C) 


C08,«-V ^3 


•sin C 


f 


^,'S ,/co8 4(B + C-A). 


cos i(B + A - 


-C) 


*«" 'P - V sin A 


. sin C 


t 


_., /cosi(C + B-A). 


cos i(C + A - 


-B) 


coo ^y - V sin A . 
in (5(fc ODE: 


sinB 




coa<J ./co8i(D + E-C) 


. cos i(D 4- C - 


-E) 


coo ,<y - V ^.^ (, 


sin E 


/ 


,„3.^ ../cos4(E + D-C) 


. cos 4(E + C - 


-D) 


C03 ,c-\ gi^ c 


. sin D 





günf ©ittug unb fed^g ßofinug muffen oufgcfd^foflen tocrbcn, um 
bie nötl^igcn fünf ©citen aßyde ju pnbcn. ©efec id^ bann ttjcitcr Sje 
c == 1 , fo ift in bcr Seite BCD 

sin (a + c) = b 



1 : sin (a + c) = b : sin 6 , b = 
in bcr ©eite ACE 

1 : sin (/? + d) = a : sin d, a = 



sin (a + ß) ' 
sin d 



sin {ß + dy 
S)arnad^ finb bie fünf notl^wenbigen SlEcnetcmcnte aßyoh befannt. 3m 

Sitieiitnlieinsiiebvifien $t|f)eme toirb bie 9led^nnng fd^on t)tel ein^ 
fad^er, namentlich mnn tütr bon ber 

a) fd|iefen Oilonsfäitle auggel^en, bann ift A = C = 90^ b. ^. 
nad^ III, pag. 85 , 

cos flp = cos y = , alfo a = y = 90®; unb cos ß = cos B, 
b. ]^. bie ©d^iefe ber %cn a/c unmittelbar burd^ B gegeben. 3)ag 
monofline ©^ftem ber Ebenen faßt mit bcm monoflinen ber äjen ju« 
fammen. ^^r 3J?effung bleiben nur nod^ BDEP übrig, moraug id^ 
üiermal brei j(BDE, BDF, BEF, DEF) augtoäl^Ien !ann. ©el^en mir 
üott F junäd^ft ab, fo bleiben jur SBeftimmung nur nod^ not^toenbig: 

j. cos D . . cos E 

cos = , ^ unb cos e = ^—^ , 
sm E sm D 

bie fid^ au8 bem bei C red^ttoinflid^en S)rdedfe CDE ergeben. Da 

a = 90^ fo ift STje 

^i=^ ^ \ 1 . . c sin d 

'h = tg« unb a = . .^ , .y 
sin (/? + d) 

öelftitel. gfelHH^ati Ratten tnir jur ^m^ 
mibe MPk unb gur 85aft8 (J)reiedE abc) gewählt, 
fo ergibt bie SReffung: 

P/k=63.-56=B; M/o=63.8=E; k/o=68.32 = D 
P/k=/?=63.56 ift bie ©d^iefe ber ^Ijen a/c. 
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1 cos D= 9,56343 1 sin D= 9,96878 
/^= 63 . 56 1 sin E= 9,95039 1 cos E= 9,65506 
^=65.47 1 cos d= 9,61 304 1 cos e =9,68628 
ß-{-3= 129.43 1 sin d= 9,95999 tg a = 10,25535 . . num. 1,800 = b. 
50.17 1 sin(/y+J)= 9,88605 

la =10,07394 ..... num. l,185=a. 

S)te fidlere gül^ruttg bcr SRcd^nung toirb ericid^tert, tocnn man ftd^ 
Ott einem ^olgMocf bic »itd^ftaben einzeichnet. 

aÄit BDE ift BFE öottfiänbig f^mmetrifd^, eg ift nur F mit D 
ju bcrtoufd^en. 3m Uritteii %aüe, tt)o DEF gegeficn, ^abe i^ bic 
(Sdfen a unb c. 3n gdfe c finb lieber 

cos D = cos d . sin E, cos E = cos 6 . sin D, unb tg 6 = b. 
3n 6(fe a mug hoc^ cos JF = cos (p sin E ju ^ilfe genommen »erben, 
bann ift bie ©c^iefe ber STjen a/c = /? = 180^ _ (^ + ^), unb % 

a = g^- ®ttMic§ ber lefete ^aü BDF gibt jtt)ar bie Stjenfc^iete ß=B 

wieber unmittelbar, allein ba wir nur bie einzige fd^ieftoinflid^e 6cfe b 

^aben, fo muffen bic attgemeinen gormein 

X , ^ / — cos S . cos (S — ■ F) 
^' V co8(S-^B).cos(S — D) 

unbtgin = v/ -eo8S.cos(S-D) 
xg ^n y eos(S- B) . cos (S — F) 
Wieber inSInwenbung gebrad^t werben, um bann fofort, ba «=y=90^ 
t>xe Äjen 

b = ctg m unb a = b tg n 
ju erlangen. Sa« 

b) ^enH^oeHer fü^rt etwa« weitläufiger jum 3iele. ®e^en wir 
^beim Selbf^jatl^ auf ber ^interfeite üon TTx au«, unb 
nehmen y = |a' : c : cx)b (@bene be« 5ßapiere«) afe 
Safi«, fo rebuciren fic§ bie not^wenbigen fünf SBinfet 
AARRC auf brei Unbefannte ARC. ^albiren wir burc^ 
M bie bilaterale ^ß^ramibe, fo l^aben wir unten in ber 
red^twinflid^en @dEe MTy bie ©eite 
. (1) cos w = ctg A . ctg iC. 
3fm red^twinMid^en S)reiecfe MxT wirb 

(2) cos a = ctg R . ctg ^C; 
/o\ 4 • cos 4C 

(3)cos4y=^-j^, 

/ .V COS R 

(4) cos r =- - — --^, 
sin 4C 

unter r , wetd^e« ber Sante R gegenilberliegt, bie ©d^iefe öerftanben, unter 

wel(^er ftd^ bie Stjen a/c fd^neiben. 3m f(^iefwinflic^en ä)reiedEe ACR 

ift f är c = 1 mxh od = d 
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sin CO 



d : sin cii = 1 : sin (a + w) , d = 



sin (« + w)* 

2)Qrau« folgt fofort im red^ttoitifttt^cn Drcicdfc abR, 

, , cos 4y . sin co 

a = d . cos iy = , y — ; — ^ , 
" sin {a + (o) 

, , . , sin Ay . sin ctf 

b = d . sm iy = -7-^^^ — ■ r-. 

'^ (sm flf 4- ft>) 

Seifpicl. gctbfpatl^ in ber ©äute T/T nac§®. SRofc iC=59« 24'; 
T/x = R -= 110*^ 40' ; ber fc^arfe SBinfet T/y = A = 45<> 41'. 3ui> 
Sontrolc bienc y/x=B= 30<> 3'. 
45.41 1 ctg A = 9,98964 

59.24 IctgjC = 9,77188 . . 1 cos =9,70675 . . 1 sin =9,93487 
1 cos w = 9,76152 
69.20 1 ctg R = 9,57657 . . Isin =9,97111 . . 1 cos =9,54769 
102.53 1 cos «=9,34845 1 cos iy= 9,73564 1 cos r=9,61282 

..65M8'=r 
54.44 1 sin w = 9,91194 ftitmpfer Sljcnmnfet 114M2'. 

22.23 1 sin («+ctf)= 9,58070 
ra =10,33124 

1 cos 4y = 9,73564 

1 a =10,06688 . . num. 1,1665 . . = a 

1 sin iy ='9,92384 

1 b = 10,25508 . . num. 1,7992 ... = b. 

3m öerticdcn S)reiecfc coa , tocld^eg ber äRebianebcnc M cntfprid^t, 
liegt ber eben gefunbenc SBinfel c/a=il4M2', fammty/x=B=30^ 3'. 
Slje c = 1, a = 1,1665. Slug jtoei Seiten ac unb bem eingefd^Ioffenen 
aaSinlel fönnen toir bie SBinfel B unb D an ber Saft« finben, »eil 

a — c ^ tg 4(D — B) 
a + c "" tg i(D + B)' 
D + B = 180 — 114 . 12 = 65 . 48, bal^er 

tg 4(D + B) = 9,81086 32 . 54 

0,1665 1 (a — c) = 9,22141 
9,03227 
2,1665 l(a + c) = 10,33576 

1 tg *(D — B) = 8,69651 . 2 . 51 

i(D + B) — 4(i) — B) = B = 30« 3'. 

§ätte id^ BCR gemeffen, fo tüürbe bie SRed^nung noc^ einfad^er. 

cos R 
*-^ Sä) fänbe bann bie Sljenfd^iefe a/c mttteift cos r = -^tq- 

w ^ y > 2)a B = 30 . 3 = x/y , fo gibt nebenfte^enbe Sonftruction 

y/c = 35 . 45, unb a : sin 35 . 45 = 1 : sin 30 . 3. SBir 

finb öorl^in pag. 99 üon ber SBorberjeite P beg gelbfpatl^eg augge^ 
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flangett, jcfet Don ber ^tntcrfeite x; b ift in bciben ßlcic^ geMiebcn, 
aber a unb bic ©c^iefc ber 8(Een ^obcn fid& änbcrn muffen. ®inacn 
ttJir m ber fd^icfen Oblongfäulc Don Mxk unb n ofö öaft« od«, fo 
!äme a = 1,166 unb b = 0,899. »er ®runb baöon ift, ba| 

n = a : ib : c l^t, benn 2 . 0,899 ift 1,798 = b. 
@toa8 anbetet ift t& bann toieber, bi^ SBeig'fd^en «jen ju pnben, wie 
tt)ir oben pag. 101 gefe^en ^oben. 

3m jtiieielicliddeii ©^ftemc bezaubern toir mid^ aunä(^ft bie 
a) dctaHe OiUn^'iinit, njeld^e oHe brei SBinfel A=B=C=90^ 

l^at. es bleiben jttjar nod^, toie bei ber fc^iefen Oblongfäule, bie beiben 

iJormeln 

j. cos D , cos E 

cos d = -T-^ unb cos € = — -r=r, 
sm E sm D ' 

aBein bei « = /? = 90^ »erben bie beiben «jen für c = l 
Ä = tg d unb b = tg €• 
»etf^itel. @c|tiiefer. »übet häufig einfache 3i^ombenoItaeber, tooran 
Äante b : c = 84.58, bie ^älfte = D = 42 . 29 ; 
fiante a : c = 106 . 38, bie |älfte = E = 53 . 19. 
1 cos D = 9,86775 1 sin D = 9,82954 

^h Isin E = 9,90415 1 cos E = 9,77626 

cos d = 9,96360 cos € = 9,94672 

1 tg d = 9,6306 = 1 a, 1 tg e = 9,7221 . . . = 1 b. 

S5ie ©de ber geraben Dblongfäufe ftedt ^ier im äßittet 
punfte beg Oftaeberg, ba feine ©eiten mit ben »afalfd^itten jufammen^ ^ 
fatten, unb bic Oftaeberfläd^e äugen bie Saft« be« ©d^nitte« bilbet. 
%nfi) bie 

^ b) getane ftl^omtfaitU fü^rt leidet jum giele, totm toir Äonten B 
unb C meffcn. ®g ift babei gleii^gültig , ob toir bie 
ftumpfe ober fd^orfe ©de wählen, bie «jen ab öertau* 
fd^cn fid^ bann Mo«. Unfere 2 + 1 flächige 5ßt)ramibe 
mit ben üier redeten SBinfetn R (2 Tanten unb 2 Seiten) 
ftel^t auf gteid^fd^enffid^er Söafi«, weld^e einem Oblong:« 
oltaeber a : c : cx)b entft)rid^t. S)a bie obere 5ß^ramiben* 
fläche (®erabenbflä(^e ber ©äu(e) fenfred^t gegen Äante C 
ftel^t, fo ift ber ebene SBinfel y = Cburd^ bie diagonale a l^albirt, 
fotglid^ a = 90^ — ^C. 2)ie red^twinHid^e (SdEe Baß gibt bal^er fofort 

tg /? = tg B . sin flp. 
gür Äje c= 1 tiaben toir in bem rec^ttoinflid^en ebenen S)reie(fe ACE bie 

Äantentänge R = ctg/? = r-n^^-r— = ^^ = 5!«« 
^ ° tg B . sin a sm « cos -jC 

R . cps^C = ctg B = a. 
SBtr fönnen biefeä einfache 3iefultat gleid^ ablefen, benn Äje c ftel^t 
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fenfrcd^t gegen ?[je a, unb B ift ber SEBinfel, welchen bie 83aft« ber 

^^ramibe mit a mad^t. 2)ie }ioeite %e 

b = R . sin iC = ctgB . tg ^C. 

JBeif)ite(. e^tnetf^atl nad^ ftupffer bie @äule M = a : b : ooc = 

101 ^ 40', unb baS DHongoftacber o=b : c : ooa = 105® 24' in «je b. 

Da biefc« auf bie fd^arfe ©äulenfante wn 78® 20' = C aufgefegt ift, 

fo tt)irb iC=39®10S bie SReigung öon o gegen b = 52® 42' = B. 

2)ie Stjen a unb b muffen ^icr alfo i)ertaufci^t njerben, unb ttjir er* 

langen 

ctg B = 9,88184 num. 0,762 = b. 

tg ^C == 9,91095 

9,79279 .... nuin. 0,621 = a. 

SReffung AB gibt in ber red^ttoinHi^en Sdfe ARB 

cos A , ^ cos B 

cos a = — — tj unb cos ß = - — r-. 

sm Jd sm A 

gür ?lje c=l toax ober im ©rciedCe ACR Äantenlänge od=d=ctg /?. 

golglid^ 

Äje a = d . sin a = ctg ß . siaa. 

Äje b = d . cos a = ctg ß . cos «. 

©d&njerfpat^ l^at «ante M/o = 120® 10' , gibt ben fd^orfen SOSinlel 

A = 59® 50'. 

cos A = 9,70115 sin A == 9,93680 

sin B = 9,00062 cos B == 9,78246 

cos a = 9,80053 cos ß = 9,84566 

ctg ß = 9,99241 

lg a =^ 9,79294 num. 0,621 = a. 

sin a = 9,88947 

lg b = 9,88188 num. 0,762 = b. 

enbli(§ aWeffung AC. SBeit ^ier in ber untern @dCe AAC aud^ bie 
SBinlel to = m toerben, fo fönntc man birect 

cos A + cos A cos C cos A (1 + cos C) 

cos (O = ;; T ; 7= = ; T ; 7^ 

sin A . sm C sm A . sm 

^ 2 cos 4C^ ctg A 
sin C 
finben, allein e« ift beffer, brtt SBinfel C burd^ bie aRebiancbene ju 
^albiren. S)ann belommen wir a^ei congruente rec^ttoinflid^e 3)rei=* 
edte, njorin 

cos CO = ctg A . ctg -jC* 
Sm red^ttt)in!lid^en SJreiede ACR ift Äantenlänge R = tg w. 3)arau3 
ergibt ftd^ im S)reiedCe abR 

Äje b = sin 4C . tg cei unb Slje a = cos 4C . tg w. 

Sm titctgHefctiBen ^^^mt, wo ung bie Ouabratfäule ju Oebote 
ftel^t, wirb biefe Öafi» wieber gteid^fd^enHid^ , unb bamit bie red^twinf* 
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Kd^e ^ß^ramibe 2+lpd^ig: A=B pag. 104 bcbingt jcfet 
f bic bcibcn cjlcici^en ©citcitQjen aa; D = E bic gleiten 
Seiten d=e. SBir brauchen nur nod^ ben einen SBinfel 
D ober F ju meffen. 

93ei betanntem D befommcn mx in ber red^toint 
{id^en (Sde c 

cos d = ctg D unb tg d = a. 
Sei befanntem F benufet man bie 45<* im gleid^jd^enflic^en 2)ret* 
ede aoa, bal^er in ber red^ttointtid^en @dCc a 

tg 9> = tg . F . sin 4b^ = tg F . ^2. 
Äje a = et 9 = ctg F . y/2. 
3m teptäten St^fteme mit SBit^el bebarf eg bal^er gar feiner 
aWeffung, benn bie Safig bilbet ein gteid^feitigeg SJreiedf 
aaa. SJal^er muffen bie ^ß^ramtbenfanten atte gleid^ lang 
fein, unb lönnen = 1 gefegt merben. S)ann ift bie Safat 
i^^^i\ ^ feite aa == V2^ 25ag^^er<)enbifet uom ©ipfel o auf bie 
JBafalfeite i V2 = V^. golglid^ mad^en bie 5ß§ramiben* 
fläd^en (SBürfd) mit ber SSafalfläc^e (Dftaeber) sin : cos= 1 : \/i=V2 : l, 
b. ]^._tg= v/2. S)ie SBürfettante jur Oftaeberpd^e umgefel^rt sin: cos 
= Vi : 1 , b. 1^. tg = v/^. Äurj aQeö ift o^ne SÄeffung befannt. 
Sag Uretgtiefetige @^(ietit mit Rlamiaekrt bebarf aud^ nur, n^ie 
. ba^ öiergtiebrige, ber äReffung tineS SBinfetö. S)enn mir 

y\^ l^aben brei gleid^ lange unb gleid^ fd^iefc Äanten oa unb a. 
/j^\ SBir bürfen ba^er nur in ber erften beftcn allgemeinen 
V^/P^ gormel 

ccn -g v/ ^^«T(A + C-B).cos4(A + B - C) 
cosv,« - y sin B . sin C 

SaSinlet A = B = C fe^en, fo fommt 

cos 4A 
cos 4« == . \ . 
sm A 

Ober toie mir oben pag. 87 fd^on fa^en 
. , . / — cos |A 

S)ie brei ^antenlängen A = i unb bie brei SBinfel « reid^en jur 
Seftimmung |in. S33ir fjütten bann üoQftänbige Slnalogie mit bem regu'^ 
tären @5fteme,*nur ba^ bie *gkid^en Sljen fid^ unter gleid^en f (Riefen 
SBtnfetn fd^neiben. ÜÄan jiel^t eg jebod^ bei un§ öor, bie brei gleid^en 
Safallinien B , meldte fid^ unter 60^ fd^neiben, ate ©eitenajenrid^tungen 
ju majoren, unb aU ^auptaje bag $er<)enbifel c , meld^eS üon ber @pi|c 
o jum aWittetpuntte ber SSafiS gel^t. 2)enfen mir ung je^t bie ^^ramibe 
burc^ brei STOebianebenen l^albirt, mie aoR eine iJorfteUt, fo entftel^en 
um bie Slje c im SBirtel fed^S congruente förperlid^e S)reiedfe, bie in 
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bcr SKittc bct ?ß^ramibalfläd^en il^ren redeten SSinfcI R, unb in ber 
Äfc c Tanten t)on 60^ l^abcn. 2)ic Steigung ber Äantc oa jur Stje e 
tieifec ß, fo ift 

tg- = cos^.tg/J. 

3)a8 ^erpe nbifet aR in ber JBafii^ (öom ©ipfel a nad^ R gcjogen) 
ift VB* — ^8*= ißVä, tt)cnn toir unter B bie (Seitenlange aa t)er=^ 
ftc^en. S)affettc toirb burd^ ben SKittelpunft beg Sreiedfg gebrittelt. 
ÜÄad^en toir unS ba^er einen äfufrife burd^ ben %\)t\l f , fo ift 
B v^^ : sin /5?j= c : cos ß, gibt für c = 1 
tg/?-Bv'i. 
2)iefeg in öorige formet gefegt, fom mt 

. a A „ /- - / — cos |Ä 




x/^x/— C0S4A 

= aa = ViJ V pr^ 

V cos i- A 3 



^ cos ^A* 
2Kan pflegt nun aber in bem regulären 2)reiedE_bie Sljen a fo ju 
^^ wählen, bag a = |B wirb, folglid^ a v/3 == B Vi =* b, \ok 
y nebenftel^enbe gigur t)eranjc^aulid^t, ttjorin bie %en t)om 
3. aWittelpunfte o au^ftral^Ien , unb bie ben Silftomboebetfläd^en 
a : a : ooa : c cntfpred^enben Seiten B breimol länger finb 
aU a, ba^er bag neue 




=/ 



— cos |A 
3 cos JA» ' 



Slje b entfprid^t baBfei ber langen Otoild^tmie. 
Man fann aud^ t)on ben 60®, ttjeld^e bie fe^g S)reiedfe im SBirtel 
ber Äje c iiaben, 9lu|en jie^en. 2)ann ift 

cos ß = ctg 4 A ctg 6 0® = ctg ^A V 0,333 . . . 
a = tg/ V0,333 ... 
SDenn im 9lufrij5 oac berpit fid^ b : sin /? == 1 : cos ß. 

Ratten toir ben Äantentoinfel B gemeffen, toeld^er burd^ bie 9lei* 
gung ber SRl^omboeber* gegen bie @erabenbf(ä(^e entfielet, unb nennen 
bie Sieigung ber Sinie oa gegen bie S3afig ß\ fo ift in ber @dte a 
tgB = tg /?' . sin 30® = 4 tg /J. 
Sinn öer^ält fid^ aber im ebenen 3)reiedE_coa bie Seite 
c : sin /?' = b : cos ß\ b ==*a V3 unb c = 1, 
fotglid^ 

a V3 =^ ctg /? = 2 ctg B , a = ctg B v^|. 

Die öktaibe 

fann man aud^ felbftftänbig auffaffen, n^ie id^ ba§, SWetl^obe ber Ättift. 
1840 pag. 136, nad^ ben bafifd^en ©d^nitten getl^an l^abe. Sffian fontmt 
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l^ier itoax auf große SWengen, bie man ftd^ leidet burd^ SRefec ftar ma^t, 
aber über bie fed^S ©tiftewc nid^t ^inaug. SBie eg t)iercrtei ©äutcn 
gab, eben fo öiel Safalfd^nitte finb mögUd^. ^-^ .=!-_.-.:*. ^ 

®ie Sljen beftimmt, wie toir f^on pag. Tß^efe^ben <fefiiil«*i> : 
fa^en, im Safalfd^nitte /f^^'^. , /,\ / \ ^'^ ^ ' 

Nr. 1 bag Duabrat, gleid^ unb red^twinKid^; «(^^ ^ ^ ". ^'.rTT 

Nr. 2 baS Oblongum, gteid^ unb f^icftt)inMid^ ;\ •.^'^ * . 
Nr. 3 ber SR^ombug, ungteid§ unb rec|toinHid^; ^;^.i'^'^' s:['P''^li.^ 
Nr. 4 iDa^ Sft^omboib, ungteid^ unb fd^ieftöinftid^. ''"'- ^^^^--^'"^ 
3u je brei mit ober ol^ne SBieberlioIung combinirt gelange id^ ju 
allen Dftaiben, nur finb t)iele baöon nid^t mögttd^, njeil bie brei äjen 
f^on aus jtoei Safalfd^nittcn folgen. @o ift j. S5. ein Dftaib 12 3 
b. ^. mit Quabrat, Dblongum unb SRl^ombuS unben!bar, ttjeil 1 baS 
Duabrat a = b unb 2 baS Dblongum b = c öoraui^fc^t, alfo muffen 
alle brei a=b=c einanber gleid^, unb fönnen nid^t mel^r ungleid^ fein, 
ttjie Sft]^ömbu§ 3 öcrlangen ttJürbe. 

^^tntitettie !ann nad^ ben ^läd^en, nac^ ben Tanten unb 
nad^ beiben, ben gläd^en unb Tanten ©tatt finben. ^^ä^^n* 
f^mmetrie finbet auf bem Dblongum (2) , Äantenf^mmetrie auf bem 
SRI^ombuS (3), giäd^cn^^antenf^mmctrie auf bem Öuabrat (l) Statt, 
^ie Slä^^nf^mmettie liefert unS bag n)id^tigfte äRertmal ber Dftaibe, 
unb ben fic^erften SinblidC in bie ©^fteme. 35a nur gleid^feitige unb 
gteid^fd^enflic^e S)reiedEe f^mmetrifc^ l^albirt tt)erben fönnen, fo finb bie 
ungleid^feitigen blo§ nod^ ber Jfantenf^mmetrie fä^ig, b. 1^. bie Tanten* 
»infel toetben burd^ bie S3afalfd^nitte l^atbirt. Qdä)nm voix ju bem 
@nbc afö Safalfd^nitt ein 

Oklimpm l^in, unb fefeen im 9Wittel|)unfte o bie aufredete Slfe c 
fenfrec^t ein, fo l^aben toir jtDeioiieHtise Drbnung ; tritt Äje c 
in ben ©^mmetrieebenen aoc ober boc auS il^rer fenfred^ten 
Stellung ^erau8, b. 1^. bewegen toir fie in einer biefer 
Sbenen, fo fommt 2 + Igliebrige Drbnung; in jeber belie- 
bigen 3tt)ifd^enrid^tung, namenttid^ aud^ in ben SDiagonatebenen doc, 
tritt cingliebrige Drbnung auf. ©d^reiben toir bann in baS Dblongum 
einen 9?^ombug, fo gelangen toir mit bcnfelben ©tiftbewegungen ju ben* 
felben ©^temen, aber ftatt ber gläd^en* mit ^antenf^mmetrie. Ratten 
wir für baS Dblongum ein Duabrat gewät)lt, fo würbe ber eingefd^rie> 
bene 9i^ombu§ wieber ein Duabrat. S)a]^er muß l^ier ba§ 3^1^»^^^"' 
fallen t)on gläc^en^» unb Äanteuf^mmetrie möglid^ fein. 

I. Ouatitat atö S3afi§ gibt bie red^twinflid^en ©eitenajen a = b, 
wä^renb bie aufrechte c ben ©eitena^en gleid^ ober 
ungleid^ fein fann. 3ft c =■ a, fo entftel)t ein 

1. ^lejiuIäteS Oltaeüet in mit brei congruenten 
Duabraten in ben SSafalfdEinitten. S)a^er alle Sljen 
a : a : a red^twiuflid^ unb gleid^ ; alle Tanten gleid^, 
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folglici^ bic S)rciccfe glcid^feitig, toic bag SRc|. r jcigt. ©g ift nid^t Mo3 
einmal, fonbcm breimal ft|mmetrif(§ nad) glä^cn unb Tanten, b. 1^. 
regulär, inbem fi(5 jene gIäd^en*Äantenf^mmetrie an allen ©den tt)ieber^ 
l^olt. S)er Stift c mug in biefera JaDe fenfreci^t unb gleid^ ben @eitett== 
ajen fein. 

83ett)egen n^ir Stift c = a im Safalfc^nitte ac, fo fommt bag 

fd|tefe OttaHtatoltfielier 112 mit ^antenftimmetrie unb 2 4- 2 g(eid^^ 

fd^enHic^en glfid^en, bie fid^ um ben ©tift jtoei 

unb eingliebrig grup<)iren, öorn ein 5ßaar unb leinten 

ein^ßaar; bie gleid^en ^cii^fctt bebeuten bie gleid^en 

Äantentängen. 2)er 9Kebianfd^nitt in ben %en ac 

bilbet bai Oblongum Nr. 2. Segen wir nun biefeS 

gteid^e DÖaeber 112 auf feinen oblongen S3afal* 

fd^nitt , fo bilben äße gleid^en Tanten 4 bie öierfeitige 2 + 2f(ä^ige 

5ß^ramibe barauf, tt)ir befommen alfo ein 

Oklonsoltaeker befonbercr Art, ttjorin aüe (Stfafen gleid^ lang finb. 
3Bag atfo in ber erften Sage auf bem qua* 
bratifd^en SSajalfd^nitte 24-lgUebrig erfd^ien, 
ift je^t in ber 2^at jttjeigliebrig. S)a Nr. 1 
red^ttoinffid^e unb gleid^e ?tjen, Nr. 2 aber 
fd^ieftt)inHi(|e unb gteid^e befunben, fo l^aben 
tt)ir ein glei^ajige^ monoHineg Softem er* 
langt. 

SBettjegen tt)ir Stift c = a in ber ©^mmetrieebene de, fo lommt 
ebenfaHg ein fd^iefeö Duabratottaeber 122, aber mit gläd^enf^mmetrie 
unb 2 ungleidEifd^enflid^en unb 1 + 1 gleid^fdEienöid^en S)reierfen, bie fid^ 
um ben ©tift c 2 + igliebrig gruppiren. Segen tt)ir baS Dftaeber auf 
eine« feiner Oblongen 2, fo ^aben wir ftatt 2gliebriger jefet igliebrigc 
Drbnung. SBie mx aud^ jlebenfaHg nic^t über bag eingüebrige bei jeber 
anbem S^ifd^enbewegung beS ©tifte« l^inauggelangen. 

2. SietftHeJirifteS Oftaeüet q 133 entfielet, wenn c größer ober 
Heiner afe a ift. SBir l^aben barin ein Duabrat a, bat)er Ouabrat»^ 
oltaeber genannt, unb jwei congruente SR^omben 3=3, we^^alb eä 
2 + lapg a : a : c Wirb. 3Die Tanten jerlegen fid^ in 4 + 2, b. §. t)ier 
gleiche (Sni^ unb jWei gleid^e ©eitenfanten. 5Rur nod^ in einet ©teUung 
(SnbedEe) f^mmetrifd^ nad^ gtäd^en unb Tanten; in \>tn ©eitenedfen 
efiftirt nur Äantenf^mmetrie öon 2gtiebriger Drbnung. 

SBir l^aben auf biefe SBeife mit glei(|en Sljen aaa viererlei Dfta* 
eber conftruirt: reguläre 111, 2gliebrige 112, 2 +. Igliebrige 122, 
IgKebrige 122- ; worin ber^untt bebeutet, baj5 2 öon 2* in SBejiel^ung 
auf i^re Slfenwinfel öerfd^ieben finb. 

2Rit ungleid^er Äje aac befommen wir ganj auf biefelbe SBeife nur 
breierlei: bei aufred^ter ©teÜung junäd^ft obigeg üiergKebrige 133. 
3)urd^ Bewegung beg ©tifteä c in cd baS 2 + Igliebrige Dftaeber 134 
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f^mmctrifd^ mä) bcn ßbcncn, toic 122; Sctocgung in ca ba8 2 + 1*= 
gliebrigc Dftaeber 134 j^mractrifd^ mä) bcn ftantcn, wie 112. Qvlci^i 
burd^ ^tt)tfd^cnbett)cgun8 be§ cingliebrigen Dftacbcr^ 144-. SBenn toir 
nun beben! en , ba§ im regulären ouc| bie breigliebrige Drbnung ftedt, 
jobalb toir bag Dftaeber auf bie gläd^e legen, fo ift mit biefer S)ar* 
ftellung fd^on toicber bie gange Ueberfid^t gewonnen. 

II. %uf bem Ok(otigttm pag. 1 1 1 faQen nun bei ganj gleid^er 93e^ 
l^anblung bie ©^fteme t)on ^ö^erer ©^mmetrie toeg, faßg wir bie Sänge 
ber äjen gehörig berüdEfic^tigen. 

3. 3»iet(|Hebttfle8 dtaeUrr 233 (Oblongoftaeber) entfielt, wenn 
wir auf bem oblongen 93afalfd^nitte 2 ben Stift c 
fenfrec^t im 9KitteIpunfte ergeben. SBir l^aben 2 + 2 
gteid^f(|enHid^e 3)reiedEe ; 4 + 1 4- 1 Äanten, b. f|. 
öier gtfid^ (Snbianten, bie ©d^enfel, unb jwei un=^ 
gteid^e ©eitenfanten , bie Söafen ber DreiedEe. SBir 
fönnen breiertei red^twinflid^e Sljen abc wäl)len, 

ober jweierlei ddc, muffen bann aber ben fd^iefen 
SBinfel d/d mit in SRed^nung nehmen, fo \)a^ baburd^ feine Unbefannte 
gewonnen wirb. 3m SHIgemeinen l^at biefeg Oblongoftaeber 233, b. ^. 
ein DMongum mit jwei congruenten SRl^omben, fo lange c t)on d öer*» 
fd^eben ift. ©obalb wir aber c = d fe^en, get)t 233 in 211 über. 
Aber jum regulären Hl unb öiergliebrigen Dftaeber 133 gelangen wir 
in feiner SBeife mel^r. 2)a§ ift jefet abgefd^nitten. 

2)a bie ©nbfanten jwifd^en 90^ (Dblongfäule) unb 180® (gnb^ 
Päc^e) liegen unb bie ©eitenfanten fogar jWifd^en 0*^ unb 180®, fo ift 
eine Sänge ber 2Ije c möglid^, wo bie üier ©nbfanten einer ber ©eiten* 
fanten gleid^ werben, bann ^aben wir ein Dftaeber mit fünf gleid^en 
ftanten, ofjue ba§ bie fed^fte glcid^ ift (2Reti^obe Är^ftafl. pag. 153 ®ru<)|>e 10 
ift bälget ni^t richtig). @rft beim Duabrate gibt biefer gaU ba« reguläre 
Dftaeber. 

4. 2+l(|Kebtifte8 0ftiiebet 234, ba^ man, gegenüber bem vorigen 
geraben, fdjtefeS OblonBoltaeHer nennen fönnte, 
entftel^t burd^ Bewegung beg ©tifteg in ber ebene 
ac (ober bc), bann bleiben bie 3)reiedEe öorn unb 
l)inten nod^ f^mmetrifd^, wenn aud^ ungleid^, aber 
Die linf§ unb rec^tg werben ungleid^feitig. 2)er 
ffir^ftaÜ ift alfo linfg wie re^tS, aber öorn anberg 
alg leinten. S)ie ©nbfanten jerfaKen bal^er in 2 + 2, 

unb bie ©eitenfanten bleiben 1 + 1. 

SRan fann übrigen^ aud^ l^ier ganj fo öerfa^ren, wie beim Duabrat: 
b. 1^. wir gelten, wie bort öon lll, fo l^ier öon 222 au3, ba§ gibt ha^ 

5. SftUebvifte Oftaeker 222, worin alle brei Dblongen einanber 
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congruent finb, b. 1^. äße brei äjen dJd gtcid^ lang unb gleid^ jd^icf 
gegen einanber. SBir fommen barauf, ttjenn töir @tift c = d machen, 
unb nun c jwifd^en bem ftum:()fcn SBinfel in ac, ober jwifd^cn bem 
fd^arfen in b fo xueit bett)egen, big bcr SBinfel cod = dod wirb: bort 
über a l^aben toir bann ein ftumpfe«, l^ier über b ein fc^arfeg 9i^om=^ 
boeber mit ®erabenbfläd^e, bie c : d : d jum Stuöbrud l^at. 9iur biefe 
©erabenbftäd^c ift nod^ gleid^feitig , bic brci übrigen finb glei(5fc|enflid^, 
unb unter einanber congruent. S)arau§ ergibt fi(^ bann 222* aU 
fd^iefeg Dblongoftaeber, unb 22-2- ate eingliebrige^ t)on felbft. ©od^ 
tt)iü id^ ^ier nid^t erf^öpfen, fonbern nur anbeuten. ©^mmetrifd^e 
gläd^en erreichen tt)ir blog mit Öuabrat unb Dblongum ; mit JRI^ombug 
unb JRtjomboib bleiben aüe giäd^en unf^mmetrifd^ , nur bie bauten 
!önnen fic^ noc^ paarig orbnen. 333ir feigen ba§ gleid^ 

in. auf hem 9t1iümHi 333/ mo ber ©tift c, öerfd^ieben t)on a 
unb b, fic^ fenfred^t im ajiitteli3unfte erl^cbt. SBegen feiner 
brei üerfd^ieben rl^ombifd^en Safalfd^nitte Iieigt eg 9l]|otitlieit' 
oltaebet (gerabeS) mit üier congruenten ungteid^feitigen S)rei^ 
I edEen ,2 + 2 + 2 Tanten , brei öerfd^iebenen ®dEen. SBie 
^ha^ gerabe Dbtongoftaeber nad^ ben gläd^en, fo ift biefe« 
nadEi ben Äanten tinfö toie rec^tg unb f)inten wie üorn. 
©ie ftel^en ju einanber in berfelben SBe^felbejicI^ung wie 

SR^omb^ unb DMongfäute. S)enfen wir un§ ie|t ftatt ber offenen 

©äulen btn fcnfred^ten ©tift c, unb legen bie 

^Ifi^^tt a : b : c, a : c : oob unb b : c : ooa, f muffen bie Äanten 

^r. a : c unb b : c bie gleidifd^enflic^en 3)reiedfe berül^ren unb 

^CP^fiatbiren. Seim Diergliebrigen Dftaeber entftcl^t baburd^, weil 

\jX a = b ift, wieber ein öiergliebrige« Dftaeber mit congruenten 

gleid^fd^enftid^en 3)reiedEen. S)urd^ Bewegung beö ©tifte« in ber ebene 

ac entfte^t ba^er bag 

f^iefe 9t|otitkeno(tae)iet 334, welche« noc^ gwei JR^omben 33 ju 
Safalfd^nitten l^at, wä^renb ba« britte 4 im SRebianfc^nittc 
ein 9i^omboib bilbet. ®ö beftel^t au§ jwei augitartigen 
paaren, ein üorbereö unb ein ]^intere§ , bie fid^ gerabe fo 
jur fc^iefen Dblongfäule t)erf)alten, wie ba^ gerabe 9l^omben* 
ottaeber jur geraben Dbtongfäule. 3ule|t bleibt für ba§ 

6) einglieHttAe Oftneliet^ 9i^omboiboftaeber, ^aupt^ 
fäd^Iid) ber Saß 444 , ' wo alle Safalfd^nitte Sl^omboibe, 
folgtid^ alle Slsen fc^ief unb ungleid^ finb. SBie ad^t ^ejcaibe, fo l)aben 
wir auc^ ad^t f^ftematifd^e Dttaibe, je ein§ für regulär, ^gl., 3gl. unb 
Igl.; je jwei für 2gt. unb 2 + Igl. 

Siie ganje S^ftetnattl läuft auf circuläre unb eßiptifd^e ©^mmctrie 
f|inau§, wobei ber ^rei3 ben brei obern, bie SHipfe ben brei untern 
©tiftemen angel^ört. S)er 
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Stttxi tritt brei* (3g(.) unb üicrtl^cilig (49I.) auf; bic ßlli^ife t^ier^^ 
(2gl.), jtDei* (2 + Igt.) unb uugleid^t^cilig (Igl.). 

Sattele fiub bnrd) große Ärcifc auf ber äugcl möQ^ 

lid^. aScnn man bicfc ftatt ber Sttipfe nimmt, fo l^aben 

tt)it fi(etd|feittfie mit gtt)ei 9Wcbionfd^nittcn (quer unb 

fenfred§t) für bag 2gliebrige; mi= 

<;;;T"'^ ^=r^ ^^Hpr^dtei^ftiHge mit einem äKebian* 

^sT^ u;^ ^^^^^fc^nitt für bag 2 4- Igliebrige; 

bann bleibt für bag Igliebrige 
©Aftern noc^ bag ungleic^feitige ot>ne SKebianfc^nitt. 
'^tete*e gibt eg brei: 

1) ^let^feittge "tttitit, um bie ein Äreig gefd^rieben »erben 
fann. S)iefelben finb nur möglich im 

regulären ©^fteme in öier ©teÖungen, ba id^ bag Xetraeber 
tjier mal auf eine anbere giäc^e legen fann; im 

brcigliebrigen ©tifteme in einer Stellung, ba bag brei* 
gliebrige Jetraib nur ein gleic^feitigeg Sreied l^at. S)arna(^ ift ba« 
Siegulörf^ftem t)ierfac§ r^omboebrif(i^. 

Sm gleic^feitigen 3)reiec!e finb aber burd^ 
A Uteifa^e Kittf uitg fed^g congruente ungleid^feitige S)reiedfc 

AA möglid). 3)a]^er bringt eg bag rl^omboebrifd^? ©ijftem ju 6, 
^ bag reguläre ju 4 . 6 = 24 gleid^en Är^ftaHräumen. 

2. ^(ei^f^enlU^e Briefe, um meldte eine ISai)>fe gefd§rieben 

Attjerben fann, ttjerben fd^on bigd^ ÄnidCung bilateral, unb bic 
beiben S)reiedEe finb ungleid^feitig , alfo einer weitem f^m* 
metrifd^en Sl^eitung nid^t gugänglid^. Sege ic^ bal^er einen 
Är^ftall auf irgenb ein fold^eg il^m jugeprigeg S)reiedE, ft) finb 
feine giäd^en 2 + igliebrig georbnet: im igl. ift ba^er fein gleid^fd^enf* 
lid^eg S)reiedE mögti^, im 2 + igt finb nur üereinjette, im 2gt. ^jaarige, 
im Sgl. breifad^e, im 4gl. merfad^e, im regulären jtt)ölffad^e üorl^anben. 
SSergleic^e ^ier aud^ bie fi)mmetrifc^en Setraibe pag. 95. 

3. Uitglei^feitifie ^xtitit laffen fic^ nid^t metir in obigem ©innc 
fnidEen, fiß nef)men in feiner SBeife ftjmmetrifc^e Sage an. ©ie alg 
einjelglieber führen ung /jum SKapmum gleid^er Qal)Un. SBenn bie 
^arattelpd^cn nid^t gerechnet ttjerben, fo erlangt bag eingliebrige 1, ha^ 
gloeiunbeinglicbrige 2, bag jweigliebrige 4, bag breigliebrige 6, bag t)ier^ 
gliebrige 8, bag reguläre 24 congruente 3)reiedEe. 2Iug bem 9Kajimum 
ber ©feid^ga^l ^ätte bie paffenbfte Benennung hergenommen ttjerben 
fönnen, bod^ (ä|t fid^ bag jefet^nic^t mel^r tt)o]^I änbern, ol^ne geittt)eife 
Verwirrung aujurid^ten. 

Sietele erfd^einen im Dftaibc nur alg 5ßaraüeIogramme , toetd^e 
man burd^ 5)iogonalen in S)reiecfe jertegen fann, woraug lieber obigeg 
ßaMenmajimum l^eröorgebt.* 

8* 
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3)a3 Clttfikvat gel^ört jür öicrfcitigen ÄreigftcHung, bic Beim 49I. 
ein äWal, beim regulären brei SIRal möglid^ ift. ^arnad^ ift bag SRe^ 
gulärf^ftem breifad^ quabratifd^, toie eg öierfad^ rl^omboebrifd^ toax, wag 
3 + 4 = 7 möglid^e Ärciäfteüungen gibt. Sin ber einen ®ru:()pe nimmt 
bog öier*, an ber anbcr^i bag breigliebrige J^eil. ÜDa^er bie Qtotu 
t^eilung 'ber ©tiftcme, gleid^fam in t>öf|ere unb niebere Drbnung. 35urd^ 
bic ^an\)U a unb bie ß^^ifd^enajen d fommen od^t ungteid^* 



•y^ feitige congruente ^reiedfe ju ©tanbe. darauf berul^t ba§ 



IZH 



aRajimum ber 3af)I 8 unb 8 . 3 -= 24. 

Der KllomkttS geprt jur cCliptifd^en ©teKung, gteid^fam bie ®runb== 

Päc^e beg 2gliebrigen ©^[temg. ®r n^irb burd^ jtoei diagonalen Id^on 

in öier . ungteid^feitige S)reiedCe gett)eitt^ re^jräfentirt ba^er bie S?ier. 

gotglid^ mu| baS 9legulärft|[tem fe^g congruente ^ll^omben (®ranato* 

eber), bag üiergtiebrige 2 (SBafalfc^nitte), bag jtt)eigliebrige l, ha^ jtoei* 

unbeingtiebrige einen Iialben, bag eingtiebrige einen Siertel^SRl^omben 

l^aben. Dag Kllomkoebet n)irb jn)ar matl^emalif^ t)on St^omben be^ 

gränjt, fr^ftaßograpfiifd^'finb bie Sil^omben aber HIateta(, benn wenn 

j. 93. bie bidfen Äanten ber ftumpfen ©nbedfe, fo liegen bie 

"^^^ bünnen ber fc^arfen ©eitenedE e ju. Die ÄnidEung nad^ a 

gibt bal^er ein ^aar, aber bie Änidung nad^ b nur ©injel*^ 

fläd^en. Dcg^alb fonnte aud^ bag rl^omboebrif^e ©tjftem atg breifac^ 

2 + Igt. angefeljen ttjerben. 

Dag OHottpm ift fr^ftaUograpl^ifc^ t>öd^fteng 2 + 2fcitig, unb 
gel^ört bann bem jweigliebrigen. Durd^ ^albirung nod^ a 
unb b entfielen jttffir lieber t)ier Oblongen, aber \t mit 
viererlei ©eiten, b. 1^. bag SRajimum ber S^¥' S^^oi 
aSürfel gibt ber galt nur jttjeierlei, ba^er gelangt man ju 
ad^t. Durd^ bie Diagonalen fommen 2 + 2 gleid^fd^enftic^e 
Dreiecfe, njie fie fic^ in aujjerorbentlic^er ?ßrac^t bei ben 
Jtifc^fd^Iadfen (i&bb. minex. pag. 266) finben. SJerbänbe man beibe Arten 
öon Diagonalen (ab, dd), fo fämen nie 8 gleiche, fonbern nur 4 + 4 
congruente Dreiecfe. Sei bem ätoeiunbeingliebrigen !ann bag Dblongum 
nur nod^ bilateral fein, ©nblid^ bleibt bann für bag eingliebrige bag 
SRl^omboib nod^ über. 

Die Seltotbe, b. ^. f^mmetrifd^en 3;rapejoibe, bilben eine anbere 

/\ Slbt^eitung öon SBieredfen, toie wir fie bei ben Seucitoebern 

y \ ^aben. ©ie fönnen nur nad^ ber Sänggbiagonate gefnidft gwei 

\^^gleid^e ©lieber geben. Dal^er barf man gctoiffe 48fläd^ner olg 

gefnidEte Seucitoeber anfeilen. Die unf^mmetrifd^en Xta^iesotbe 

finb toieber wefentlic^ eingliebrig, unb feiner f^mmetrifd^en S^eitung fällig. 

SfSnfetfe, gleid^feitig gebadet, wie im 5ßlato.nifd^en !J)obecaeber, finb 

fr^ftaHograpfiifd^ nic^t möglid^, ba burd^ S^eilung 10 con* 

gruente Dreiecfe entfielen, weld^e 10 . 12 = 120 gläd^en 

geben würben, '^a^ ^ünfedf, weld^eg beim ?ßentagonbobe* 
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cacber bc8 ©d^wefelfiefeä tjorlommt, ift f^mmctrif d^ , fann bälget nur 

nod^ ^atbxxt ttjerben. 

@tn refitt(äte9 Se^Sef fommt wx, tote fd^on bie fed^gfeitigc ©äufe 
bctoeift. 3Wan fann e§ ou(5 afö ©nrd^ttjad^fung jtocicr 
glcid^feittger SrciedEe bctrad^ten, bic 3BürfeI unb @cgen^ 
Würfel ober SR^omboeber unb ©egenrl^omboeber reprä^ 
fcntiren. ?lm SSierecf fönnen fold^e ©ur^freugungen nid^t 
ftattfinben, toie fpäter au2 ber JJebuction^Iel^re folgt. Auf 

fold^em ©ed^gedE finb 12 congruente 3)reiedCe, alfo J^alb fo t)iel, ate im 

regulären ©^fteme möglid^. 5)a3 fü^rt unö auf bag 6gliebrtgc ©Aftern 

unb bie # 

Zwillinge. 

Diefc entfte^en burd^ 9Sertt)ad^fnng linier unb red^ter Snbiüibuen 
pag. 93. @S bleibt babei jiemlid^ gleid^gültig, ob fie blog an einanber 
ober 4iud^ burd^ einanber toad^fen. 3"^ Serftänbnife nel^me man gttjei 
gleiche Oftaibe jur §anb, benfc fid^ biefetben in jttjei Säulen (a/l), c/d) 
jerlegt, bie fid^ burd^bringen, fo braud^en toir nur mit 
©äulen ju öerfel^ren. $aben alfo jioei reguläre Ofta* 
eber bie ©äulenftäd^e a gemein, unb liegen umgefel^rt, 
fo ift ber ätt^^O^^S beftimmt.. SBäre b gemein, b. 1^. 
fpiegctte b ein, fo ttjfirbe bag im SBefen nid^tg änbern, 
benn id^ bürfte im untern S3ilbe nur eineg gegen ba^ 
anbere :()araliel mit fid^ fo öerrüdcn, big b in b' fällt, 
um bag obere Silb lieber ju ^ab^en. S)iefeg ®efeg gilt für alle @t)^ 
fteme, nur ba§ eingliebrige fann wegen ber abfoluten Unf^mmetrie nic^t 
barunter fallen, ©ewö^nlid^ finb bie ^nbimbuen nad^ einer SRid^tung 
üertürjt, unb e§ erfd^eint bann, ate wäre ia^ Dftaib parallel einer 
gläd^e a l^albirt, unb beibe gläd^en Ir um 180® gegen*» 
einanber öerbrcl^t. 2)a§ finb bie berühmten ^au^'fc^en 
$emitro<)ien, wobei a ßtoitting^ebene genannt wirb, gegen 
weld^e bie ^toillinggaEe (SJrel^aje) fenfred|t ftel^t. Dbgleid^ 
biefe rein matl^matifd^e Definition für gewadEifene SBefen fid^ wunberlid^ 
genug aufnimmt, fo pflegt fie bod^ nod^ immer beöorjugt jU werben. 

3m Igliebrigen ©^fteme fd^eint blog ein Slu§gleid^ungggefe| auf:» 
antreten, wonad^ tinfe unb redete ^nbiöibüen fid^ fo aneinanber legen, 
ba§ ber Unterfd^ieb jwifd^en SinfS unb ditä)tö wieber aufgel^oben wirb. 
SBei§ erflärte bie^, unb einige anbere gäHe (©taurolit^) burd^ 

j^emiebrie (S^eilfläd^igfeit). 

@ie läfet fid^ am beften jur Slnfd^auung bringen, wenn man auf 
eine giäd^e (5Rull) unb auf bie anliegenben 1 (®inS) fd^reibt. SBad^fen 
nun bie einen ober bie anbern, fo fommt ein ^an\>U unb ©egenförper, 
bie fi^ natürtid^ öoUftänbig gegen einanber öertaufdEien. 2Bie wir 
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Ipäkx feigen toerben, fommt auf btefc SBeife ttitatWtt, ^^tritoeHrie 

unb ö^toeJitie ju ©tanbe. 9?ur ein gaÜ, bie Dftaeber öon SöJifd^^n* 
fteHung, rok fie im 4gliebri9cn ©^fteme (Sungftcin) \o auggejei^net 
tjorfommcn, ift nid^t barunter. 3^^ ^i^f^^ ä" gelangen, muß man bie 
gläd^en nac^ iliren Qomn gruppiren, unb in ben Sonm mit 9lutt unb 
®in^ fortfaljren, ttja^ 6^c(oebrie (xvxXog, ÄreiJ) feigen fönnte. Defter 
faßt S^cloebrie mit einem ber brei öorigen jufammen, a6er nid^t immer. 
Xttutitt fönnen nur auf jttjeierlei SBeife mit einanber ftjmmetrifd^ 
t)ertt)ad^fen: entttjeber freujen fic^ aüe Äanten red^ttoinüic^ , ober nur 
brei Tanten eine^ S)reiedg unter 60 ^ 3m 

etfJett ^üUt tritt nur bag ®Ieid^gett)i(j&t lüieber ein, inbem ber 
gemeinfame Äern baö urfprüngtid^e Dftaeber tt)ieber 
^inftettt, aug toeld^em ba3 bunfele unb lid^te Se* 
traeber burd^ SBad^fen V)on unb 1 entftanb. ®§ 
ift ein ^erftetten beg frül^ern ®Ieid^gett)ic^te3. 
9?ur im 

Jttietten ^aKe ^aben n)ir eS mit n^al^ren 
gtoiHingen ju t^un: ^ier entfielet atö gemeinfamer 
^ern eine reguläre fec^Sfeitige 5ßt|ramibe, loeld^e 
fic^ Quf ber S3afig eines regulären ©ed^gedfS ergebt, 
beffen brei gleii^e 3)iagonalen aaa bie jugel^örigen 
f)orijontaIen Sljen bilben. S)a man nun baS Xe* 
traeber als bie ©nbede eines 9iI|om6oeberS betrad^ten 
fann, fo leud^tet ein, ba§ burd^ bie 3^iningSt)er== 
tt)ad^fung beS SRfjomboeberS ein 
®l]|e|ae5et entfielet, ber Siepräfentant bes )e<l^8A(telitti|en S^flemS. 
2)emfelben liegen brei gleid^e ^orijontalajen 
aaa ju ©runbe, bie fid^ unter 60^ fc^neiben. 
©enfrec^t bagegen ftel^t Stje c. Sie ent^ 
fpred^en ben t)ier Qomn einer regulären fed^S== 
feitigen Säule pag. 71); tuie alfo ben brei^ 
apgen ©^ftemen ein ^ejaib, fo liegt b^n 
üierajigen ein SSierjonenför^jer ju ®runbe. 
©ein ßeid^en ift a : a : ooa : c. ©igentlidC) 
genügen auc^ l^ier brei SluSbrüdfe a : a : c, 
benn ber vierte ooa folgt barauS burd^ 9ied^^ 
nung, ba baS allgemeine Qtxcl^en not|toenbig bie gorm 
aaa 





f4 V V fi 

annimmt. S)ie S)reiede finb aüe gleid^fd^enflid^ , unb bafier nod^mats 
einer ÄnidEung fä^ig, looburd^ boS SWaEimnm ber ^^I^I 12 entfielet, bie 
nad^ ber gewöl^nlic^cn Slbleitung um eine ©de nid^t möglid^ ift. S)aS 
fe^^BliebriBe fd^eint bal^er als ein bir^omboeHrijilfteS. auS ©urd^toad^fung 
jtoeier SRIiomboebev entftanbeneS angefetien werben ju muffen. ®S 



Digitized by 



Google 



Gf^fiemati!: Secfftti^tmd bft W^<ithev. 



119 



tommm jn^ar im regulären ©^fteme beim geiDö^nlid^n ^^ramibentoürfel, 
^^ramibengratiatoeber, fieucitoibe 113 ac. bil^ej:aebrtf(^e Sden mit fed^d 
gleichen Tanten t)or, aQein eine ä93eiterentoidelung jur Qtoöl^ (S)i« 
fcalenoeljer) fann nur burd^ ben S^iD^^fl ^rHärt n^erben. 

Setfertigung Her 2i]|e|aelier. 3)a man ben SBürfel nad^ einer 
ber t)ier (Sdtajen cc' aufrecht geftcQt otö ein SR^omboeber mit je brei 
©nbfanten cE unb fed^g Qxd^aiRanten eE anfeilen fonn, fo barf id^ nur 
bie Qidiadtankn in bem fünfte a l^tbiren, unb ed entfielet toit bei 
aßen SRI^omboebern ein reguläre« ©ed^^edE, beffen ©eiten ^alb fo lang 
finb , als bie ^orijontalbiagonaten EE ber gläd^en. Sicijt \6) bal^er 
oben unb unten brei SRol bie gläd^e c : a : a, unb fd^neibe bie (SdEen 
E unb e toeg, fo entfielet ein Sü^ejaeber. SBie bie Surfet, fo t)er* 
l^alten fid^ fämmtlid^e 9i^omboeber, ic^ fann bal^er aud^ au« biefen 
©i^ejaeber fd^neiben. 

SSetfetrttgttttg 4et 9t^onUtitt. S)a3 SR^omboeber betrachten ttjir 
als eine fd^iefe SR^ombfäute, beren ©nbfanten ber ©äulenfante gleid^ ge* 
n^orben finb. Um eine gef^obene @äule möglid^ft t)ortl^eiI^ft ju 

fc^neiben, l^obelt man einen ^araöerraum aefb, 



1 ^ y |£ k € iqneioen, ^ooeu man einen ^45araueiraum aetb, 

X* KN/XIVvA ^^^* ^*^ ®**^ ab = 1 , unb conftruirt im 
X Y^mII \/^ red^tioinflic^en SJreiede 11 bie §^potenufe 



_ V'I; migt ferner ba« Dblongum abcd ab, 

toortn ad = V'i, gict|t bie 2)iagonaIe ac, l^olbirt fie in q, rid^tet ba* 
burc^ ba« 5ßer^3enbifel gh, fo ift agch ein ^ßaraßetogramm mit bem 
aSintel be« regulären Dttaeber« l : V2, benn bie red^ttt)inftic^en S)rei* 
ede cad unb oag ^aben ben 3Bin!el[ bei a gemein, finb ba^er ä^nlic^. 
SIBad^t man weiter de =-- ac = V2; unb errid^tet in cdef ha^ 5ßerpen* 
*bife( ik.auf bie 2Kitte öon df, _fo entfielet au« benfelben Orünben ein 
^araHelogranim dkfi üon 1 : y^ä mit 120^ Sluf biefe SBeife !aun man 
jeben beliebigen SBinfet conftruiren, unb jur Serfertigung ber SKobeHe 
öerttjertl^cn, ol^ne aud^ nur einen unnöt^igen ^obelfd^nitt ju mad^en. 
2)abei erhalt ba«,2Robell ftet« ben grö6tmögtic|en Umfang. SBer mit 
SJecimalga^Ien arbeitet, mug biefetben t)om SKafeftabe abnel^men, unb 
auf bie Seiten be« Dblongum« eintragen. S33ir mad^en nun bon ber 
©igenfc^aft be« Sil^omboeber« ©ebrauc^, ia^ eine burd^ bie Qidiadtdtn 
gelegte gläd^e EEE ein gleid^feitige« S)reiedE bilben xan% 9lel|men toir 
bal^er für ba« 

ftttm^ife KlomboeHer bie lange 2)iagona(e EE in 
[ ben ^irf^lf w"^ mod^en EH = EE, fo fann man 
biefe« gleii^feitige S)reiecf EEH al« bie ffinbftäd^e 
^ine« JR^omboeber« anfe^en. SBir bürfen ba^er nur 
in ber Raffte üon EH ba« ?ßerpenbifel po er* 
ridEjten, fo ift o bie ©pi^e be« gefud^ten SRfiomboeber« 
mit' bem (5ttbfantentt)infel bev angetoenbeten ©äule^ ba« 
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3)reterf EEo gibt nn8 bie gefachte ©c^icfc an. äRac^en ttJir nun 
or=Ao=Eq, fo ift rqAq bie üoßftänbige ©c^iefenbffäd^e, rq bie Sänge 
ber SR^omboebertante. SRaci^c td^ bann Hs = Ao, nnb jie^e bur^ s 
5ßaraaelen mit obiger ©d^iefenbfläd^e, fo njirb stqAqtr t/a§ gc^oünf^te 
ftumpfc SR^omboeber. gär ba^ 

f^atfe «llomboeHer mu§ bie furje 2)iagonate AA' in bcn girlel 
1 unb AH = AA' genommen loerben, bann gibt bag 

P'^ßerpenbifet auf AH im aWitterpunft p errichtet unb 
big jum 3)urd^fc^nitte mit ber ftumpfen Sante üer^^ 
längert ben gefnc^ten 5ßun!t o, tt)elc^cr mir bie ©d^iefe 
oH beftimmt. ^ä) barf jefet nur bie eigentlid^e gläd^e 
imä) E legen, inbem id^ Eq ber oH paraöel jie^e. 
SKad&e id^ bann E'r = 2Aq, fo ift rqEq' bie gtäc^e 
be« JR^omboeberg mit bem fc^arfen ©äulenfantennjinfel 
in ber ©ubfante. Eq = qr ift bie Sänge ber Tanten, 
unb um Eqst ben Umrig ber giädje ju befommen, 
mac^t man nur bie Santen Et = q's' = qs = rr', fo 
ift Ets'q'rqsr' baö gefud^te SR^omboeber. 

»etrfettiflitnfl 4et Oltaeüet geft^iel^t ebenfatts au§ ber öierfeitigeu 
©äule. 3um tefluWren Ottaeüetbebarf id^ ber geraben rl^ombifc^en 
@äu(e t)on 1 : V2; bie ben Dftaebern)in!el öon 109^ 
28' l^at. Qu bem (Snbe trage man bie für je 2)iago* 
^ naie AA nad^ AH, mac^e EG = AH, l^albirc biefelbc 
^in C, jiel^c üon C jeberfeits nad^ ben üier 5ßunften 
AAHH, fo entftel^t. bag Dftaeber CAAHHC mit 12 
isrgleid^cn ifanten. ä)enn AAHH ift ein Ouabrat mit ^ 
ber ©eite 1, n^ä^renb %^e CC = EE = V2 ift.- aTiad^e ' 
id^ ein 9tl^omboeber über hk fd^arfe Äante loeg, fo 
gibt bag jn^ei reguläre 2:etraeber in ben ©nbfanten, 
njäl^renb ba^^^^f^^^P* w"* ^^^ Qidiadtankn aud^ 
ein reguläres Dftaeber gibt. 

ISietglteUvtge ©MrteHet werben genau auf biefelbe SBäeife ttjie ba« 
reguläre t)erfertigt, man brandet %Io§ ben ©öulenttjinfel ju änbern: ift 
bie ©eitenfante größer afö ein red^tcr, fo tjerfertigt man über bie ftumpfe 
©äulenfante l^intoeg, ift fie Heiner aU ein red^ter, über bie fd^arfe, 
inbem man bie lange 2)iagonaIe EE nad^ EG trägt, unb in ber ftumpfen 
Äantc ben ^atbirungSpunft anbringt. 3ft bie ©äule red^tttjinffid^, fo 
fommt ein DItaeber, worauf ba§ ©ranatoeber burd^ Slbftumpfen ber 
©eitenedfen entftel)t. 

®eraÄe OblonfioltaeHer be§ 2gl. ©^ftem§ gelten l^rbor, fobalb 
man, im stumpfen ober fd^arfen SBinfel, "bie abgetragene in C l^albirtc 
Sinie länger ober fürjer afe bie S)iagonaten ber rl^ombifd^en ©äule 
nimmt, ^n allen \)m gäHen über bie ftumpfe Sante I)intt)eg ift cc 
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bie ^npta^t, totlä)t fcnfred^t auf beit aRcbianfc^tiitt bcr ©äuIeAAHH 
ftcl^t. 2)araug leud^tet ein, tt)ic bic , 

f Riefen OklongaltaeHer be^ 2 + igl. ©^ftemd entfielen: man barf 
nur bie Sinie EG in C ungleich tl^ilen, aber bergeftalt, ba| CE linfö 
b€r CG rechte glei(§ bleibt, unb nad^ biefcn. fünften t>on AA unb HH 
l^iujicl^n. 2)ie äje CC fte^t bann in bcr (Sbcnc EEGG fd^ief gegen 
bic Dblongbafig AAHH. «uf biefc SBcife finb aUe Dftacbcr mit 6i* 
lateralen gläd^en erfdöö|>ft. @g bteiben nur noc| bic 

Oltaebet mit tttigleid|fetti||en 2)teiefen^ n^ogu ber @äule eine 
©d^iefenbftäd^e angelegt n^erben mug, natilrlid^ fo, ba| baburc^ fein 
SRl^omboeber entft^t. Segen" wir bann bie ©iagonole AA nac^ AH, 
unb öcrfal^ren im Uebrigen ganj auf bie gleiche SBeifc, fo entfte^t ba« 
Klomkenoltfieliet mit lauter congruenten 2)reieclen. dfft AA gröger 
ober Keiner alg AH, fo entftel^t ba« fdjttfe 9l]|omkeuo(taekrr pag. 114 
beg 2 + Igliebrigen ©^ftemS. SBeibe finb nod^ bUaterat. Snldit bleibt 
bie ©äule mit boppdfd^iefer ©nbpäd^e über, bie un« in lefeter SQSeifc 
bad eingliebrige ^l^omboiboltaeber gibt, too wn feiner @^mmetrie 
irgenbtoie me^r bie Siebe ift. 

(Sin einfad^erer SBeg jur SBcfd^affung ber fogenannten ©runbförper 
ift tool^I nic^t benfbar. 2)ie @rfenntni§ berfelben tag für SOiat^ematifer 
ual^e, aQein man l^ielt fid^ anfangt ju öngftlid^ an baS Siorfommen in 
bei: Slatur, unb Ijfitete fict> ttjo^t, ju ,,^9pot^etifd^en glä^u'' feine S^^ 
findet ju nel^men. ?ßrof. S5ernl^arbi (®4itn, goutnai für ^i^em. ^^^f. 3Riner. 
1807 93b. V. 187), jener tt)ürbige SSorWufer wn SBcife pag. 37 , unb 
biefem ttjol^l an matl^ematifd^er Äcnntnijs überlegen, fagte, „wenn 
„e§ bie Aufgabe wäre: man foße au§ ber *mi>gtid^ft Keinen Ängal^I 
„miJglid^fteinfad^er gormen auf bie möglid^ft einfache SßJeifc alüe bd» 
„ftimmbaren Är^ftaQifationen herleiten, fo fönnten toic mit fed^^, nem* 
„lid^: 1. bem SBürfcI, 2. bem {Rl^omboeber, 3. bem Ouabratoftaeber, 
„4. b^m Sil^ombengftaeber, 5. bem einfad^en unb 6. bem breifad^en 
„8?^om6oibaIoftaebcr augreid^en.'' S)ag ift mat^ematifd^ bünbig uub 
flar, er grünbet bqrauf ^auptföd^Iid^ feine neue SBcjeid^nungi^met^obe, 
inbem er im (SdEen einen Sud^ftoben gibt, unb barum bie üier Qat)kn 
|e|t, toeld^e \)a^ SSer^öttnils ber ©d^nitte angaben. S)a« ©ijmbol 

10 
9 A6 
5 
bebeutete eine gtäc^e, toeld^e bie öier gleidjen 'Snbfanten im aSerl^äftnife 
tV • 4 • ^ • ^ ^^."^**' "^^ ^^ bemerfte fc^on, bag am je brei S^ennern 
ber t)ierte abgeleitet werben fönne, weit bie gegenübertiegenben Qa^ttn 
(9 + 6 = 10 + 5) gleid^e Summen geben mü|ten. ©§ ift bag unfer 
Santenjonengefe^. Ttan fc^ritt jebod^ auf biefem SBege nid^t fort, fon* 
bem beöorjugte mit Siedet bie 
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©c^n berfdbc SBernl^arbi fprad^ t)on gläd^cnajen unb (ScfcnaEcn, 
fügt man ju bicfen nod^ bic Äantenajcn, fo finb bamit bie brei «£«1«= 
j^pcme gegeben, »clc^c ben ©runbja^tcn 3, 4, 6 entfpred^en, ba j|ebe« 
Dftoeber 4 gtäc^cnajcn bnrd^ ben 3Rittelpunft ber gläd^en, 6 ftanten* 
ajcn burc§ bie SRitte ber Äanten unb 3 fficferioEen burd^ bie gegenüber*' 
liegenben ©den ge^enb, in fid^ vereinigt. Sitte [trauten t)om ©entrum 
be« Äörper« au«. 2)cn Oltaebcrcbenen ge^en brei gläd^en«» unb brei 
Äantenajen parattel; in ben SBafalfd^nitten (aBürfelflät^en) liegen jtnci 
©den*' unb jwei Äantenajen; in ben 3Rebianfcl^nitten (©ranatoeber* 
Pocken) jtoei gtäd^cnajcn nebft einer Äanten=« unb einer ©cfenaje. 3a 
bcnfen tt)ir nn^ einen beliebigen ©tra^l burd^ ben SWittetpunft gelegt, 
fo fc^neibet berfelbe bie gegenüberliegcnben Dftaeberebenen in glei^* 
wertl^igen fünften, toeld^e in ben congruenten 2)reiedEen biefclbe aber 
umgcfel^rte Sage l^aben. 3Wan fann auf biefe (Sigeufd^af^en SRet^nungcn 
unb Kombinationen grünben, attein bag SBefen unb bie ein^fad^ftc ®in* 
fid^t berul^t bod^ immer auf ben brei Sinien, meldte im Ottaibe tion 
(gcfe JU 6rfe gel^n, unb fid^ im 3Rittel|)unfte ^atbircn, ba fie ju je jwei 
S)iagonatcn eine« ^ßarattelogrammeö bilben. ©al^er fonnte aud^ für bie 
Dftaeberflöd^en faum ein paffenbere« Qt\i!^m ate a : b : c gefunben 
toerben, tt)etd^e« SBeijs (9U)^. »etr. sifab. 1816 pag. 308) juerft in bie 
aSiffenfd^aft einfüfirte. Sitte anbern ©^mbole, fotoeit fie nid^t unmittelbar 
auf biefcm ©runbe berul^en , finb 9Jii§geburten. S)abei tt)urbe ein für 
atte 9Ral bie aufredete äje c (§öt>enafe), bic feitlid^e öon linfö nad^ 
red^t« gel^enbe b (SSreitenaje) , unb bie nad^ üorn getoenbetc a (S^iefen«' 
aje) genannt. S« toäre öietteid^t beffer getoefen, SBeil ^ättc, um .pavaM 
ben iSoorbinaten xyz jü bleiben, a unb b mits einanber t^ertaufd^t, bann 
wäre c bie äje ber z, b ber y unb a ber x. 3ebenfatt« mu§ bei ber 
SRec^nung biefe leEicogra<)^ifd^e ©orrefponbenj feftgel^alten tt)erben, toie 
fd^on äßitter getrau l^at. ^ä) bleibe tro|bem bei ber aßeig'fd^en JÖe^* 
nennung ftel^en unb bebaure, ba§ Siaumann bie aufrechte äje a unb 
bie öorbere c nannte, »äl^renb aud^ er für bie fcittid^e b beibehielt, loa« 
in feiner SBeife eine SSerbefferung war (Slaumann, Sel^rb. SRinctal. 1828 
pag. 15), um fo njeniger, at« fein Se^rer 2)io^« (©runb^mg ber 3Äinetaioflie 
1822 pag. 57) b utih c in ruberem ©inne genommen l^atte, fo bajs fol^ 
genbe« bunte ©d^ema befielt: 

SBeiJ5 a : b : c 

aWoti« b:c:ji 

9iaumann c : b : a 

aRitter b : a : c 

SRat^ematifer y : x : z 
toorin bie über einanber ftel^enben öerfd^iebenen Sud^ftaben biefelben 
«Eenrid^tungen bebeuten. 
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j 
Äuger bfefctt STfenlinien ^at man ouc^ ajenebencn, bie m je gwei 
Stjcnlinten faöcn, unb ben brei Safalf^nittcn ber Oftacbcr entf^jtcd^cn. 
©ie bilbeu jufammen bag bebucirte §cjQib, toie toxi tocitcr unten feigen 
ioerben. 3laä) beiben Änfd^auungen, ber Sinien »ie Cbenen, finb ma^ 
tl^ematifc^ nad) ben ÄEentoittfcln t>ier gäße möglich : 
aUe brei red^ttoinflid^ (ortl^ometrifd^); 
gtoei red^ttoinftid^ unb bie^ britte jd^ief (monofUn); 
eine rec^toinflic^ unb jtoei fc^ief (biflin); 
alle brei fd^ief (triflin). 
^aä) ben äjenlängen finb brei gäHe: 
aQe %itn gleid^ aaa, 

jn)ei %en gleid^ t)on ber brüten derfc^ieben aac, 
aQe brei ungleich abc. 
äjentängen mit 8tEentt)infetn combinirt . müßten 12 ©^fteme geben, 
aHein eg jrigt fid^, bag mit bem Eintritt fc^iefer ?ljen bie äjenlänge 
auf bie ©^mmetrie feinen aui^fd^(iegli($en @inf(ug me^r l^ben fann. 
S)a^er l^ielten §augmann unb feine ©d^üler (tt^be, »etfut^ einer gene« 
ti{(^en @nttDi(felun0 ber med^anif(^en ^r^ftaatfattondgefete 1833 pag. 212) bie 
,,arten ber Är^ftoHifationenf^fteme" mit üier «bt^eilungen erfc^öpft: 

1) ifometrifd^e (gleic^ajige, regul. ©.)? • 

2) monobimetrif^e (2 4- lajige, 4gl); 

3) trimctrifd^e (ungteid^ajige, 2gt.>j 

4) monotrimetrifd^e (3 + lajige). 

aKo{|§ fprad^ ia^ nur in feiner äSeife üerpUter auö (®runb ^ m^ 
3Kin. 1822 1 pag. 90 u. 172): 1) bie uugf cid^fd^entüd^e^ , 2) bie gleid^* 
fd^enllid^e 5ß^ramibe, 3) bag 9i^omboeber unb 4) ba« ^ejaeber „finb 
bie ©runbgeftalten beö SKineralreid^S , barau^ entfpringen mer öerfd^ie* 
bene Sr^fta0[=©5fteme; unb e§ fann bereu nid^t mel^rere geben/ ^a« 
5te unb 6te SBernl^arbi'fd^e ©tiftem pag. 121 würben öon Wlofß nur 
atö Unterabttieilungen (l^emi* unb tetartopriSmatifd^) angefel^en. SBeig 
fträubte fid^ fogar gegen fd^ieftt)inflid^e Slfen, ünb fuc^te benfelben fo 
öiel aK möglid^ augjuttjeic^en , \m^ i^m aud^ bei feinen annäl^ernben 
SBinfelmeffungen gelang. 2Roi)ö (®runb*3fii6 SRiner. 1824 IL 36. eo k.) 
führte jtoar juerft fc^iefe Äjen ein, aber ttjiHtürlid^e, o^ne bereu 9iot^^ 
toenbigleit beriefen ju l^aben. S)enn ttjer burc^aug f^iefc Äjen mü, 
f)at beim 2 + igt. unb Igl. ©^fteme ©elegenl^eit genug baju. 3)er 
JBetoeiö ber SRot^toenbigfeit ift ni^t fo leidet ju führen! gür bie gelb* 
fpotlie lag ber Setoeig aüerbingS in ben SReffungen üon &. 3lofe 
(©ÜBert'S Sinn. 1823 S3b. 73 pag. 173), aber fd^OU 9War£ (®e[(^i(^te ber 6r^* 
ftaniunbe 1825 pag. 239) faub e^ „auffaHeub, ia^ bie neu beobad^teten 
gläd^en ©. 187 nac§ ^au^'g 9Ket^obe bejeid^net finb." 3)ie aied^nung 
mit fd^iefen ^Ijen »l^atte eben i^e ©c^toierigfeiten. ©rft ÄUpffer 
(?o0öenborf*8 Sinn. 1828 Sb. XIII pag. 212) jeigte, ba| am Äatifelbfpat^^ 
öom P/T 112® 16' unb ^inten x/T lio^* 40' mad^e, voa» not^toenbig 



Digitized by 



Google 



124 @i?|iemati!: «jen. 

eine ©d^icfc bcr Äjen a/c tjon 91® 10' auf ber SBorberfeite Bcbittgc. 
©d^on aScife pag. 47 machte bagcgen allerlei triftige (Sinttjenbungert. 
§r. t). Äoffd^arOtO (aWatcriaUen 3Äin. Slujr. 1867 ob. V pag. 151), ein an^ 
erfannter 9Rciftcr in ber Äunft beS aSSinfelmeffen^, fteöt feine SWeffungen 
mit ben JRofe'fd^en jufammen, unter 9 SBinfetn ftimmen 5 öoöfommen, 
ober 4 toeid^en bi« ju 36 3Rinuten ab, toö^renb nad^ ber SRed^nung 
ber toal^rfd^einUc^e Sßeffungi^fel^ter ber Wofe'fc^en SEBinfel unter einanber 
feine ganje aWinute (0',82) betragen fann. (So finb baä gragen, n^elc^e 
SRatl^ematifer unb 5ß^t|fiter öon gad^ ju entfc^eiben l^aben. auf bie 
STnfd^auung im ®ro§en übt eö nur unttjefentlid^en ®influj5. 

Unter ben Sinien barf man fid^ bag 2Ra§ tüirfenber Äräfte beulen, 
bereu SRefuttanten bie Änorbnung ber gläd^en bebingten, »ie baiJ ®raj5* 
mann unb Ul^be fd^on toeittäufig enttoidelten. S)ie %|enekeiteit, toeld^e 
^r. 9laumann n^egen ber Sied^nung bet)or3ugte, unterfc^eiben fid^ bagegen 
öon gettJöl^nlid^en glücken in feiner aSeife. SRun falüen gttjar für beibe 
Slnfd^auungen ba8 Drt^o* , . äRonocIino* unb S^riclinometrifc^e bei ben 
Sinien wie ®benen jufammen. ?(ber bei bem 2)icIinometrifd^en mit jtoei 
fc^iefen (Sbenen ift bad nid^t ber ^aQ: ein biHineS Seinem bet Ebenen, 
ttjie eö aWitfd^erlid^ pag. 54 bei ber unterfd^wefligfauren Äalferbe nat^^ 
gettjiefen f)aben ttjoHte, unb tt)ag lange afö 7te2 9Kitfd^erIid^'fd^e3 Är^* 
ftaQf Aftern figurirte, ift ein ttilKneS na^ ben Sinien. S)iefer innere 
SBiberlprud^ ttjurbe f^on in ber „SRetl^obe ber ^tiftaHogra^l^ie 1840 
pag. IST' nad^gettjiefen. D^nel^in finb Obtongföulen mit einer bop^jel^ 
fd^iefen gnbftäd^e pag. 82 fr^ftaUonomifd^ unmöglid^. S)a6 man in 
S)cutfd^tanb fo lange gegen ba§ @^mmetriegefe| öerftofeen fonnte, fäHt 
um fo mel^r auf, atö ^aut) über bag ebenmoggefefe ber Är^ftaDbilbung 
(ü6erfc»t öon §effei 1819) frü^jeitig fid^ auggeloffen ^atte; öon SBei^ ju 
gefd^ttjeiijen, ber mit SRec^t ni^tö batjon l^ielt. SBie benn aud^ in ber 
S^at bie SRed^ttoinftid^feit an genannten Srtiftaöen nid^t efiftirt. 

®ie brei SCjen ber Dftdibe entfpred^en nad^ it)rer SRid^tung ben 
Äanten ber ^ejaibe. @g finb bal^er a^tertei (pag. 81) Stjenf^fteme 
benfbar. 

A) SRad^ ber Sänne jerfaüen biefelben in brei Slbt^eitungen: 

1) ®(et^a|t(|e, njogu SBätfel im regulären unb »jlewboebet im 
brei«= unb fed^ggliebrigen ©tjfteme gehören. 95ei beiben finb fämnttlid^e 
9ieigunggtt)infel gteid^, bort red^t^ l^ier fd^iefttjinfUd^. 

2) 3toeiunbeitta|tge^ ivol^in üttabtat-, fterabe unb {d|iefe 9t^nm%- 
fättle jfil^Ieu, ber SRei^e nac^ bem tjier*, jtoei* unb jttjeiunbeingliebrigen 
©^fteme angeprig. a)er Slu^brud monobimetrif^ ift bal^er breibeutig. 

3) llttfllei^aiifle. ben SReft, getttbe unb f^iefe Oblonflfittle nebft 
bo)i)iend|iefet Klontbotbfättle, einfd^Iiegenb, fo bag bie ^egeid^nung 
finifontettif^ aud^ n^ieber breibeutig toirb. 

B) SRad^ ber 9leigtttt|| fönnen loir öier Slbttieitungen au8jeid^nen: 
1) Ortlometrifdi; fönrfel Ouabrat^ unb gerabe Obldnofattle, bie 
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in ©cutfd^Ianb allgemein qI« bie Mepräfentantcn bc« Keguliveii, Sie?- 
unb S^ottgUektigett angefe^cn tocrben. Sic nehmen bic ^filftc ber 
©^fteme in ?tnfpruci^. 

2) äfofltn ift nur bad KI|iititiioelier, ber ©runbfdrper bed brei^ 
unb fed^ggliebrigen ©^ftemS. 

3) ^atiolliit begreift toieber {toet ^ejraibe, bie urtikc Klaml' 
unb f^ttft Cklattgfittlt, unb bamit jvoei ©^fteme, tooöon jene« bem 
3w«gliebrigen, unb biefe« bem QtütiunbexnojIikbiiQm jugel^ört. Älfo 
auc^ ^ier ift ber üiel gel^örte 9lame }tteike»tig. S(ud^ 

i) ZtMn tpirb jttjeibeutig, benn eg umfaßt bie fdjteft Kl|iiiil- 
ttnb ko^^tIfi|ieft KI|otitliiiilifiuIe. fie^tere ba$ ^e^oib im aQgemeinften 
@inne mit triÜinen fianten unb ©eitAi, b. f). brei ungleichen SBinfetn 
unb brei ungleid^en Sinien unb Seiten. SBerben baran jttjei Sinien 
gleid^, fo muffen e^ aud^ jttjei SBinfel unb Seiten tocrben, o^ne ba§ 
fie i|re ©d^iefe aufjugeben l^aben. Sg ift bag t)on SBei§ beim ^t(b^ 
\paff) fo auggejeid^nete §enb^oeber mit monobiflinen Äonten unb ©eiten. 
V (Sin bilUiitS Softem erfd^eint aud^ l^ier nid^t. S)agegen bitbet 
Srifliit, in SReigung unb äpenlänge ungleid^; SKanaliinitt, in Steigung 
unb Sljenlänge 2 + Itl^eifig; dfolltit/ itt Steigung unb ajenlänge gleid^, 
eine logifd^ georbnete Sieil^e, unb tt>?r Äaßfpotl^ ifoflin ftettt, mfigte 
confequent aud^ ben ^elbf pat^ 2 + iQjig nehmen, toie ba§ §auij bei 
einigen 2+lgIiebrigen ©^ftemen tl&at. gelbfpatl^, ^ornblenbe tc. I^abcn 
fogar ein auffaHenb rl^omboebrifd^eiJ Sfnfel^en. ^er SSort^I jtoeier 
gleichen ^Cjen ift gar nic^t fo gering anjufd^Iagen. 3)a^er blieben aud^ 
bie graujofen nac^ bem Vorgänge $au^'g nod^ bei ber 2 + lojigen 
aber monoKinen geraben SR^ombfSuIe ftel^en. 9»an fann bann beim 
2gl. tt)ie 2 + Igl. ben einen fd^iefen SBinfel meift unmittelbar meffen. 
3u S)eutfd^Ianb üertoertl^en toir bie 3Ronobimetrie nid^t, fonbern fub*' 
jiituiren ftatt beffen bie eingefc^riebene pag. 76 gerabe unb fd^iefe Ob^ 
longfäule, Woburc^ fid^ aud^ bann fofort bie not^toenbige ^esaib^^^l^t 8 
bei fed^S ©^ftemen erflärt. @g gibt bann au^er ben tiitjigttt Sörpern 
(SBürfel, Quabratfäule, 3i^omboebcr, ©efaib) nup nod^ getrte unb 
fdiiefe ©äulen, jene bem 2gl., biefe bem 2 + Igt. ange^örig, unb man fann 
fid^ ber. aSerfuc^ung nid^t erioel^ren, bie Steige ber 2gl., 2 + Igt. unb 
Igl. ©^fteme ate gerabe, fdiiefe unb boppelfc^iefe ju benennen. 

SBeife ^ai nun aber auc^ 3 + LÄ|t eingeführt, entfprec^enb ben 
«anten beg »ierjottetilär^ierg pag. 89. «Hgemein faßen baöon brfi 
in bie §orijontaIebene , unb biefe entfpred^en brei biagonalen Sljen 
(Santenajen pag. 122), bie üierte, ju ben trigonaten Sljen (gläd^en* 
ajen^ gehörig, fte^t quer bagegen, unb äße fd^neiben fid^ in einem ^ßunlte. 
©ie bilben für fi^ jtpar toieber ein felbftftänbigeg ©anje, aber finb au8 
trigonatbigonalen Stjen gemifd^t, unb ba nur eine trigonale öorfianben 
ift, fo muffen in jebem Körper öier foId^er.Sljenf^fteme möglid^ fein. 
3lm ejiftiren fünf aSierjonenförper pag. 89, alfo muffen wir aud^ 
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eben f o tjiclerlct Äjen jufamtncn [teilen fönnen, bie aber bIo8 brei ®xvOfptn 
geben. 

1) KeftitlareS Sttruheu) a : a : a, gleid^ioinflid^. entfielet burd^ 
Sreujung gletd^feitigcr SJreiedfe, auf toelc^en pd^ eine 
gleid^fantige ^ßi^ramibe erl^ebt. 3ft nur im regnIiiTei 
unb YtlaniliitkHfditn @9fteme möglid^. S)rei gleite 
^imgontolafen aaa fd^neiben [id^ unter 60^, unb bie 
vierte C fielet fenfred^t bagegen. @§ gibt bie $ßro* 
jection^figur ber regulären fed^gfeitigen @äule. Stje C 
mu§ notl^ttjenbig fenfre^t [teilen , benn würbe fie fid^ 

gegen eine äje neigen , fo m&^te fie bag aud^ gegen bie jttjci- onbern 
iffnn: Slnt leid^teften mad^t man* bie @a^e mit Setraebern Aar. 3)a 
e§ nur jwei STetraibe mit einem gleid^feitigen .3)reiedfe pag. 96 gibt, 
fo leud^tet barauS aUeS ein. 3m regulären finben jebod^ üier fold^er 
Stfenfreuje ftatt; aber im rl^omboebrifd^en bleibt nur ein« möglich, benn 
bie brei anbem gel^ören bem fd^iefen SSierjonenförjjer. 3)iefe ©inbeutig^^ 
leit unb ©nfad^l^eit fommt ber Änfd^auung fel^r ju J^ilfe, bal^er t3er«= 
taufd^t mon fie aud^ nur ungern gegen bieifoffinen Sljen. 3m regu«^ 
Wren ©^fteme öer^ält fid^ a : c = ^^2 : Vs. 

2) ©JjmmetttfdjeS Stetnlteuj a:a:b, jtnei«» unb eintninlelig. 
ffintftel^t burd^ Ärenjung gleid^fd^enffid^er S)reiedfe, bie 
fid^ in Dftaebern gegenüberliegen, unb fo längS ber 
S)obecaibIante bewegt werben, ba^ il^re ©c^wcrpunfte, 
burd^ weld^e bie S)obecaibfante gei^t, jufammenfoQen. 
S)a]^cr bleiben in ber §orijontaIebene nur jwei Sljen 
unb jwei SBinfel gleid^. ®ie oufrcd^te Slje C erl&ebt 
fic^ fd^ief aus bem äßittelpunlte o in ber äRebion* 
ebene FCP'. S)aS ©temfreuj in SSerbinbung mit ber 
fd^iefen Slje C gibt uni^ bie ^tojection eines fdiiefeit 

JBtrrjiittntlot^evS. gäUen wir in ber äRebianebene ein ^erpenbifel Co', 
unb rüdfen in bereu ^ufepunft o' bie brei ^orijontalajeu aab paroUel 
mit fid^ jetbft, fo fi^nnen wir biefe jwar atö neue SCjen betrad^ten, attein- 
il^re ©d^nitte mit ben g^äd^en beS jd^iefen S)i^eEaeberS ftel^en unter ein^^ 
anber in irrationalem aSerl|ättni§. S)ennod^ ift biefer ^unft üon SSid^* 
tigfeit, ba er ben gufepunft ber 3tt)iQingSase bilbet, um weld^e haS eine 
©tücf 180<> gebrefit ift. 

©er Sinfad^leit wegen beuten wir un3 ftatt ber Dftaibe il^re 
2;etraibe. S)ann finb äße f^mmetrifd^en Sietraibe mit einem ober me]^== 
reren gleic^fd^enflid^en ©reiedfen jold^er gwiUingSfteUüng fä^ig, unb öer* 
l^alten fid^ fDlgenbermo^en : 

1) 3)aS kiergliektigc Stiftern l^at mer gleid^e fi^mmetrifc^e ©tern* 
freuje, in aQen ift 

CD = CE == DP == EF uni) CP = DE. 

Um baS einjufel^en, bürfen wir uns nur auf bem ©reiedfe DEP 
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eine fd^tefe breifettige ^ramibe beiden, mit bem @(tpfel G nad^ oben 
uttb öorn gefeiert. SBag t)on bem einen S)retecfe DEF, gilt auä) öon 
bem ©reiede D'E'F', nur bag in ber 3tt>iQi«9<^ft«ß««9 Pd^ ber @ipfd 
O eben fo nad^ leinten feiert, toie C nad^ öorn. 

2) 3)a« breigliebrige Softem l^at brei gleiche f^mmetrifd^e 
@tetnfreuje. 3n aQen ift: 

CD = CE = DE unb CF = DF = EF. 
2)enn jene brei Sinien entfpred^en ber gleid^feitigen Saft«, unb biefe ber 
^^ramibe, toenn mon in ben 2ietraiben bie gleid^fd^enf liefen S)reie(fe 
fid^ freujen Iä§t. 3)ie Äreujung ber gleid^feitigen 3)reie(Je gab ein 
reguläre« ©ternfreuj. 

3) S)ag jtoeigliebrige Softem l^at 2 + 2 gleid^e f^mmetrifd^e 
©temfreuge, entfpre^enb ben 2 + 2 gleid^f^enltid^en 3)reiedEen fottjol^t 
im Xetraeber otö OCtaeber. 3n aQen ift nod^ toie bei Diergliebrigen 

CD = CE = DF = EF, aber CF ungleich DE. 

4) 2)a3 gtt)ci unb cingliebrige Softem l^at 1 + 1 ungleid^e 
f^mmetrifd^e ©ternheuje. 3n beiben ift: 

CD = CE; DF = EF unb CF ungteid^ DE. 

ttnflimmetrifiliee Strtnireiij » : b : c, ungleid^tt)infli(^. &nU 
ftel^t burd^ Sreujung ungleid^feitiger 3)reie(fe. 9Kan barf 
ju bem Snbe nur ben @ti^n)erpuntt o burd^ ^(birung ber 
Seiten fud^en, unb burd^ benfelben bie abc refpectiDe ben 
©eiten paraQel giel^en. 2)ie 2)iagona(en t)Qn ben (Eden nac^ 
ben gcgenüberliegenbcn ©eiten^^ittelpunlten gebogen, ent«* 
fpred^en bann ben 3tt>ifc^enayen. SSon ©^mmetrie ift l^ier 
nirgenb« mel^r bie Siebe. Äud^ bie «je C erl^ebt fid^ fd^ief 
unb unf^mmetrifd^ , b. I|. mad^t nad^ feiner Slid^tung ^in 
redete SBinfel. gälle id^ ein ?ßerpenbilel nad^ o,, fo fann 
id^ itoat ebcnfafi« ba« ©ternireuj J^ineinrürfen, allein e« 
fd^eint in biefem gaUe lein 3^iQi^9 i^ entfte^en. S)ai^ jtt)eigliebrige 
Xetraeber, wa« jum Sll^ombenoltaeber gel^ört, gibt öier fold^er gleid^n 
©temfreujc; ba« jttjei unb eingliebrige üom fd^iefen Oblongoftaeber |at 
auger ben f^mmetrifd^en nod^ jttjei gleid^e unf^mmetrifd^e; baö 2 + U 
gliebrige x>ovx fc^iefen afll^ombenoftaeber f|at 2 + 2, unb baS eingliebrige 
lauter unf^mmetrifd^e ©ternfreuje. Ueber^aupt gilt bie einfädle SÄegel, 
ftleid|c ^(adieit ||alieit gletdie Stetnttreuje. 

S5ett)ege id^ jtoei gleid^e aber beliebige Äjenfreuge 
parallel mit \x^ an^einanber, fo mn^ eine @bene 

-:-:- beibe Sreuje unter benfelben SSerbältnif fen 

fd^neiben. 

aSir brandneu unS biefen n?ic^tigen ©a| nur in eitirt Äjenebene 
ab Mar ju mad^en, benn toa« für eine gilt, gilt aud^ für bie übrigen. 
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^abcn toir an bcn Äjcn ab im aWittrtpunft o 

a b 
bcn ©d^nitt - : -, fo trifft berfelbe bic 

burd^ bcn $nnft o, gelegten Äjen a,b, in 

•, / " - : -. S)a nnn bicje Sinie - heu 

bcn ftrcujcn gemein ift, a ber a, unb b bcr b, paxaM gef|t, fo mn§ 

tt)cgcn ber «c^nlic^fcit ber 3)reiecfe ftc^ ^ • "L = ^ 'V ^^^^^^*^"- ^^^ 

neue afcnfrcuj loirb alfo in berfelben ^roportion gcfd^nitten. Unb 
auf biefe Proportion fommt e« nur an, nid^t auf bie abfolute Sänge. 
S)cr Sr^ftaflograpl^ mu§ fid^ über^au^Jt aüe« in ber Bewegung beulen, 
«n einem SSürfcI bietet iebe ber ac^t @den ein afcnfrcuj, unb aOe 
biete ad^t «fcnfrcujc laufen einanber paraOel, »irb baöon nun eine in 
bem SBcrpItnife a : a : a b. ^. in ber ©leid^^eit gefd^nitten, fo aUc. 
aSag öom aSürfcl, *ag gilt Dom SR^omboeber, ja üon jebem bcUebigen 
^Cfaibe. Snfofern ücr^alten fid^ alle S^fteme gleic^. 

Sei bcn 3 + 1 SIecu genügen ebenfalte brei Sinien, bie nid^t in 
einer Sbene liegen, bie 4te wirb immer burd^ einfache Slbbition ober 
©ubtraction nad^ bem Äantenjonengefefee gefunben. 3)enn ^abcn toir 

c : ^ : ^, fo ^at bie britte ber l^orijontalen Slsen, toenn fic aufeen liegt, 

a ft a 
2 — 5=3, alf ;r : - : ö J ^^^ P^ ^^^^ bajtoifd^en liegt, 5+2 alfo 

2 o o 
a a a 

- : - : -. ®er SSicrjionenförper, b. 1^. eine fed^g|eitige ©äule mit 

ffinbfläd^e, bietet ung 12 ffidCen, b. ^. 12 parallele «Ecnfreuje, loo nur 
aUemat bie mittlere öon bcn §orijontaIen fel^It, bie fid^ einfa^ burc^ 
abbition ber SRenncr finbct, wenn ber ?tugbrudf juöor auf reine S5md^^ 
form mit bem Q&fjUx 1 gebracht ift. SBirb nun eine biefer @d(en in 

a a a 

beliebiger SBctfe abgeftumpft, j. 95. in c : - : — — : -, fo muffen aQc 

t* f« "r ■' *[ 

fibrigen 11 Sl^^enfreuse gcl^örig verlängert unter bem gleid^en SSerJ^ältnig 
gcfd^nitten »erben. iCal^er fonnten wir oben ben Stjenmittelpunft o, 
beliebig t^errädfen, ol^ne ba| bie f^Iä^enjeic^en alterirt würben. 
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©ie bcrul^t auf bcn Somn, locld^c S35ci§ fd^on 1804 in ber beut^ 
fc^cn Ucbctfclung t)on ^au^'g Sel^rbuti^ ber SKincralogie in aiuroenbung 
brachte. 9la^bem er S9anb I pag. 365 feine „b^nomifc^e Änfid^t ber 
Är^ftaßifation'' ber franjöfifd^en Ätomle^re entgegengeftellt I)atte, tooriu 
er fid^ bemüht, bie ©^fteme au§ breifod^er (9fll^omboeber) unb öierfac^er 
„abftogung'* (Dftaeber) abjuleiten pag. 26, gruppirt er 95b. 11 pag. 723 
bic gläd^en be« gelbfpat^eg mä) mer „B<>tten" : ^orijoutale (k, T, z, M 2C.) 
in ber ©öute; öerticale (k, y, x, q, P ic.) über ben ©d^eitel; unb jtt?ei 
fc^räge (fpäter 2)iagonaIjonen genannt), Dorn M, u, P zc. , leinten 
M, o, X 2c. Sei ©elegen^eit be« @j)ibotÄ pag. 27 beweift er bann 
fd^on/tuie bie Sage einer gläd^e geometrifc^ beftimmt fei, wenn fie in 
ffoex fold^er 3«>nen fade. S)aniit war für bie SelianMung ber SJr^ftaHc 
ein ganj neuer SBeg eröffnet. Unter ^ont öerftanb er nid^t^ onbereS, 
atö $ßaraßelität ber tauten. 3)ie SBid^tigfeit ber ©ad^e fonnte erft 
bur^ bie ^rnjicrHoH red^t tiar werben, womit un« g. 6. Steuniann 
(»eittäge jut tt^ftottouomic 1823) fpäter befanut niadjte. Ättcin berfelbc 
begünftigte bie ^unftmetl^obe mit ^onenUnien pag. 63, wä^renb für 
bie unmittelbare Slnjd^auung bie Sinearmet^obe mit 3ö^^"P^^^^^"' 
wie fie in ^oggenborff'g «nnalen 1835 93b. XXXIV pag. 503 unb 651 
oon mir au^einanbergefefet ift, ben 9Sorjug öerbient. SBei^ bebiente 
fid^ in feinen ©d^riften jener 5ßunftmetl^obe nie, aber faum warb i^m 
bie Sinearmet^obe (im grü^jal^r 1834) befanut, fo l^at er öiele feiner 
§au^)tarbeiten (9ib^. »cri. sifab. 1884) nod^mafö an ber ^anb biefer ?ßro* 
jcction reöibirt. 2)ic 3oit^u würben eben baburd^ fo überfiditlic^, 
weit alle ^aralleUinien in einen 5ßunft fallen, unb man eg bei ber ®nU 
widfelung nur mit fünften ju tl^un l^at, wäl^renb man bei SIeumann 
immer erft taften ober red^nen muJ5, welche fünfte (gläd^enorte) in 
eine ßone fallen. 

3wei Sinien geben eine S^^^? ^^^^ ßinien 1+2 = 3 3«>i^^"; 
mer Sinien 1 + 2 + 3 = 6 3onen; fünf Sinien 1 + 2 + 3+4= 10 
3onen, unb fo fonn man fortmadfien. SRit öier Sinien unb fed[}§ 3*>"^" 

Q tt e n ft e b t , Ä«)ftaao9r<q>^ie. 9 
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girfmigcn tt)tr \ä)on jum Oitatke 666666. 3)reima( finb jtüci ©cd^fcn 
nid^t öcrBunben, filieren tt)ir baS burd^ bie punN 
ttrten Sinieit aug, fo bcftimmcn bicfclbcn bie Sage 
eines juge^örigen ^e|atlie8 mit bcn Äanten 333. 
\ Äennen loir baS Dftaib mit feinen fünf gemeffenen 
** SBinfeln, fo fonn borauS bag juge^örige ^ejaib mit 
feinen Äonten unb Seiten ol^ne weitere SKeffung berechnet toerben, baS 
nennt mon alleiteit (deducere), burd^ Qoncn bestimmen. 3)ie irian* 
gulation pag. 102 ergibt baS. 

günf SSinfel abcde mvi% xä) in jebem Oftaibe meffen, um fünf 
©leid^ungen ju befommen, bann ergibt fic^ ber fed^fte f burd^ SRed^nung. 
S)a]^er braud^e id^ 4m 

ttf^uUttn Oltaeber leinen ju meffen, toeit id^ mx% ba§ alle fed^g 
äßinfet aaaaaa gleid^ finb, unb id^auf biefe Sßeife fünf Gleichungen 

a = b, a = c, a = d, a = e, a = f 
befomme. 3n ber „SÄetfiobe ber Sr^ftaUograpIiie'' pag. 153 f|abe ic^ 
bal^er gefelitt pag. 113. S)enn man fann fe^r gut Ottaeber mit fünf 
gteid^en SBinfeln conftruiren, ol^ne bafä ber fed^fte ebenfalls notl^toenbig 
gleich mürbe : beuten tt)ir ung nemlid^ ein Dbtongoftaeber mit öier gleid^en 
©nbfanten xxxx unb ungleichen ©eitenfanten y unb z, fo fann ic| burd^ 
aSerfürjen ober Verlängern ber aufredeten Slje c, )iyon welcher bie gleid^en 
X augftral^Ien, bie x ftetig fo üergröBern ober öerfleinern, bafe fie einer 
ber ©eitenfanten y ober z gleid^ werben. SBäre alfo y = x , fo 
würbe Stje 

b = ctg 4x unb a« = b2tg^8_ T ^^ 

tiiet(|{teliri(|en Oftaeket finb bie @nbfanten abcd unb bie ©eiten^ 
fanten ef einanber gfeid^. 3c^ befomme nur üier ©(eid^ungen 

a = b, a = c, a = d, e = f, 
unb mu§ bal^er burc^ SBeffung txnti beliebigen äBinfelg mir bie fünfte 
©leic^ung öerfd^affen. @ben fo im ^ 

Uretftliekngeit dtatker, benn ^ier finb abc unb def gteid^ , wag 
wieber öier ©leid^ungen 

a = b, a = c, d = e, d = f 
gibt, weshalb audö nur ein SBinfet gcmeffen ju werben brauet. 3m 

attetgUeHHiieti 9tl|omlienoftaelier ift a = b, c = d, e = f, eg fel^lcn 
atfo npd^ jwei ©leid^ungen, folglid^ muffen jtDei 3BinfeI gemeffen werben, 
bie natürlid^ nid^t einanber gleid^ fein bürfen. 3m CMonftoftaektr finb 
öier SBinfel abcd gleid^, baS gibt ebenfalls nur brei ©teid^ungen a = b, 
a = c, a = d. Seibe gehören bal^er jum jWeigliebrigen S^fteme. 3m 

3tDeiun)ietit||lte)itt0ru fditefeit Oblonüoftaektt unb fditefen 9t^oiti' 
Umltatitx finb nur nod) je jwei SBinfet a = b unb c = d gleid^, 
eS fe^Ieai alfo nod^ Utet aReffungen. Salier l^at man benn aud^ ein 
Softem mit ütet SWeffungen, baS biftine gefuc^t, um enblid^ jum 
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ciitftltelinAttt mit fiiiif äReffungcn ju gcMngcn. ÄHcin fo öcr* 
fül^rcrifd^ au^ bic SRcil^c 0, 1,2, 3, 4, 5 fein mag, fo ift ftc boä) bcn 
©i^ftcmcn nid^t gaitj abäquat, ba fd^oti eine SKcffung jioei S^ftemen 
{4^ unb 3gl.) angehört, folglid^ antf) eben fo gut eine (mit öier SReffungen) 
megfaHen lann. 

S)cr Äunbige crfennt in biefer gigur fogleic^ ba8 fogenanntc „t>oVi^ 
ftänbige SSierfeit" ABCDEF mit feinen brei punftirten ©iogonalen 
MNQ, bie ^ejaiblinien AC, BD, EF werben alfo burd^ bie fünfte 
MNQ, toeld^e bie ^^nenpunfte ber §ejaibfanten bitben, J^ormonifd^ ge^ 
fd^nitten. Sg finben bie ^Proportionen ftatt: 




FN : EN = FM : EM, FN = EN + EM + FM; 
DN : BN = DQ : BQ, DN = BN + BQ + DQ; 
AM : CM = AQ : CQ, AM = CM + CQ + AQ. 

§err ?ßrof. ^ro§ (^roßramm ^otijt. ©d^ule au Stuttgart 27. Se^ 1850) 

i)at fämmtlid^c (Sigenfc^aften biefer merftoürbigen gigur gufammengeftellt. 
©efet man QC = -, QA = - , QB = - , QD = -, fo ift nad^ «nferer 
©ection^Iinienformel 

CM = QM - QC = ^^ ^' . - unb 
f^ — f^, /" 

BN = QN — QB = ""^-^ . -. 
v, — v K 

5)a AM = QM + AQ = -^ -^ + - = ''-^^' . -, fo öer^t fic^ 

Itiifi,^ AM : CM unb y, : y = DN : BN etc. 
©d^on SBei§ (9lb^nbl. ÖcrI. 9lfab. 1818. 270; 1824. 241 ; 1826. 93) fiber 
bie 2l|etltt«(| iti Xttxtii gab eine gfut^ t)on ©äfeen, bie, wie 
folgenbe gigur jeigt, auf ba^ Sngfte mit bem DoUftänbigen Sierfeit äu*= 
fammenl^ängen. S5enn" man büvfte nur D mit E öerbinben , um bie 
aUgemeine ^rojection üom Ottaib unb jugel^örigen ^ejaib ju ^oben 
3iel^en mir burc^ A eine §ilfglinie rec^tg parattel BE , fo finben jtt)i- 
fd^en ben ©eitenabfd^nitten bie ©feid^ungen ftatt: 

X : at = dl : ci uiib x : ai + bi = bs : a« , folglich 
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l 



I. 



1) aiaadi = (ai +- bi)b«ci 

2) atasdt = (a« + bi)b8C9 . 

3) asaids = (as + bsjbics J 
2 unb 3 folgen aug bcr ©^mmctrie bcr SJud^ftabcn; ober man mu§ 
ber SReil^c na(| butd^ B mit CF nnb burd^ C mit AD 5ßarattclcn legen- 

Stellen toir tinfö bnrd^ A eine^ßaraflele mit CP, fo ift 
y : bi = dl : ci unb y : ai + bi = as : bs 
bidi (ai + bt)a8 



ober 



ci bs 

1) bib»dt^= (ai + bt)a8Ci v 

2) b.btd. = (a. + b«)aic« l IL 

3) babtds ^ (as + b«)aiC8 ) 

2 unb 3 folgt toiebet a\x^ ber Symmetrie ber SJud^ftaben, ober xoxt 

toir bei I öon at auS red^t« l^erum, fo gelten xoxt bei 11 t)on bi ouS 

linf« l^erum. 

X V TT t .1. aia«di btbsdi 
I unb n aeben at + bt = -^ — =. 

aiasas = bibaba 
b. 1^. baiJ ?ßrobuct ber a* ift gleid^ bem 5ßrobucte ber b*@tüde. 
JBon ben öielen obgeleiteten @ä|en ertoä^ne id^ nur: 
dl CS C8 



et + dl 

Ci 

ct+ dl 
dt 



et + d« 

e« 
e« + da 

ds 



es + ds' 
es 



+ 



e8"-f ds 

ds 



= 1; 



= 2 ete. 



ei + dl e2 + ds ' cs + ds 
S)a bie @ä|e für bie geometrifd^e JBetrad^tung fe^r braud^bar ftnb, 
fo loiQ id^ fte l^ier öon SBeig (scBifr. ^eri. 2«ab. 1824.245) entlegnen, unb 
jugleid^ in unfere Segeid^nung überfe^en: 
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a : b » fk : ie 


ai : bi =» btbt : atat 


a :b = fa:v(e+f) 


ai:bi»bidfl:ot(arfbi) 


a:b=-z(i+k):iy 


ai :bt=-Ci(a«+bi):aidt 


a : b = fp : eo— fp 


ai : bi = btci : atdt-^btoi 


a :b = ko-ip:ip 


ai : bi =» btdi — asci : asci 


a : b = iu— kv : iv 


ai : bi =» aads—baot : atOf 


a : b = fe : fy— ez 


ai : bi =» biC8 : bsds— at ot 


a : b = ou— pv : v(o-f-p) 


ai : bi «didi— cict : ct(ci+di) 


a:b = z(o+p):oy— pa 


ai : bt = Ci(ci4-di) : dids— ci o$ 


a : b = z(u+v) : y(j+z) 


at : bi = Ci(crfdi) : ci(C8-fdi) 


o : p =« i!(a+b) : ae 


dl : ci «-bt{ai+bi) : aiat 


o:p = i(a+b) :bk 


dl : ci « ai(ai+bi) : bib« 


: p = fk+ei : ek 


dl : ci = bib»-fa>a« : at bs 


o : p = v(a4-^) : bu-av 


dl : CI "= ct(ai+bi) : bidt^asct 


o : p = z(a+b) : ay— bz 


dl : ci = ca(ai f bi) : aidt— biCi 


:p = fu+v(e+f);QU 


dl : Ol = bidi-|-c«(aj+b«) : aids 


o:p = iy+z(i+k):ky 


dl : ci == asda-fcsCai+tt) : btdt 


: p == f(y4-z)— ez : ez 


dl : et == bt(d«-|-ci)— aiCi : a>ci 


: p = i(u+v)— kv : kv 


dl : ci «=« at(d«-|-c«)— biCi : btot 


: p = z(n+v)+v(y+£) : uy-vz 


dl : ci=ct(dt+ct)'hoi'd8+C8):dtd8'CiOi 



2)ad ^utielaiti tommt burc^ bie iBerbinbung ber 3 mit ben nod^ 




nid^t öcrbuiibcneti 6. S)o« gibt fec^ä neue Sinicn, tbctd^e fid^ in öier 
fcd^Sfcitigen ©äulen fd^neibcn, ben 2)o)iela{b(attteit30iten. augcrbcm 
fc|cn ftc noc^ im S)urd^fd^mttc mit einer Dftacberfinie 12 neue ?ßuttftc, 
bie Oliitkliiagottaljiinett ein. SBer möchte je^t noc^ bie Oltaibe i&^Un, 
wctd^e burc^ bie 3 +4 + 6 = 13 Sinien ,mit 3 + 4 + 6 + 12=: 25 
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5ßun!tcn cntftcl^cn, unb obige ^armanifc|en ©d^nittc in^ ä^l^ttofc Der* 
mehren. STber trofe bem ®ctoirr springen aQe gleic^toert^igen Sinien 
fofort in bie 3lugen. S)te 
brei ^ejaibftäd^en ^aben 2 §ejaib* (3) unb 2 Dftaibfantcn 

(6); bie 
üier Oftaibfläc^en t)aben 3 Diagonal (12) unb 3 Dftaib* 

tauten (6); bte 
fed^S ©obecaibffäd^en ^aben 2 Diagonal (12), l Dftaibfante 

(6) unb 2 S)obecaibfontett. 
3)cr ®eübte fann biefe ©geufd^aften fofort auf bie Sörper über== 
tragen. Slel^men wir ate Seifpiel ba^ reguläre Softem, fo fe^en om 
SBirfel auf jeber gtäd^e bie beiben übrigen bie Sauten 33 ein; bie 
Oftaeber bie 3)iagonaIen 66. 3)ag ©ranatoeber erjeugt feine be* 
fonbere Sinie, mu§ fofglid) bie SBürfetfanten abftumpfen. ?lm Cftaeket 
erjeugen auf jeber g(öc|e bie brei übrigen je eine Saute 666, too gtoi^ 
fd^en bie Iiarmonifd^en ©d^nitte t)on brei ©ranatoebern 222 fallen, welche 
bie brei diagonalen ber Dreiedte bilben, üon ber @dCe jum ^albirungS* 
^junfte ber gegenüberftel^enben ©eite gebogen. 

a)aS ^okeratk bürfen toir au^ ber gigur nur befonber^ l^erauS«^ 
jeid^nen, um fofort ju feigen, ba^ feine 
©ection^Iinien einem Dftaibe angel^ören, 
^ beffen ©eiteaiedfen abgeftumpft toerben, too* 
burd^ bie üier fe^gfeitigen ©äulen ent* 
[teilen. äRac^en wir un^ alfp ein belie* 
bigeö Oftaib, ^albiren fämmttic^e Sauten, 
unb legen burd^ je üier ^albirunggpunfte bie übrigen 2 + 2 gläd^en, 
fo l^aben wir ben Sörper mit üier fed^^feitigen ©äulen erjeugt. SKad^en 
wir bag Dftaeber aug einer quabratifd^en ©äule pag. 120, fo fommt 
bag ©ranatoeber beg regulären ©ijftem^. 3)ie 3)obecaibe auf biefe 
SSeife verfertigt befinben fid^ im ©leid^gewid^t , b. f). fie l^aben feine 
regellos auSgebe^nten gläd^en, unb f.olglid^ feine üerftecften Sauten: bie 
üier fed^iJfeitigen ©äulen geben 4 . 6 = 24 Sauten, wetd^e fic^ ju 3 + 3 
üierfantigen @d(en in ben ^olen ber Sljen, unb ju 4 + 4 breifantigen 
@d(en in ben ^olen ber ©äulen gruppiren. S)a nun jebe ber fec^S 
©ectionStinien burd^ gwei ©äulenfanten 44 bejeic^net ift, fo muffen bie 
gläd^en ?ßaralIetogramme bilben, worin eine Dftaeberfante 6 bie Säug«* 
biagonale, unb eine SBürfelfante 3 bie punftirte Ouer*' 
biagonale anjeigt. 9?un bleiben" nod^ jWei ber S)ia* 
gonatäonen 2 2 jwifd^en 3 unb 4 gelegen über, weld^c 
fenfred^t ju ben parallelen ©rlinatQeberf unten fielen, 
alfo ben Ouerfd^nitt ber regulären fed^gfeitigen ©äuten 
bilben. 

S)ag 2)obecaib ift ein Sörper, worin id^ bie juge^rigen ^jaib^ 
unb Dftaibfanten einjeid^nen fann, weil eg fo üiel gläc^en ^at, ate 
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btcfc ftanten jäl^Ien. 3)al^er l^fingt bic ©^ftematif bcr 3)obecaibe öon 
ben Tanten jener Äör^er ab, toir ^aben ebcnfollg ad^terlei pag. 8-1 : 

1) teplareS (®ranatoeber) mit fcd^^ gtcid^en JRl^omben üon 120^ 
in ben Tanten unb bem Oftaebertoinfd 109° 28' 16" in ben gfäd^en. 
S)er aSürfel ftumpft bie merfantigen, ba« Oltaeber bte breiYantigen 
(Scfen ab, tüie fd^on «uS ben S^^tn 3 unb 4 fofgt. 

2) titerdUelittfteS mit 4 + 2 SR^omben, bie 4 bilben bag Iftc 
ftumpfere Dftaeber, unb bie 2 bie Ifte quabratijc^e @äule. Sfurj ein 
öiergliebrige^ Dftaebcr mit abgeftumpften ©eitenetfcn. 

3) )iteiftltebrt0e8 mit 3 + 3 Sil^omben, brei bilben ein SÄ^omboeber, 
unb 3 eine reguläre fed^gfeitige ©äule : b. \). ein SR^omboeber mit getabc 
abgeftumpften ^i^ä^dfanten. 

4) 3)iiet||Iteliti(|e gibt eg jtt)eier(ei: mit 2 + 2 + 2 SÄ^omben bem 
St^ombenoftaeber ^ugeljörig, unb mit 1 + 1 SR^omben unb öier con« 
gruenten SRl^omboiben. S)ag etftete bilbet ein Dblongoftaeber mit ab*- 
geftumpften ©eiteneden; boS ankete ein Si^ombenoftaeber mit abgc* 
ftumpften ©eiteneden, toorau« man gleid^ fielet, bag bie öier gleichen 
^ßaradelogramme, ben Oftaeberfläd^en entfpred^cnb, ungteid^feitig werben 
muffen. 

5) jtoetttnkeiitgltelitiAe gibt e$ ebenfalls jn^eierlei: bag etile 
bilbet ein fd^iefe^ Dblongoftaeber mit abgeftumpften ©ettenedfen, l^at 
ba^er tjorn unb leinten einen Si^ombu^, aber 2 + 2 Sil^omboibe, je 
eins jur Sinfen unb Siebten, entjpred^enb ben äbftumpfungSfläd^en ber 
i?anten eines fdjiefen SR^ombenoItaeberS; baS ottiete bilbet ein f^iefeS 
SR^ombenoftaeber mit abgeftumpften ©ettenedfen, 2 + 2+1 SRl^omboiben 
unb einem SRl^ombuS, ber Sljenebene bc entfpred^enb. 

6) einftliektifte ^aben f^d^ferlei St^omboibe. 

Sie Verfertigung aQer biefer formen ift ou^erorbentlid^ leidet: 
man fdineibet fid^ bie Oftaibe beS ©^ftemS, l^atbirt ade fianten, unb 
legt burd^ bie ©eitenedfen gläd^en. SloS baS reguläre unb breigliebrige 
fann man nid^t fo bel^anbeln: jenes »erlangt ein üiergliebrigeS Dftaeber 
an^ ber quabratff^en ©äule gcfd^nitten, biefeS ein Si^omboeber, beffen 
ßidfsadEfanten man ab^uftumpfen ^at. 

Hie brei Äöriier : 

^naxi, »ktaib, Dabecaib ^' 

büben glei^fam baS gunbament ber ganjen SJr^ftaOfel^re. 3um.©tubium 
genügt baS einfädle äRobeU üon Oftaeber o, ®rana^ 
toeber d unb SBürfel h. gfir ben Unterricht ift eS 
bagegen gut , man l^at aUe ad^t jur ^anb. 3ur %n* 
fertigung fiattire i^ fämmtlid^e Tanten ber ^ejaibe, 
unb. lege burd^ bie §aIbtrungSpunlte Dftaibpc^en,- 
bann entfte^t im regulären ©^ftem ein fogenannteS 
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(i^ttlooftaeliet, mit fed^d Ouabraten mtb ad^t gleid^feitigen ^xmäm, 
\x>dd)t fd^on unfer t)0ttrefflt{^er 3. (£amerariu2 pag. 7 am SoUer 
@d^toe[e[ficg erfannte. ®anj öertoanbt finb bic übrigen fiebcn ^ejaibe. 
Stumpft man baran n^eiter bie 12 @d(en burc^ d fo ob, bafe ein ?ßa* 
vaHelogramm entfielet, bann fädt bag 5)obecaib in bie Dftaibfante o/o 
unb §ejaibfante h/h, ujie eg bve ©ebuction erfordert. SBoßcn tt)ir baS 
fd^önfte SSerl^äItni§ für aUe treffen, fo finb für ia^ Dftaib bie ^ejaib« 
fanten ju l^albiren, für ba§ 2)obecaib ju britteln. 

3)arau^ tt)erben nun fofort fd^on aüt 3<i^I^^iöerI)äItniffe Mar : auger 
a, 4, G, tt)etc^e ben üorfjanbenen glasen ber brei Äörper angehören, 
unb bie ja nur ein einjig 9ÄaI auftreten, fönnen burc^ Slbftumpfung 
ber Äanten h/d ja^IIofe ^^ramibenn^ürfet (letrafi^l^ejcaeber) , ber h/o 
jal^IIofe Seucitoibe (^f ofitetraeber) , ber d/o ja^Uofe ^ß^ramibenoltacber 
(Xriatigoftaeber) erjeugt toerben. 2ege id^ ein Srett an biefe breiertei 
ganten, fo fpringt fofort in bie Singen, bag bie jugel^örigen fiörper 
nod^ an eine Sinie (ßone) gebunben finb, bal^er bringen mir eg nur 
JU 2 . 12 « 24 gleiten ^läd^en. 93(o§ eine Äörpergruppe auf \>m 
48 (SdEen, ba§ Sl^tunbüierjigflad^ (^esafigoftaeber), bringt e§ ju 2 . 24 
= 48, l^ier miegt fid^ bag Srett auf ber ßdfe na^ aCfen ©eiten f|in 
burd^ feine ^one bef^ränft. @^e mir jeboc^ jur Slbleitung biefer Äörper 
gicfien, muffen mir noc^ bie befonbern ^rojectionen geben, met^e wx^ 
erft eine üoHftänbige ©infi^t in ben ^armonifc^en Sau gemä^ren. 

@g l^anbelt fic^ je^t um bie ^rojectionen auf bie SBürfelpd^e 
(4gHebrige ©teUung), auf bie Dftaeberfläd^e (Sgliebrige Stellung), unb 
auf bie ©ranatoeberftäd^c; (2gliebrige (Stellung). 3n^ neuern Reiten 
merben bie Äugetprojectionen beüorjugt. 3d) ^öbe ju bem ®nbe mir 
einen alten ®lobu^ überjogen, unb barauf fämmttid^e ^ßrojection^tinien 
aufgetragen. 2)er gemeinfame 5ßunft, burd) meldten alle gtäd^en gelegt 
merben muffen, ift ber äRittel^junft ber Äugel, bal&er bilben bie ©ectiong* 
linien größte Greife. Um gemiffe äJer^ältniffe fd^neU Mar ju mad^en, 
nel)me ic^ Heine SÄarmorfugeln , momit bie Äinber in ©übbeutfd^lanb 
f^)telen. ©ollen biefe Äreife nun auf bem 

»latte (^rojectiongebene) bargefteHt me.rben, fo gefc^ielit ba^ am 

anfc^aulid^ftcn na^ ber ^tttü^xa^ff^u 
f^en ^ßrojection, bie bem ©eograp^en 
bei ber ßeid^nung üon panigtoben 
bient. 9»an tl^eilt ju bem ©nbe bie 
Äugel burd^ einen SlcquatoriolfretÄ 
pp', bie ^rojection^ebene , in jmci 
Hälften, unb benft fid^ bag «ugc 
im untern ^olc A. (gg ift nun bc* 
fannt (©ugrer, Sel^r6ud^ ber befcri})tit>en 
Geometrie 1857 pag. 402. Sang, Sel^rb. Är^ftaHoflr. 1866 pag. 292) , bag jiebcr 

auf ber Äuget gejogene Ärei« auf bem ^ßrojectionöfreife mieber einen 
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Aretö gibt. 2)ie fRtbuctioniebtnen , burd^ ben SRittelpunft ber ftuge( 
gelegt, ctjeuflen auf ber Äugelobcrfläd^e aber größte Äreife (@ro6Ireifc), 
bte fid^ gegenseitig l^atbiren. alle SDicribianf reife, bie burc^ bte ?ßoIe 
A unb n bcg ^rojectiongfreifeg gc^en, erjeugen auf bem ^rojectionö* 
f reife 3)urc^meffer ate ©ection^freife, toeld^e für bie Sntttjcrfung 
ber giguren öon SBid^tigfeit finb. 9iatärUd) üerjerren fic^ aud^ l^ier 
bie Silber, aber nac^ außen finbet eine angenehme SJegrenjung ftatt, 
toa^ in ber ^ro)ectiondebene in^ Unenblid^e liinau^el^t. SS ift nun 
nid^tg leidster, aU bie Orte Q be« äWeribianfretfeS npAp' auf ber See* 
tion^tinie pp' ju finben, id^ barf nur öom äugenpunfte A nad^ Q 
jiel^cn, fo ift q ber Ort. Sag alfo Q in ber äßitte oon np', fo fäQt 
q nid^t in bie SÄitte t)on op', ba3 95ilb toirb olfo auc^ öerjerrt. S)enn 
nennen wir ben ^eripl^eriewinfel nQ = x, fo ift 

^ = tg X = tg . 22 . 30, ber I|a(be SJogemninfel nQ. 

3)enfen tt)ir ung je^t ben ©rogfrcig QR an ber Äuget, unb öom 
Slugen^junfte A Sinien an feine ^ßeripl^erie gebogen, fo l^aben tt)ir einen 
fd|teftn Stt^ti, beffen S3afid ber ^gg ift. Ao Dom @ipfel bed ftegetö 
ium SÄittclpunfte be^ fireifeg gejogen \\i bie «je beg Äegetö. 3)iefer 
Äegel ift not^wenbig f^mmctrifd^ , er fann wie ein 2 + Igtiebriger 
Äörper burd^ bie SKebianebene in jwei congruente ^älftcn getl^eitt 
tocrben, an welchen bie Ärei^bafig eine ©d^iefenbflqc^e bitbet. Sg mu^ 
bal^er eine Wintere ©egenfläd^e ba fein, toeld^e ebenfaHS nod^ eine ÄreiiS* 
tinie gibt, man nennt ba§ bie antiparaüete Safi« (SaSe^felf^nitt), Safig 
unb äntibafi« fd^neiben fid^ in ber äje b, wel^e fenfre^t gegen bie 
SRebianebene fte^t. SBerben biefe SBed^felfd^nitte Don irgenb einer burd^ 
bie fiegelaje gelegten @bene in geraber Sinie (Äreiöburd^meffer) gc*» 
troffen, fo mac^t biefe mit bem Segetmantel ber einen Dorn benfelben 
aßinfel, atö mit ber anbern leinten. <©aben wir bal^er einen beliebigen 
©roßfreig Apnp' im Aufriß, weld^er auf bem ^rojectionöfrcife pp' 
projicirt werben foU, fo finb AQ unb AR gegenübertiegenbc Sinien be« 
Äegetmantelg, QR* Äreigburc^meffer feiner Sofig. 3Ran fielet fogleid^, 
baf aQe ?ßunfte ber ^albfuget oberl^alb be« ^roiectionShreifeg pp' inner* 
l^alb wie ber ^unft Q nad^ q, alle unterhalb außerl^alb fallen, wie ber 
^unft R nad^ r. S)a Sinie QR ein ÄreiSburd^meffer ift, fo muß 
SBinfel RAQ = 90^ = a + x fein, ba2 S)reiedE AOR ift aber gteid^* 
fd^enfli^, bol^cr ber SBinfel bei R = a; folgtid^ muß auc^ SBinfet 
Q = r fein, unb bie Sinien QR unb qr, burd^ bie SBirtetebene beg 
^eribianlreifeg npAp' erjeugt, antiparaUet; wieQR fo ift auc^ qr ber 
©urd^meffer einer Ärci^bafig, q ber ?ßunft einer ÄreiSlinie. 3)ie ge* 
fud^te ©ection^linie lann bal^er ebenfalls nur eine ÄreiSlinie bitbcn, 
bereu JRabiuS in biefem befonbern gaße pq = pr = pn = }/2 ift. 

S)a bie 93afid unb ^ntibafiS beS ÄegeliS einen 2)ur^meffer mit ein^ 
anber gemein ^aben, worin fie fid^ ^otbiren, fo muß jeber ©ectionSireiS 
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im ^ojectionÄfreife einen Äreigbogen bilben, ber jenen S)urd^meffer jur 
Seltne f)ai, bic bnrd^ ben SRittetpnnft be« ^rojectionöfreifeS gcl^t. SSill 
td^ ba^er eine allgemeine gigur entwerfen, fo mtin^n alle 
©ecti.ongfreifc fo eingerid^tet tt)erben, ba§ il^re betben 
©d^nitte mit bem 5ßrojectiongfrcife in einer Seltne 
tiegen, bie burd^ ben SKittelpnnft jene^ ^rojectiong^' 
f reifes gel^t. 9lun genügen aber jnr ^i^^wnfl eines bestimmten Reifes 
bie jttjei Snbpunfte ber @e^ne nid^t, i^ mnJ3 notl^nj^nbig nod^ einen 
britten l^aben. 

SBiU id^ ben ^ol P eines beliebigen ©ectionSfreifeS Aqn pnbcn, 
fo mnJ3 feine ©el^ne nA burd^ ben SWittel^nnft 
o gelten unb P 90^ ringS bon ber ÄreiSlinte 
abftefien. ^atbire id^ ba^er ben ^eis in q, 
unb jiel^e ben 2)urd^meffer qo, fo ftel^t biefer 
fenfred^t auf bie SreiSfeI)ne, unb ber gefud^te 
?ßoI P ift barin|90® t)on q entfernt. Denfen 
tt)tr uns bal^er baS Singe in Ä unb jiel^en Aq, 
bis fte,ben ^ßrojectionSfreiS in Q fd^neibet, fo bürfen wir nur ben ^eig* 
bogen Qnp glei^ 90^ b. t). bie @e^ne|Qp = \/2 mad^en, fo gibt ber 
©ur^f^nitt ber Sinie Ap in P ben gefu(|ten 5JJol. ®enn Pq ift bie 
^ßrojectionSlinie eines 90gräbigen SogenS. ßie^e id^ nun bie Slnti^^^ 
parallele pop', fo gibt ber 2)ur^fc^nitt ber Sinie Ap' in F. ben ©egenpol. 
©inb tt)ir mit biejen toenigen @ä|en aud^ im ©taube, eine ttK- 
Aemeine. Sfiflur ju entwerfen, fo mad^t eS bod^ unenblid^ größere 9Kü^e, 





als auf ber @bene, wo wir bloS baS Sineal aujulegen fiaben. SBir 
gelten aud^ I)ier bon bem allgemeinen Dftaibe ABCDEF ouS, muffen 
natürlid^ bie ©ectionSfreife fo einrid^ten, ba§ i^re ©eignen aa', bb', cc', 
dd' burd^ ben SKittetpunIt Q beS ^rojectionSfreifeS (®runbfreifeS, 2:afct 
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frcifc^) gelten. Um nun bic jugel^örige^^CEoibfläc^e burd^ bic Oftaib*» 
fantenjonen^unfte E unlj F legen ju fönncn, beborf eS nod^ cincÄ brittcn 
$JJuttfte§, j. S3. F' auJ3erl^aI6 beg ^rojcction^fteifcg, ttjeld^cr bem anbern 
@nbe beg ÜDurd^raefferS bcg gefuc^ten Äreifcg entfprid^t. Um nun bur^ 
bic brci fünfte FEF' einen Ärei« ju legen, mug id^ bie beiben ©eignen 
EF' unb FF' l^albiren, in bcn §albirung«punlten $cr^)enbifel er* 
rid&ten, tt)o biefe fid^ in P fd^neiben, liegt ber 3RitteI^)unft beg gefud^ten 
Äretfeg Fff'F', bie ©e^ne flf gel)t bur^ ben äRittelpunft Q beg ^ßro^* 
jectiongfreifeg. gut Sontrole bient bie britte ©e^ne EF. 

®er SBeg ift immerl^in' mü^jam. Ofücflid^er SBcife lägt er jid^ für 
bie f^mmetrifd^en ©^fteme bebeutenb abfürjen, benn eg gibt einen 
intercffanten 3iif<^i^»i^Ji^ong jwifd^en ben äWittefpunften biefer Äreife 
uttt) ben Orten ber ^^ftoUftöd^en , ol^ne n^eld^en bie ©arfteUnng ber 
Äugcl^rojection für ben Är^ftafiogropfien eine ^ein fein toürbe. ®r 
beftcl)t in folgenbem: 

SRad^eh wir unS einen ^rojectiongfreig tab. 1 fig. 1 mit ben 

red^ttDinWid^en Stjen aa* unb ßß\ tt)orin a = /? ift, unb bie ©ud^ftaben 

nur wegen ber Unterfd^eibung ber ?ßunfte unb Greife gefegt werben, fo 

a' b' 
liegt ber aRittetpunft eineg beliebigen ©ectionSfrcifeg - : - leinten öorn 

im 3onen^)unfte ma + n/9. ®iefeg überraf^enb einfache ®efeg ma^t 
ung erft bie Äugelprojection lieb unb wertl). 

$ßunft a = a 4- 0/J = 10, Ort ber ©ranatoeberflä^e d, gibt ung 
ben äRittelpunft beg Greife« d, welker in ber ßinearprojection ber Sinie 
a : oob entfprid^t, b. ^. ber ©ectionglinie beg ®ranatoeberg. ^vlx 
Orientirung ift eg ba^er gut, bie Äjenwcrt^e aud^ in ber Äugelpro* 
jection aujubeuten, worauf bie ^<ii)\t\\ in ben Sljen a unb ß \x6) be= 
jiel^en. 

?ßunft o = a + /9 = 11, Ort ber Dttaeberp^e o, gibt und ben 
3ÄitteIpuu!t beg Äreifeg o, weld^er in ber Sinear^jrojection ber Sinie 
a : b entfprid^t, b. ^. bie ©ectionglinie bcS Oftaeberg. 

?ßunft 7r2 = 2a4-0/J=20, Ort ber obern ^^ramibenwürfelfläc^e Tis, 

gibt ung ben SÄittelpunft üom ftreife tt« = ?^ : ooa; ?ßunft m = \a 

+ 0/9 = ^0, Ort ber untern ^^ramibenwürfelpd^e tti, gibt ung ben 
t)on TTi = 2a : oob. 

?ßunft 1 = i« + ^/J = 4 ^ gibt ung Ärcig 1 = 2a : 2b; h = 
2« + /» = 21 gibt ÄreiS h = -Ja : b ; h = a f 2/9 = 12 gibt Srcig 
I2 = a :4b; aQc jum Seucitoeber a : a : |a gel^örig. 

^unft p = 2a + 2/9 = 22 gibt ung Äreig p = ^a : 4b; pi =; 
a + 4/9 = If gibt Äreig a : 2b ; ^unft pa = 4« -f j9 = 4 1 gibt Äreig 
p2 = 2a : b. ^He gel^ören i\xm ^^ramibenoftaeber a : a : 2a. 

?ßunft X = 1« + 4/9 = 14 gibt ung Äreig x = |a : 2b; xi = 
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^a + iß =- ii gibt Ärei« xi.= 2a : 4b; X2 = |a + {ß gibt ÄrciU 
XI = |a : 3b etc. 

@o finb mx alfo im ©tanbc, mittetft ber Sinearfigur jebcn bc* 
liebigen ©ection^lrei^ fofort ju entmideln. 

®ag ®cfefe lägt fid^ aud^ auf bie anbern ©^fteme augbcl^tten. S33ir 
bürfen ba junäc^ft für ba^ HiergHeHrige tab. 1 fig. 6 nur folgenbe furje 
SSetrad^tung machen : ©egeben fei ein ftumpfeg Ottaeber AA'c, »orin c 
bie ^auplajc, unb AA' bie Siebenajen bebeuten; wir machen einen 
Aufriß burd^ bie Santen Ac unb A'c, f dalagen mit ber Stje A um Q 
nur einen Äreii^, tjerlängem bie ^auptoje itad^ B', legen burd^ B' eine 
Xangente an ben ÄreiS, weld^e ber Stje AA' paraQet gelten muß, fjo gibt 
ein ^erpenbifel öon Q auf bie Äante cA gefäQt im ©urc^fc^nitt mit 
ber iangente ben $unft a, unb bie Sante cA burd^ ben SRittelpunft Q 
gerüdft ben ^unft a. Sejeid^nen wir bie Sntfprnungen bet fünfte a 
unb a tjon B' einfad^ mit ben gleid^en SBud^ftoben a unb a, fo ift 

a = - unb a = -. 
a a 

es finb reciprole Sld^fen, wie wir fpäter fe^en werben, ©enfen Wir 
bag äuge in B, fo ift auf bem 3)urd^meffer AA' ber Ort öon ao in ai 
unb öon ao in ai. SBie wir bei ber 9ieumann'fc^en ?ßunftmet^obe 
fe^en werben, ift a ber Ort ber Oftaeberfante, unb bamit aud^ ber Ort 
ber S)obecaeberffäd^e, weld^e biefe Äante gerabe abftumpft; ao bagegen 
ift ber ^i^ttcnpunlt ber Oftaeberfante, worin fid^ jwei ©ectionSfreife be« 
Dftaeberg fc^neiben. S)enlen wir ung je^t, ber SlufrifefreiS werbe jum 
?ßroiectiongfreife , fo ^aben wir für bie ©ectionSfreife unb gfäc^^norte 
bloS a unb a auf bie ^orijontalaje AA' abäutragen, wie burd^ bie ge* 
tüpfelten ©enfred^ten aa unb aa gcfd^e^en ift. ©dalagen wir jefet mit 
bem SRabiug aB = aB' ben Ärei« d,, fo beftimmt un§ berfelbe in ber 
^orijontalaje AA' ben Ort a, tjon ber gföd^e be§ näd^ften ftumpfern 
DftaeberS, ber 8?abiug «B = aB' bagegen ben ©ectionSfreig d berfelben 
fjläd^e. S)a im ^ßrojectionSf reife bie Sutfernung ao t)on ao 90^ beträgt, 
fo ift a, ber 5ßoI öom Äreife d. ®ie ganje ©ntwidfelung ift nun ge«» 
nau, wie tjorl^in beim regulären Softem, btoS baj5 je^t bie äjeneinl^eit 

a gröjser, unb folgtid^ a = - Heiner afö ber SRabiu« r ift. SBoQen 

a 

wir i. 83. ben Ort n unb ben ©ectionifreis p einer gtäd^e a : - 

beftimmen, fo ftnben wir ben Ort n, inbem wir mit aB = aB' ben 

Ärei» d,, unb mit ~A um ^ ben Ärei« p, f erlagen, wo fid^ beibe 

treffen, ift tt. Um bagegen ben ©ectionSfreiS p ju finben, muffen wir 
im gegenüberliegenben Ouabranten mit a um 2a unb mit 2a um a 
Äreife fd^Iagen, bann ift x ber SWittetpunft beö gefud^ten ÄreifeS, unb 
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n ber $oI t)ott p. Um bie Sänge beiS äiabiui^ gu beftimmen, üerbinben 
xoxx X mit bem ©entrum Q, jiel^en baraiif PQ fenfrec^t, fo ift Px ber 
9iabiui} beiS SectioniStreife^ p. 3d^ ^abe l^ier in S3ejiel^ung auf bie 
gläd^enorte ber S'pöittn Unterfud^ung fc^on borgegriffen. %\ix j|e|t ift 
nur ju mcrfen, ba§ jur JBeftimmung beg ©ection^f reife« einer gläd^c 

- : - bfo§ ber ?ßunlt ^a' -+ ra' im gegenüberliegenben Duabranten ju 

fud^en unb mit bem äRittelpunfte Q ju üerbinben ift, bann liegt fent 
ted^t bagegen in P ber ^unft, mo ber ©ectionÄrei« eingefefet loerben mu§. 
S3eim jtoeigliebrigen ©Aftern ift außer bem a nod^ ein ß ju be* 
ftimmen. Spätere Seifpiele »erben ba« (x\k^ jur ©enüge erläutern. 
3e|t tooQte id^ ei^ nur angebeutet l^aben. 

^roieetioii aitf kte 99Sttrfelf(Jid|e (biergliebrige ©teOung). 3ie^e 
id^ in ber @6ene bei^ Rapiere« ein Duabrat 
abab, fo finb \^Ci^ bie ©cctionSünien üon oooo, 
meldte a : b : c gelten. 3)ie Parallelität ber 
gegenüberlicgenben ßinien betoeift, baß bie^^roi» 
jection^ebene parallel ber SBürfeipäc^e liegt. 
2)ie Äsen aa unb bb gel^ören ben ©ection^ 
Knien beS SBürfete an, ba fie gegenüberliegenbe 
Tanten be« Dttaeber« berbinben. 3)a« ©rana« 
.toeber d gel^t burd^ bie Oftaebcrfanten unb ber 
©ectionSlinie einer SBürfetfläd^e parallel, bal^er 
fein «ugbrudf a : c : oob unb b : c : ooa jc. 9?ur bie beiben d burc^ 
ben SRittelpunft fann fid^ ber Anfänger am fd^werften beuten, aQein 
aud^ fie fallen in eine SBürfet unb in eine Dftaeberfante, bie in biefem 
gaße nur üon bem gemeinfamen ?ßunfte c in« Unenblid^e verläuft. 
Äüdfen wir bie gtäd^e nad^ ab, fo leud^tet ein, baß fie a : b : ooc ^at. 
S)ie Seid^en Unenbti(^ (oo) weifen auf 2 . 4 = 8 »lid^tungen, woöon 
2 . 2 = 4 ben Oltaeberfanten, worin ood liegen, unb 2 . 2 = 4 ben 
SaSürfelfanten, worin ddh liegen, angehören. 3)iefe Serjerrung nad^ 
außen fd^ließt fic^ bei ber 

AttgeI)iro|ectiott etwa« al, !Z)enn bie ac^t fünfte fallen l^ier in 
ben ^roiectiongf rei3 , weld^er ber SBürfelfläd^e h 
angel^ört, unb wo öier fünfte bie^one hhdd unb 
üier bie ^mt hodo anjeigen. Die ffinbedEen be« 
Dftaeber« unb ©ranatoeber« liegen im SKittelpunfte, 
ba^er geben bie jwei SBürfelpd^en hh unb bie 
jwei ©ranatoeberfläd^en dd gerabe Sinien, wie in 
ber ßinearprojection. Slud^ im Uebrigen bleibt baS 
Silb ä^nlid^, ift aber bennod^ etwaö unbequemer 
anjufertigen : 3u bem ßnbe jiel^t man ben $ßroiection«frei« h, öiertelt 
i^n gleich, unb befd^reibt bag »ieredt barum, obgleid^ ba« nid^t jum 
»übe gehört, ßege id^ ein Sineal burd^ d' unb x (Oftaeberfantenpunft), 
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fo gel)t bog burd^ b, toaS mir bcn ^ßrojcctionSpunlt ber Dftacberfantc 
gibt. S)ur(^ biefen ^ßuuft mu§ aud^ber ®rattotoeberfreig d gelten, 
gaffe id^ y'b = 1 + tg 22 . 30 = v/2 pag. 137 mit bcm 3irlel, fo ift 
cg gleid^ yd', ber @et|ne beg SSierteföheifeg. 3ci^ fe|e ben 3^^^^^ ii^ 7 ^^ 
unb befd^reibe burd^ d'b' bcn Sreig d , f o bafe ol^ne aUe gied^nung bag 
®ranatoeber auf bem Sreife gejogen »erben fann. 2)a§ Dftaeber o liegt tote 
bie langen diagonalen beg ©ranatoeberrl^ombug, bilbet batier bag näd^fte 
fd^ärfere Dftaeber, unb in allen fold^en gäHen gibt bie @(fe o' beg um=^ 
fd^riebenen Duabratg ben 2KitteIpunft beg gefuc^ten Sreifeg, unb o'b' 
ben SRabiug. §ätte id^ mm ßeucitoeber a : b : ^c nod^ ba^ näd^fte 
ftumpfere Dftaeber beS ®ranatoeber§ ju jiel^en, fo gäbe ber SRittelpunft 
beS Reineren Duabratg (1) ung ben gejuc^ten Sreig ic. S)amit ^aben toir 
ben ©d^tüffel für aüe ftumpfem unb fd^ärfern Dftaeber ber Äugelpro* 
jection in ber ^anb. 

9lid^t blog bie Slnfertigung , fonbern aud^ bie änfd^auung ift l^icr 
jd^njieriger. Um bie @a(^e nochmals flar ju mad^en , benfen wir un8 
ein reguläres Dftaeber t)on einer Äugel umfd^rieben, bann faßen bie 
SKittelpunfte beiber jufammen. SBätjIen wir je^t ben ^orijontalfreig 
burd^ bie Slfen ab afö ^rojectionSfreiö , fo muffen wir bnxä) aije cc' 
unb eine ber Stjen (bb') nebenftel^enben %ufvtfi| lege«. S)ann bejeid^nen 
cy unb cy' jWei gegenüberliegenbe Dftaeber* 
fanteU; bie in c ein«n rechten SBinlel mad^en. 
SBoQen wir biefelben ouf bie Äuget projicirctt, 
jo werben fie in xx® # cy' unb xV # cy 
burdj ben SRittelpunft Q gelegt, bann treffen bie 
gufepunfte oben bie Äugelfläd^e in x*^x' unb 
unten in xx". Um nun bie ?ßunfte xx^x'x" 
auf ben lafelfreis yy' gu bringen, tonnen wir 
bag 3luge md^ c ober c' berfefeen, in beiben gälten ift b unb b' ber 
Drt für bie x^x" unb xx', unb yb' = y'b = yc = Duabrantfe^ne, 
\>a in bem S)reiedEe ycb' unb y'cb bie SBinfel an ber @pi|t c 
45 4- 224 = 67^ @rab pag. 137 betragen. SBir fönnen ba^er beim 
Änblicfe ber ^ßrojectiongfigur pag. 141 bie boppelte SSorfteKung mit* 
bringen: mtUiefeer benfen -wir ung bag S3ilb auf bem ^iafelfreife conöej, 
bann liegt ber gemeinfame 5ßunft unten, unb bie ßonenajen ftral^Ien 
ung entgegen; oHcr wir benfen fie concaö, bann gelten bie @tral(Ien 
entgegengefe^t, wie wir fie unS bei ber ^ßrojection auf bie ^bent beulen. 
Se|tere SBeife ift für bte ©arftellung bequemer: benn fteßen wir bann 
bie Silber unjerer ^ßrojectionSebene pag. 141 unb biefer ^rojectiong^ 
l^ofilfugel jufammen, fo laffen fiev fic^ leidet mit einanber üergleid^en. 
Sa wir lönnten fogar einen SKittelweg einfc^Iagen, unb bie ?ßfeile beg 
00 conüergiren taffen, um nod^ beffere Uebereinftimmung l^erbeijufül^ren. 
^roiecttoii auf liie Cltaekefp^e (breigliebrige ©teöung) ergibt 
fid^ nad^ ber Sinearmetl^obe au^erotbentlic^ leicht: wir öerjcic^nen ein 
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gleid^feitigc« 2)reiccf. Dann liefern bie (Sden 
666 brei Santenjonen, bie übrigen brei 666 
taufen ber ^ßrojectioni^ebene paraM ing Un* 
enblid^e. 83ei Oftaebern eineg anbern @^* 
ftent^ {|ätten n)ir blod eine ^täci^e auf baiS 
?ßapier ju jcid^nen: für bie Ouabrat^ unb 
Öbiongoltaeber glcii^fc^enflid^e; für bie Sttiom» 
benoltaeber ungleid^feitige 2)reie(fe. 3)a bai 
3gliebrige Oftaeber cbenfaUg ein gteid^feitigeg 
3)reiecf f)at, fo fann bie gigur aU SKufter 
für bag Sgliebrige ©Aftern bienen. 2)er SBtttfel 
hhh bilbet ba« näd^fte ftumpfere Sll^omboeber;. er gel^t tjon einer 6 in 
ben ©den be§ S)reiecfg ju einer jweiten 6 im Unenblid^en. 3)a« 
@ranatoefeet d fäQt je in eine 3 unb 6, bal^cr mu§ eg ein jweiteg 
ftumpfereö SRI^omboeber d, unb im (Sentrum eine fed^gfeitige ©ante d' 
liefern, wäl^renb bie brei übrigen fec^gfeitigen ©äulenpunfte (4) in bie 
gtfen beg äufeerften 3)reiecfg fallen. 3d^ l^abe ^ier bie Saf)Un 3, 4, 6 
eingefc^rieben, bie natürlid^ »ie anä) bie 12 uoQfommen mit benen ber 
allgemeinen gigur übereinftimmen. Site äjen nimmt man bie brei 
Sinien aaa an, tt)el(^e jur ©äule be^ ßeucitoeberg gepren, unb burd^ 
ben SDtittelpunIt ben brei Sinien ooo med^fcKweife paraM getien. S)ann 
fommen folgenbe Slugbrüdte 

SBürfel h = a : a : ooa : c Oftaeber o = ^a : ^a : ooa : c 

@ranatoeber d = 2a: 2a: ooa : c, unb ©äule d' = a : ja : a : ooc. 
Se|tere2 ift bie fogenannte. jtoeite fed^gfeitige ©äule, to'a\)xtnh bo« 
Seudtoeber a : a : ooa : ooc bie erfte bilbet, unb c : ooa : ooa : ooa 
bie t)ierte Dftaeberfläd^e wirb, worauf aüe projicirt finb. 

^e Attgel^iroiectioii mad^t mel^r ©d^jWierigfeit , ol^ne babei ein 

le^rreid^ere^ Jöilb jU geben: ber ^ro* 
jectionSfrci« entfprid^t jefet ber 4ten 
Oltaeberfläd^e o, bie brei S)urc^meffer 
d'd'd\ \xä) unter 60® f^neibenb, 
öerbinben bie Qidia^anten beg Ofta* 
eberg unb gepren ber Dobecaibfäule ; 
bie .Sl^en aaa mitten bajwifd^en ber 
Seucitoeberfäule. SBie Wir au3 ber 
üinearfigur fe^en, muffen bie je jwei 
ing Unenblid^e ftreid^enben gläd^en o 
unb h nod^ in jene Qidiadtankn fallen, 
allein cg fef)It ung für äße biefe Sreife 
ein britter ißunft. S)aju wählen- wir ben 
SBürfel h, beffen Äante k pag. 144 fenfc 
tet^t auf bie gläd^enbiagonale f ftel(t. ^ier lönnen wir nun nid^t me^r 
itn ^ßrojection^freife felbft ben Ort ber SBürfelfläd^enbiagonale ober bie 
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aSürf elf ante finben , fonbern muffen un2 burd^ bie 
(Sranatocberfante bc3 SBürfefö einen aufriß machen, 
unb bann wie oben beim Dftoeber bie Äante unb 
3)iagonaIe burd^ ben äRittcIpunft Q mäf k' unb f 
legen. 3fe|t ift e§ jwar nid^t mel^r gleid^gültig, 
ob \o\x ben Siafelfreig conöej ober concaö benfen, 
benn im erftern ^aüt faßt ber Ort ber SSäürfel* 
biagonale 3 linte, ber SBürfelfonte 6' red^tö, im anbem 
umgefel^rt, mie t>a^ SBilb jeigt, aber wir fönnen, wenn bie Sreife gleid^ 
getoäl^It finb, bie fünfte 3 unb 6 mit bem ^irf^ abnehmen, mögen 
wir bag äuge oben in c ober unten in c' benfen. 3)a bie Steigung 
ber SBürfetfante k' gegen bie trigonale Sld^fe 54^ 44' (^albe Oftaebcr* 
fante) beträgt, fo ift bie ©ntfemung bcg fünfte« 3 öom äWittelpunfte 
Q tg 27 . 22 = 0,517, etwa^ mel^r aU ber ^albe 9labiu§. S)rei ?ßunfte 
y3y' pag. 143 genügen jur Seftimmung be« ©ranatoeberfreifc^ d. 3)enn 
wir bürfen nur auf* ber SWitte ber ©el^ne y3 ein ^crpenbüel errid^ten, 
fo gel)t bag nad^ ber ©obecaeberfante 4, weld^e 4 V 2 ^ öom SRittelpunft 
beg ^rojection^freife« entfernt ift. S)a ber SBürfel h baS näd^fte fd§är== 
fere SRtjomboeber bitbet, jo ift ber 9D?itteIpunft feine« Sreifeg öom 
©entrum be« ^rojection^freifeg in ber 35obecaeberIinie d' um v/2 ent^ 
fernt. SBer bie ©etinen be« SSiertelfreifeg nid^t unmittelbar abnel^men 
Witt, fann fie leidet burc§ bie Sinie z conftruiren, welche in d' ben 
?ßunft h' gibt. SSon ^ie^ barf id^ nur na^ x faffen, fo ift ber 9iabiu§ 
be« gefud^ten Greife« \/3 gefunben. 2)iefelbe ©onftruction burd^ ein 
?ßerpenbifcl p in h' auf d' gibt mir in bem verlängerten d' bie SRitte^ 
punfte o'o" be« punftirten Dftaeberfreifeö, welcher 2 y/2 öom ©entrum 
be« 2;afettreife§ entfernt ift. gaffe ic^ tion o' au§ nac^ r, fo ift ber 
gefuc^te 9labiug v'G =3. S)en brüten 5ßunft o'" h'" finbe id^ burd^ 
ßirf el jd^Iagen , benn o^e^o'" unb h' h" h"' bilben ein gleid^feitige« 
S)reiedE. SKit ber ©onftruction fold^er ftumpfeu unb fc^arfen Dftaeber 
ift ung ber ©c^Iüffel jur SSerfertigung ber giguren gegeben. 5!lber . 
fd^on ju einem Keinen Sreife brandet man ein große« Statt, unb ba« 
ift bei ber ?lnfertigung läftig. 

^taetif^e Stegel. Qit^t einen Ärei«, unb barin bie brei S)urd^«^ 
meffer aaa; burd^* eine @en!red^te auf irgenb einen ber 3)urd^meffer fuc^e 
bie Duabrantenfe^ne V2. Sflimm auf ber ©enfred^ten h' öom SÄittel* 
punftc um yj'2 entfernt, bann ift h'x = V 3 ber ^albmeffer be§ SBürfel^ 
Ireife«. ^unft 4 öom 2KitteIpunfte 4 ^2 entfernt ba« Zentrum be« 
S)obecaeberfreifeg, unb o öom SKittelpunfte 2 V2 entfernt ba^ ©entrum 
be« Oftaeberfreife«. SBir werben übrigen« unten bei ber 83ered^nung 
nod^ einfad^ere Siegeln geben. 

©d^on an^ ber obigen 3)arftellung pag. 137 folgt, ba§ innerhalb 
be« ^rojectiongfreife« bie ©ntfernung ber ßonenpunfte öom aÄittelpunfte 
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bic Sangente beS l^alben SBinfelg bettägt, toeldjen bie betreffenbe ßonen^ 
oje mit ber aufregten Slje be§ ©^ftemö mad^t. ©nd^en mx bie @nt* 

fernung ber @ranatoeberfantc4 ((infg) 
t)om 2RitteIpunIt, fo bürfen toir nur 
bie Sattjte 4 (red^tö) im SSer^ältuig 
^^ 1 : 2 v/2 eintragen , d burc^ ia^ 
©entrum beö Xafelfreifeä ber ein* 
getragenen Sinie paraUef jiel^n, fo 
ift ber Ort 4 burd^ j fofort con^ 
ftruirt. S)ie SQSurfeßante 3 §at jur 
Steigung gegen bie. Slje 1 : v/2 ; bie jDÜaebertante 6 bagegen 1 : i V2. 
3)ie ©iagonafjone 2 enblid^ 1 : i V2, fo ba^ tt)ir bie Bequemften SRei^en 
t)on V2 befommen, nad^ ber einen Seite ftetig t)erboppeIt, nad^ ber an» 
bern l^albirt. SSie bie ©ranatoeberfante 4 neigt fid^ • bie Seucitoeber^ 
fläd^e, tt)ie bie SBürfelfante 3 bie ©ranatoeberfläc^e, tt)ie bie Oftaeber* 
fante 6 bie SBürfelpd^e, unb »ie bie S)iagonaIjone 2 bie Oftaeber*^ 
fläd^e. Slfleg ba§ leud^tet au§ unfcrer Sinearftpt fofort ein. SBoÖen 
toir nun barauf bie SBinfel unb ^[bftänbe bered^nen, fo t)er]^alten fic^ 
bie Sljen _ _ _ _ 

a : c = V2 : v'3 = v^l : 1, a = Vf fiir c = 1, 
e§ ift ja bag nid^tä toeiter afö ba^ SBerl)äItnife ber Sdfbiagonale gur 
gläc^enbiagoijale am SBürfel. 

2)er Slbftanb ber ©ranatoeberfante 4 Dom Sentrum ift a . 2 \/3=2v/2'; 
folglid^ für 3 . . . a V3~= V2 ; für 6 . . . a . ^ V^S =f 4 v/2 ; für 2 . . . 
a . i \/3 = i ^2. 

ißeignng ber ® ranatoeberf ante 4 gegen bie trigonale 
«jeift ,. _ 

tg k)on 2 \/2 gibt 70 , 32 = Setraeberfantentotnfel. 
abftanb t)om aRitterpunft tg 35 . 16 = 0,7071 .. . . = i \/2. 
SB ü r f e I f a n t e 3 . . . tg ^2 gibt 54 . 44 = l^albe Oftaeberfante. 
atbftanb üom SKittetpunft tg 27 .^2 = 0,517. 
Oft aeberf ante 6 . . . tg v/| gibt 35 . 16 = ^albc SCetraeber* 
fante. 

abftanb öom SÄittelpunft tg 17^38 = 0,3178 . . . 
S)iagondIäane 2 . . . tg V| gibt 19.28 = 54.44 — 35.16. 
Slbftanb ryom aKittetpunft tg 9 . 44 = 0,1715 ... 
?ßroj|ec^ion auf bie @ranatoeberf(a^e (2gliebrige ©tcüung). ®S 
gibt jtoei §auptnjege: man gel^t entnieber t)om Dftaeber 
aug, unb trögt bie anbete ein, ober öom @ranatoeber, 
loie bie nebenftetienbe Stellung beffelben auf bie (Srana* 
, toeberfläd^e P jeigt, toorin biefelbe atö ^ßrojectiofiSebene ge^^ 
nommen ift. ®iefe Slrt fü^rt am unmittelborften «nb 
leid^feften jum ^kk, n)ir nel^meu il^n bal^er atö 

Q'u e n ft e b t , Än)iiaao0TftV^te. 10 

Göo 
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Iften SBeg, »o ein Si^ombug dddd mit bcmDftaebertoinld 109® 
28' 16" unb ben 3)ia9onaIen 1 : \J2 gcgeBen ift. 3)iefen 
3)iogonaIen eiüfprcd^en bie ^ßrojection^inien ber @rana* 
itoeberflQd^e d' unb bcr aSfirfefpci^c h. WA 3uPfe- 
nafime irgenb einer anbern ^ßrojection finbet inon bann 
\t\6)i bie Soge ber übrigen aBürfe(= hh nnb €ftaeber^ 
pc^en 0000. 3^ei gtöc^en oo, ttjeld^e bnrd^ baö 
Sentrnm gelten , fte^en fenlrec^t gegen bie ©ectionölinien 
dd, meil fie bie ©erabcnbfläc^e ber jed6§feitigen @äufe 
t)om ©ranatoeber bilben. Snrj jebe folgenbe fo leicht enttt)ürfe.iie gigur 
gibt ung neue ©infici^t in bie ©igenfd^aften. Sfle^men mir bie 2)iago= 
naien be§ 3il^ombu^ afö ^tjeneinl^eiten, jo bcfommen xoxx 

a : b : c ^ 1 : V2 : \JJ={)l2\ 1:1, 
jum SBeweife, ba§ toxx jtoar eine jttjeigliebrigc Orbnung in biefer ©tel* 
lung l^aben, ober bod^ öiergliebrige ©^mmetrieüerfjältniffe. S)ie Sljen* 
au^brüiJe finb folgenbe: 

d =s a : b : c, d' = b : ooa : ooc, P = c : ooa : ooh. 

h = b : c : ooa unb h = a : oob : cjoe. 
o = 2a : c : oob unb o = 2a : b : ooc. 
3)ie ©ranatoeberpdje gegen SCje c mad^t 30^, bie SBürfelfläd^e 
45^ bie Dftaeberfläd^c 35^ 15' 52" (falber Setraebeminfel). 3)aniit 
ift ber 

2te löJeg f(i^on gegeben, benn bie öier gläd^en abcd entfpped^en 
na(i^ Sänge unb SSSinfeln ber ©ection^Iinien genau ben 
^ 0000 mit il^ren fec^§ ^^nenpunften, njoöon nur einer 
(lint^) im Unenblid^en (iegt. ©elbftüerftänblid^ t)er^ 
fal^ren »ir bann bei ber weitem ©nttnicfelung ganj 
wie bei ber allgemeinen gigur. Um bie ?ßrojection 
beg Dftaeberg ju t)er[tel^en, barf man e^ nur auf ir^ 
genb eine feiner Äanjen legen unb W aufredete ^ante in ben ftumpfeu 
SBinfel rüden, fo finb fämmtli^e gläd)en in i^rer proiectit)en ©tellung, 
ba aUe über bem Zentrum ber ^rojection burd^ einen 5ßunft ge^en: 
'ba^ Dftaeber erfd^eint öon ber Seite aU eine ftumpfe ©äule öon 109® 
28' mit einem ^aar auf bie fd^arfe Äante aufgefegt, üon öorn bagegen 
ate eine fd^arfe mit bem S^etraeberwinM 70® 32'. Siimmt man bie 
fd^arfe @äule alg Sinl^eit ber äjen, fo bleibt b unb c gleid^, aber a 
ift boppelt fo groJ3, afö üorl^in, olfo _ 

a : b: C = V2 J 1 : 1. 
@g betjatten bann P, d'/hhh obige Slu^brüde bei, weil auf baS oo 
bie Sänge ber a feinen (Sinftu^ l^aben fann, bagegen werben 

d = 4a : b : c , o = a : c : oob unb o = a : b : ooc. 
3)ie^ÄiiBelHirpj|ertian verlangt t)ielme]^r Ueberlegung. SBie aug ber 
Sinearprojection folgt, fo erjeugen xvx $roj[ectipnÄfreifc P bie auf ein* 
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anber fcnfred^tcn ßinien h unb d' bic Duabtantcn- 
.a)arnac^ laffen fid^ bie ebcnfafö getabcn ßinien 
oV ber Dftaeberfäule, toeld^eöpn 1 :\/2==Qj:yd« 
ge^en, leidet conftruiren. S)a ftd^ bie aSürfelp^en 
unter red^tem SBinfel fc^neiben, fo muß, »ie bei 
ber SBürfelprojection pag. 141, 

y'b = 1 + tg 22 . 30 = v/2 

ber aiabiug ber beiben SBBfirfelfreife hh fein. 3ä) 

f)abt ba^er bie Ouobrantenfe^ne in ben Qixtd ju 

faffen, nnb um y unb y' bie Äreife biefep SBürfel* 

fläd^en hh ju giel)en. ©arnit ift jugleid^ ber Ärcigmittelpunft d® öon 

ben ©ronatoeberpäd^en gefunben, ber bom SKittelpunft bcg lafelfreifeg 

V^S entfernt ift. Q6) barf öond^ nur nad^ b' |affen, um bie Sänge bc« 

SiobiuS d^b' = v/3 + tg 15« = v/2 . 2 = 2 
jn l^aben. SRan bringt baS aUerbing^ mit ßonftruction l^erau«, bod^ ^ 
bleibt babei immerl^in eine Heine Ungett)ij5^eit über bie toal^r^afte Sänge, 
fo ba§ eg not^ ti)ixk, ftet« lüieber ben red^nenben Settiei« ju führen. 
3um ®IM fd^ü^t un§ t)or gröbern 3rttt|ümern bie Sineorfigur; aud^ 
bie einfad^en 3ö^t^iiöerl^ättniffe , wie in biefem gaUe ber 3)urt|meffer 
beg ^rojection^freifeS, bieten einige S3ürgf(^aft für bie Siic^tigleit , ganj 
abgefel^n t)on bem beftimmten SBegc, ben id^ oben pag. 139 für bo^ 
Slegulärf^ftem bargelegt l^abe. (Snblid^ bleiben nod^ bie beiben Oftaeber^ 
Ireife o, bie ou^er yy' nod^ jwei befannte fünfte o'/h |[aben, fo bo§ 
mit einem 5ßerpenbifel auf bie Seltne jttJifd^en biefen 5ßnnften in ber 
Sinie d' ba^ ©cntrum o® Ux^t gefunben »irb, »a« fogarmit 5ßrobiren 
gelingt. SWit §ilfe ber Sinearfigur finbcn wir bie aWittelpunltentfemung 
be§ ^unlteö 1 = tg 27 . 7 (ein SSiertel Dftaebertoinfel). 3n fold^en 
^öHen fann ber Siabiug leidet bered^net merben. 2)enn fe^n toir bie 
entfernimgen t)om SRittelpunft Ql = 1, Qo® = x, Qy' = 1, fo ift 
o^y' = on = r = 9labiuä, fofglid^ 
r» = 1 + X« = (1 + x)\ 

1 + X« = 1* + X« + 2lx, 

X = ^^ = 0,707 = iV2 unb 

SBie fd^on nac^ ber gigur ju erwarten war, bürfen wirjiur üon d® 

M<Sj f jiel^en, fo fommt o^ weld^eS öom Scntrum Q um | v/2 entfernt ift. 

3Kit biefen giguren, fowol&l auf (Ibene afö Äuget, ift un8 gleid^fam 

bag @mppe gegeben, in weld^e« wir bie anbern Äreife nteift mit Seid^^ 

tigleit einjeid^nen Wunen. 2Bic id§ früher in ber SRetl^obe ber 

Sr^ftaHogropl^ic 1840 pag. 63 auSeinanberfefete, ift ber gortfd^ritt, ba§ 

man nun au(| bie übrigen 5ßunfte f^ftematifd^ mit einanber tjerbinbet. 

10* 
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©g fornmcn bonn nur nod^ 12^ unb 24fläci^i9c Körper, ober n)eim mau 
bic ^araüden mitjätjlt, 24^ unb 48fläcl^ige. 3ci& ^abc baju mir ein 
ffir aßemal eine Xafd öon 4 Ouabratfu^ mit farbigen Siuien, unb 
ebenfo eine Sugef .t)on einem alten ®Iobug enttt)orfen, auf n^el^em man 
gleid^fam f parieren ge^t, um bie fd^ttjierigften SSer^ältniffe fid^ flar ju 
mad^en. S^m Sßerftönbnig ber möglid^en Körper genügt übrigeng irgenb 
eine ber obigen giguren, namentlid^ auc^ bie allgemeine pag. 133, 
weld^e »ir je^t tt)ieber jur ^onb nel^men. SBir l^aben barin 
3 + 4 + 6 + 12 = 25 3onenpunfte. 

fünfte 3, bie Smttn *e8 §ejatlic8, finb mit aücn 4 unb 6 
t)erbunben, aud^ fd^on mit öier t)6n ben 12 (burd^ 2 bejeic^net), eö 
bleiben alfo nod^ ad^t jur SSerbinbung übrig. Segen toir ba« Sineal 
burd^^S nad^ irgenb einer ber nid^t tJerbunbenen 2, fo feigen »ir, ba§ 
ftet« nod^ eine jtoeite 2 l^ineinfällt, tt)ir befommen ba^er ia jeber Tanten* 
jone t)ier neue gläd^en, ba§ gibt ein 

Sß^ramifeenl^eiaife (Stetrafigl^eEaib) mit 3 . 4 = 12 Sinien, folglid^ 
eben fo üiel SRebuctionöebenen, mit bem ?lu§brudEe tt = a : |b : ooc ic, 
n)ie man auf ber SBürfelprojection tab. 4 fig. 1 fofort mit bem Sineat 
ermitteln fann. S)a in jeben ß^^^^P^^^* ^i^^ SRebuction^ebenen faBen, 
fo mu§ eg in allen möglid^cn gäflen ein Körper mit brei ad^tfeitigen 
©äufen fein. SBenn nun auf ben ^efaibpd^en bie ©äulen öon beiben 
Sauten l^erfommen, fo mug barauf je eine öierfeitige ^tiramibe mit 
3)reiedEen entftel^en. 3m regulären Softem wirb ba^ ein ^^ramiktit- 
totirfel mit jttjeierlei ©dfen unb Tanten. 

fünfte 6, bie f^mttn Äe8 OftaiHeSI finb mit aßen 3 öerbunben, 
nur üon ben 4 unb 12 liegen n^od^ einige offen, ß^^^d^ft ?ßunlte 4 
betreffenb, finb nod^ jnjei frei, burd^ SSerbinbung biefer 4 mit ben 6 
entftei)t ein aSierunbäWanjigflad^. 

3co{ttetratfe (^irapejoeber) mit 6 . 2 = 12 ßinien unb bem ^n^^ 
brudEe 1 = a : b : ^c = 2a : 2b : c 2C. , tt)ie man auf ber SBürfeljjro- 
jection fogleid^ ermittelt. S)er Sörper mufe, analog bem 2)obecaib, aug 
öier fed^gfeitigen ©auIen befleißen. 3m regulären Softem gibt eg bag 
Seucttoefeer, SSon ben 12 finb nod^ öier frei, moöon ebenfaß« »ie 
üorl^in je jmei in eine 2inie faßen, loa« jugleid^ jur Sontrole ber ®e*= 
nauigfeit ber gigur bient. SBir befommen baburd^ ein jtoeite« 24^^ 
ftäd^ige« 

3cofitetraib "mit bem SCu«brudEe 1= a:b:4c = 3a : 3 b:c ic, 
im regulären ba« fogcnannte Seucitoiti. Sil« id^ ba« erfte 3ÄaI biefe 
©ad^e entmidette, war id^ nid^t wenig erftount barüber, benn id^ er^ 
wartete bad ^^ramibenoftaib. Slßein ba« ift bei ber Sinearmet^obe 
unter ben SSerbinbungöIinien ber 25 fünfte nid^t tjorl^anben. S)cr 
fiunbige erfennt ben ®runb fogleid^, benn bie ^^ramibenoftaibe mäj^ten 
jwifd^en Dftaib* o unb 3)obecaibIinien d faßen, unb l^ier liegt fein SSer* 
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6{nbun98|)unft. Söeibc Scofitctraibc fallen jtoifd^en Oltaib o unb ^csaib 
h, fd^örfen bal^er bic Dftaibccfen ju, tüte fd^on aug il^rcn Äu^brüdEen 

a : b : 4c = 2a : 2b : c unb a : b : ^c = 3a : 3b : c 
folgt. @ie etjeugen bälget über ben Oftaibpäd^en öierfeitigc g^äd^en 
(Srapejoibe) , bie Beim regulären ©tiftem in fptntetrifd^e ^eltoibe 
pag. 116 übergefien. S)ie Äörper ne{>men bolzet eine merfnjürbige 
SRittelfteßung ein : fie ^aben jnjeterlei Santen, tote aUe 24pd^ner, aber 
breierlei Sdtcn, toie bie 48flä(|ner. 

fünfte 4, bie Hantm M Sofeecaifee9, ftnb nun mit allen 3 
unb 6 öcrbunben, üon ben 12 aud^ fd^on mit fcd^g, folgtid^ bleiben nod^ 
fed^g jum SSerbinben übrig, ba§ gibt ein 

^e|a|tSoItaife (Irigonpoltieber , 48pad^) mit 4 . 6 = 24 ßinien^ 
itnb bem äu^brucfe x = a : ^b : |c = 2a : b : |c = 3a : |b : c 2C./ 
toie man auf ber SBürfelprojection leidet ermittelt. 3n jebe ber t)ier 
fed^gfeitigen ©äulen fallen 12, neue gläd^en (6 Sinien), weld^e bic 
©äulenfanten jufd^ärfen; ed mug- bal^er ein ^^rantttieitkdkecatfe ent« 
fte^en, tt)o auf jebem Parallelogramme ftd^ eine öierfeittge ^^ramibe 
erl^ebt. 3m regulären ©^fteme gibt e^ ba3 ^tiramibengranatoeber mit 
breierlei Tanten unb @dten. ©nblid^ bleiben nod^ übrig bie nid^t öer* 
bunbenen 

fünfte 12, bie Oftaibbiagonaljonen , toeld^e baS Xrigönpol^eber 

y = a : 4b : Je = 5a : b : |c = 3a : |b : c 2C. geben. !©iefe l^erau§ 

ju finben, ift otine Slnlegung einer grofen gigur nid^t fo leidet. S)od^ 

ba jeber ber 12 5ßunfte fi(| mit ben übrigen 11 öerbinben mufe, fo 

11 12 
gibt bag — ^^ — = 66 ©ectionSlinien. SSon biefen ift burd^ Oftaib, 

5)obecaib, ^ß^romibenl^ejaib unb Scofitetraib fd^on jeber einjetne ^unlt 

7 12 
mit fieben öerbunben, e^ gelten alfo ' = 42 ßinien ab^ bleiben 

noc§ 66 — 42 = 24 übrig. 

S9ei ber ?ßunftmett)obe fommen mx weiter unten auf biefe ®nt== 
toidfelung nod^matö jurüdE. 3)a tritt ftatt beg Scofitetraib^ a : b : -Je 
ba§ ^^vamifeettoltaiti a : b : 2c zc. attf, »eld^eö bie Tanten beg Dftaibe« 
jufd^ärft; folglid^ auf j^ber gläd^e eine breijeitige ?ß^ramibe erzeugt. 
©0 entttjidEelt fid^ öor unfern Singen bag einfad^fte Silb tjon Äörpern, 
meld^eg im regulären ©^ftente folgenberma^en lautet: 




100 111 101 112 102 122 123 

5Diefe einfad^en Qnä^m genügen ju einer Rareren ?lnfd^auung. 3m 
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regulären ©^ftent ftnb bie giäd^en eitteg jeben Äörperä congruent, unb 
jwar aSierccfe ober ©reiede. Sitte Kanten finb bei ben erften brei 
©runblörpern gleid^, ebenfo bie ^ß^ramibenfanten bei ben brei lefetern, 
unb toit an^ ben giguren erl^ettt, finb 4— C jweierlei fantig, 7 bagegen 
breierlei fantig. Sine größere SBerjd^iebenlöeit ift nid^t möglid^. ®Ieid^* 
ecfig finb SBürfet unb Dftaeber ; jweierIciedEig ©ranatoeber, ^^ramiben^ 
ttJürfel unb ^^ramiben « Dftaeber. 2)reierleiecfig bagegen Seucitoeber 
unb ?ßt)ramtbengranatoeber. S)ag Strigonpol^eber (?) mit breierlei Santen 
unb iJfäcl^en liefert bal^er ben attgemeinften Stöxpex, tt)orin aße übrigen 
ftedEen muffen (3Wcti^obe Ärt)ft. pag. 67), tt)ie ba§ SBeiß in feinen SSorlefungen 
uns fd^on augeinanber fe^te, unb 9launiann (2e^vh, Är^ft. 1830 i. 121) 
burd^ ein befonbereg ©d^ema barlegte. SBenn man fein SKobett jur 
§anb' i)at, unb feine gigur entwerfen tt)itt, lägt fid^ bie ©ad^e am leid^* 
teften mit ber Äugelprojection auf bie SBürfelflä^e l^injeic^nen. 3Ran 
jicl^t einen ÄreiS, tl^eilt i^n in öier Ouabranten, fc^Iägt 
mit ber Ouabrantfetine bie t)ier ®ranatoeberfreife, jiel^t 
bie jttjei übrigen ®eraben burd^ ben 2RittcI|)unft 
pag, 141, fo tjaben wir fd^nett ein toenn aud^ öer* 
jerrteg SBitb eines 48fläd^ner öor unS, n^\ finb bie 
breierlei Sauten : benfen wir n (gebrod^ene Dftaeber» 
fante) weg, fo entfte^t ber ^^ramibenwfirfel; benfen wir p (gebrochene 
SBiirfeßante) weg, fo entfielt baS 5ß^ramiben*Dftaeber; benfen wir 1 
(©ranatoeberfante) weg, fo entftel^t baS Seucitoeber. Um jum ®rana» 
toeber ju gelangen, muffen n unb p wegfatten, eS bleiben nur bie 
©ranatoeberf unten 1; jum Dftaeber p unb 1, bann ftredCen fid^ u unb n 
JU einer geraben Oftaeberfante; jum SBürfel n unb 1, bann ftredten fid^ 
P unb p jur SBürfelfantc. 

3)a unfere ^ßrojectionSfigur ganj attgemeine ©ültigfeit l^at, fo 
muffen bie Körper in atten ©^ftemen wieber jum SSorfd^ein fommen, 
aber fie jerf aßen l^ier nad^ ber ©leid^l^eit ber gläd^en, Santen unb 
edfen in bie öon bem jeweiligen ©tifteme geforberten Mxptx, Sei bem 
igt. muffen atte gläd^en ungleid^ fein, baS 2 + Igt. fann f)öd^ftenS^ jwei 
gleid^e, ba» 2gl. öier, ba^ 3gl. fed^S, baS 4gl. ac^t, baS 6gl. gwölf, unb 
erft baS reguläre öierunbiwanjig gteid^e gläd^en l^aben. SBir fönnen 
uns fo öom Slttgemeinen jum Sefonbern l^erab begeben, benn fold^e 
(Sntwicfetungen gelten für bie fd^iefften unb ungfeid^ften «jen. 

tteuwcttn's 0rc|il)if(t)e Jletl)obe* 

Sie^e beffen „^Beiträge jur Sr^ftattonomie 1823'' , worin fie ouS» 
fül^rlid^ bargelegt ift. 3)er 2Beg wirb für bie Slnfd^auung öiel fd^wie* 
riger, unb bal^er meift nur tjon SKat^ematifern öorgejogen. ©ine furjc 
Slnbeutung gab id^ baöon im ^anbb. ber 3Äiner. 1863 pag. 107. SBir 
benfen unS jefet bie ^rojectionSebene parattel ber biSl^erigen (untetti) 
nad^ oben burc| ben gemeinfamen ?ßunft c pag. 75 getegt, unb jie^en 
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bann t)om Scnttum ber untern fcnfrcd^tc Sinicn ouf bic ju projicircnbc 
^lädie. SBo biefc rabicnartig nod^ au^en verlängert bie oiere ?ßro«^ 
iection^cbene treffen, ift ber gföd^enort, auS njcld^em bie QontwatxijäiU 
niffe l^ert)orgel|en. 3e^t l^aben tt)ir ftatt ber ^l&ä)t nid^t mel^r eine 
Sinie, fanbern einen ^unft, bal^er ^ic^ fie JEBei^ pag. 63 gegenüber ber 
Sinearmet^obe ^ßunftmetl^obe , obtt)ot|I bie ^Benennung an6) nmgefel§rt 
fein fönnte, benn aöe gläd^enorte, bie in einer 8i«ie liegen, gepren 
jefet ju einer Sune. ©d^on ber üortrefflid^e Sernl^arbi pag. 29 fam 
auf bie Sbee einer gro|)]^ifd^en SKetl^obe, l^ielt bie SluSfül^rung ober für 
jU fd^iüer! ?ßunft=^ unb Sinearmetf)obe ftel^en gegen einanber in bem 
Ser^ättni^ ber SBinfetüertaufd^ung (Snüertirung), ttjeld^e ^an)) juerft 

bei ben Äalffpotl^rl^oniboebern a : a unb - : - wal^rnatim. SRad^ feiner 

9led§nttng ftimmten bie Äantentoinfel be§ ^auptrl^omboeber« mit ben 
SBinleln auf ber gläd^e be§ erften fd^ärfern (104® 28' 40"). unb um- 
gefeiert bie ©eitenfanten beg erften fd^ärfern fR^omboeber« "mit ben 
©eiten in ben SnbedEen beS ^auptrl^omboeber^ (101®32' 13^), »aS 
^au^ metastase nannte (SeJ^ib. aWiner. Ueb. ^ax\Un 1804 I. pag. 98). (Jin 
folc^e^ SSer^ältnig finbet allgemein ftatt bei ftörpern, bereu gläd^en fid^ 
we^fctötüeife fenlred^t f^neiben. 3Kan mad^t fic§ ba« an jeber förper« 
li^en 6dEe fogleid^ flar, inbem man fenfred^t gegen bie Äanten brei neue 
gtäd^en fd^neibet, toeld^e ein fogenannte^ 5ßoIarbreiedE geben, baS bie 
©eiten unb SBinfel mit ber erften öertaufd^t pag. 86. 3m regulären 
©^fteme ^at ba^ SRl^omboeber beg Xetraeber in ben ®nbfanten 70® 32', 
in ben ©eitenfanten 109^ 28', auf ben gläd^en bagegen 60® unb 120®. 
2)ag JRl^omboeber be2 ©ranatoeber^ öerfiält fid^ umgefel^t, e« l^at in 
ben Äanten 120® unb 60®, in ben giäd^en bagegen 109® 28' unb 70® 
32'. ®ie aaSirtfel finb öertaufd^t, ba^er fte^t bie Oftcreberpc^e fenfred^t 
gegen eine fed^^feitige ©äute beg Oranatoeber^. S)affetbe trägt fid^ in 
gettjiffer Sejiel^ung aud^ auf bie Dftaeber über: benn ba« reguläre 
Oftaeber l^at 60® auf ben glasen unb 109® 28' in ben Äantenj ba^ 
Dftaeber beg ©ranatoeberg bagegen 12,0® in ben ©nbfanten unb 70® 32' 
auf ben gläc^en in ben Snbecfen, toeld^e beibe ba^ ©upplement 
(180® = 60® + 120® = 109® 28' + 70® 32') j^u einanber bilben. 
küe^ ia^ ift golge öon gegenfeitigen fenfred^ten ©teßungen ber gläd^en. 
SBenn bie SÄet^obe mit ßonenpunften (Sinearmetfobe) ganj aH* 
gemein üom eingliebrigen ©^fteme ausging, fo ift eö bei ber 3Ret§obe 
mit 3önenlinien (^ßunftmetl^obe) am gttjedtmä^igften, bie Setrad^tung an 
ba§ reguläre ©^ftem ju fnüpfen. Unläugbar wirb bie gläd^enentttjidfe^ 
lung einfad^er, unb ba man fid^ barunter jiel^enbe ^äfte beulen lann, 
naturgemäßer. Slber bie Slnfd^auung fommt lürjer weg, benn fie I|at 
ftatt ber wirüid^en glädjen nur ^ßerpenbilel. 2)od^ bie Sinearmetl^obe 
üorauggefc^idt, ift un3 ber SBeg baju gleid^fam geebnet. S_a wir f önnen 
nad^ einiger Uebung biefelbe gigur benüfeen, muffen nur immer bebenfen. 



Digitized by 



Google 



152 



^ebuction^lel^re : ^unltmet^obe. 




bü§ 6ei bcr Sinearmet|obe bie ^roiection0e6ene burd^ bcn aWittelpunft, 
bei bcr ?ßunItmctl^obe burd^ ben Slugcnpunft beS ©tiftcmcg gel^e. ©abd 
ergänjen \\ä) beibe, bcnn toa^ bie eine nad^ J^nnen, baS feiert bic anbete 
nad^ Stufecn. 

S)ic obere 5ßro jectiongebene gel^t ber untern 
:paranet, il^re SÄittetpunf te unb beren ©tral^Ien 
correfpottbiren mit einanber. 

^rojiciren \o\x j. 93. bie brei Sörper (Dftaeber, SBürfel, ®rana^ 
toeber) nad^ ber Sinearmetl^obe auf bie SBttrfelfläd^e, 
fo bitben jU^ei SBürfel:» unb jn^ei ©ranatoeberfläc^en 
bie SBirtelftral^Ien abss, n^eld^e öerticalen gläd^en an* 
gepren. gül^rt man jefet bie ^rojectionSebene burd^ 
ben gemeinfamen ?ßunft nad^ ^ugen, fo bleiben natfir* 
lid^ auf ber öbern iSbene alle aSirtetftral^Ien, nj'eld^e man 
mit benfelben aber gried^ifd^en S3ud^ftrtben aßaa (QA=a)^u benennen pflegt, 
in gleid^er Sage ben untern (fateinifd^en) bejiel^ungSioeife ^jaraüel. 3a. 
nod^ mel^r, bie Ottaeberlinien a : b fallen mit aa unb bie ©ranatoeber 
b ;^€oa unb a : oob mit aa unb ßß jufammen. Äurj ba^ ganje ©^^^ 
ftem comt)Iicirt burd^ einanber gejogener Sinien unten öernjanbett fid^ 
oktt in einen großen einfad^en SBirtelftern , beffen ©trauten alle t)on 
bem gemeinfamen 2(u|enpunfte c anöftral^ten. S)enn aöeg, waö unten 
in einem ©^fteme ^jaralteler ©ection^tinien auftritt, faßt oben in einen 
gemeinfamen ©tral^I jufammen.^ 3n unferm Seifpiel jeigen fid^ bie ad^t 
Sinien be§ Dftaeber unb ©ranatoeber oben nic^t mel)r. 3)ie ?ßunfte 
finb alle burd^ bie Sänge ber 9labien beftimmt, b. \), burd^ bie. @nt^ 
fernung t)om aWittelpunfte, toeil ber ©tra^I burd^ feine Sage gegen bie 
Sljen aa unb ßß gegeben ift. 3m regulären ©^ftem bleibt 
a = b = a = /»=l. 

3ft ung irgenb eine ßonenaje c:s in berSinear== 
^jrojection (unten) gegeben, fo ift il^rOrt 

für 




tu 



ber Obern ^ßrojection^ebene a = -, 



c = 1. 
2Sir beulen ung je^t eine SSerticalebene (Aufriß) burd^ einen be» 
liebigen ^unft unb ©tra|t s gelegt, fo mufe biefelbe beibe 5ßroj[ectiong* 
ebenen in berfelben 3iid^tung fc^neiben, SBirb nun öom äKittetpunfte o 
beg Sr^ftaQf^ftemg ein ?ßer|)enbifel auf bie ^onenaje c:s gefaßt, fo 
fd^neibe biefe ben obern ©tral^t in a. Sei ber Stel&nlid^feit ber S)reiedEe 
ocs unb oc(T öerl^ält fid^ 

OS : oc = oc : ca 
s : c = c : 

c* 11 

(T = — gibt für (5 = 1 , 0? = - unb umgefe^rt s = -. 
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3>a toir Beim Slcd^ncn bie aufredete Äje meift = 1 fc^n, fo ift 
bcr €rt unferer ßonenajen ein blo^cS SlMefcn öon ber fjigur. 

S9eif flirte. ®ic Dftaebcrfante tab. 4 fig. 1 a:c l^at il^ren Ort in a. 
®a nun baS ©ranatoeber bie Oftaeberlante gerabc abftumpft, fo faßt 
ber Drt bon beiben mit a = a jufammen. 3)cr Ort ber SDiagonale 

c:2a beS gett^öJ^nlid^en ^^ramibennjürfels ^ai -. ®enn c=a=a=l, 
folglid^ s = 2 unb er --= - = 4. 5^^^ ^^^ ®ranatoeber!ante ift s = V2, 

olfo in ber obern ©bene ii)v Ort a = — = y'| = 4 y/2 == -. 3)a 

bo§ Seucitoeber c : 2a : 2a biefe ©ranatoeberfante gerabc abftumpft , fo 

fäHt ber Ort 'ber Seucitflöd^e 1, in ber ©ectionSlinie bes OJtaeberg ge* 

legen, bamit jufommcn. 

©nd^en mir un^ jU einer beliebigen ©ectionglinic 

a b 

-: - ben xuqeböriaen ©trabi 

ab 1 



S^ 



V* 



iv'a' + fi*h* 1^ V», 

foiftberOrt bcr jugeJ^örigcn^onettaEe c:s inbe.r 
oberit 

''^ — ^b — -v^ + p- 

a b 
gür bie Steigung ber gläd^e c : - : - gegen bie Äje c ift nad^ 

pag. 90 

QP = s = sin = ^ . ^ : x/?7^. 

Sn ber Sbene biefeg ©inu§ mu§ aud^ bie ©enlred^te auf bie gläd^e 

liegen, meldte bal^er mit ber ©cnlred^ten auf bie ^^nenage c : s ju* 

fammenfätlt. 9lennt man ba^er baö $ßerpenbifel Qs ben jugel^örigen 

ab 
©tral&l öon- : -, fo barf id^ für c = 1 ben Slui^brudt für s nur 

inbertiren, um ben Ort tjon a in ber obern ^rojectionSebene fofort ju 

erl^alten. 

Sft in*bcr untern ^ßrojectiongebene eine beliebige 

ab 
©ectionSlinie- : - gege^bcn, fo finb bie 60 orbin aten beg 



jugcl^örigen OrteS a in ber obern - + ^. 

a D 
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3)ct: JBetoet« liegt fd^on im vorigen ^ßaragrapl^en. S)citn wenn bie 
aWittelpunItentfernung <> = vS + o betrögt, fo muffen bie ©oorbi« 

naten be2 ^unfteg - , \- fein. 2)ie 93eftimmung beg Orte« in ber o&ern 

^btnt ift alfo ein blo^cö .5lMefen. 

aWan lann ben ©a^ leidet tjeroügemeinern : ®inge bie gläd^e 

rx — 7f - : - : c mit ifitem obern Orte - + rr öJobei - = a 
\>^ b ^ »^ a b a 

unb r = i* gcfefet ttjirb, nid^t burd) c = 1, fonbern 

^ c 

burd^ ein beliebige^ -, fo ftänbe bie obere ?ßroj|ectionS*= 

ebene tjon ber nntern nid^t um c = 1 ab, fonbern um ein beliebige^ 

©tücf - , unb e» öerbicfte. fidb 

a c c 
fi n 71 

fotglid^ wäre ber Drt x = - . ^; ebenfo für - würbe bie SKittef^ 
pünitgentfernung y = ^ . ^. 5)ie ©oorbinaten be§ Drteg einer gläc^c 
- : — : — Waren s + i- ^ö H — = — rr-H — » 

fl V 7C a . TT* b . TT* TT a b c 

vWenn man mit -^ biöibirt. Sllfo ebenfalls eine einfädle Umfefirung. 
c 

5)a eg fid^ bei ben äjeufd^nitten blo^ um baS gegenfeitige SScr== 
f)ä(tni§ l)anbelt, fo fann man atte burd^ S)it)ifion auf bie reine Srud^^ 
form mit bem S&iHtx 1 bringen. @(^on Sem^arbi pag. 28 wieg ba^ 
mä), unb bebiente fid^ fold^er Srüdje um fo lieber, ba e§ Heinere 8ai)kn 
gab. ©tatt ber 83rüd^e lieg er bann ben felbftuerftänblid^en 9ienner 1 
weg, fo bag er | ü blog 12 3, aud^ WOl^f -j- ^ ^ («em^arbi, »cttr. gut 
näi^ern Äenntnig regerm. Är^p. 1826) fd^rieb , um burc^ ben Öuerftrid^ bie 
93rud^form anjujeigen. , ©ragmann pag. 58 fnüpfte an bie ©ombina* 
tiongle^re an, fcm babei auf biefelben 3^^^^"^ ^"^ liebte fd^on bie 
©ad^e auf ber ffugel barjufteden , wie eg bann äJütter pag. 69 fpäter 
fo bet)orjugte. 3)a baS ©^mbol nid^t miggebeutet werben fann, wenn 
man bie Qaf)Un nad) ben Su^ftaben abc lejicogra^jliifd^ orbnet, alfo 
eine gtddje ^a : ^b : c = 231 , ^a : ooc : ^b = 530 2C. fd^reibt, fo 
bebiene ic^ mid^ wegen ber Äürje aud^ öfter gern beg Qtii^cn^. Uebri* 

geng ift. ber Ort beg fünfte« - ^ - = ^tt bie gewötinlid^e matl^e^ 
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matifd^c Scjcid^nuitg ber Sage cinc8 ^unftfg gegen bie brei 5Sffen be3 
Är^ftollg, ben MxMpmlt Q beö ©^ftemä qI« 5RuIl|)unIt genommen. 

SBenn bie g^nen ir bet uutern ^ßrojectionöebene 
burd^ bie SBirtelftellung ber glädjen in einem fünfte 
(S^itcit^iittf t) , fo muffen fie in ber obern bnrd^ eine gerabe 
Sinie (SoucnHiiK) bejeic^net fein. 

SJenfen toir onS irgenb einem ?ßuntte innerlialb einer ©ÖHJfe, bie 
ja eine 3^"^ bUbet, ^ßerpenbifel aiif bie glötf}^'" gefaßt, fo liegen oUe 
biefe ?ßerpenbifcl in einer Sbene, bie jefet jur ^nettebenc gettjorben ift 
uttb fenfred^t anf ber ©äufenafe (3oneno|() fielet. SBo nun aud^ biefe 
3onenebene bie obere ^ßrojectiongebene treffen mag, fie fann nur in einer 
geraben Sinie fd^neiben, toorin bal)er fämmtlid^e Orte be§ QvMntoxxtA^ 
liegen muffen, ^m leid^teften mad^t man fid^ bie Sad^e an ber oorbern 
SSerticaljone Kar, ujeld^e mit itiren parallelen ©ection^Iinien . auf ber 
untern ^roiectionöebene bie Slje a fenfred^t fc^neibet. 2)ie gonenebene 
mu§ bann oben in a liegen, ba fie mit ber STyenebene ac jufammenfaHt. 
9iur ber Ort einer einjigen, ber Stjenebene bc, liegt im Ünenbliijen, 
toa^ man burd^ einen ?ßfeil mit bem 3^^^^^ ^o anbeuten fann. 

SBaS auf ber untern ^ßrojectionöebene centrifngal, 
tritt auf ber obern centripetal unb umgefelirt auf, 

@8 ift bog eine ber angene^mften @igenfd;aften beiber ^ßrojectiong^ 

W -prs -fifr 




met^oben. ©d^on 5Reumann bemerft barüber treffenb, wag bei bem 
einen gleid^fam nad^ innen getoanbt fei, Qonemitncn unb ?ßcrpenbifel 
auf bie glöd^en (g(äd^enrid^tungen) , fei bei bem anbern nad) aufeen, 
Sr^ftattpd^en unb ßonenafen. aWad^en toir ung ben «ufriß bur^ 
einen Sentralftral^I beg ?ß5ramibenn)ürfelg fc = 2a:b, unb fefeen 
a = b = c = 1 (fielie ffeine gigur linfg) , fo ift bie Entfernung t)om 
aWittetpu nfte Q 
8 = V2*4 1 = v/F, in ber_obern ^ßrojectiongebene ber Ort ber 
3onenaje es = y/^ = | ^5 (fiel)e gro^e g^gnr rechts oben), 
l 



SSon v/m allqemein — V^m. 
m 



SBie unten ber 5ßuntt s burd^ 2a + b 

gegeben ift, fo oben burd^ ice ^- ^ß. 2)ie ©ectionglini? x, weld^e fenf* 
rec^t auf tt ftef|t, gel)t bal^er 4a : 5b, benn 



s r; 
7 • 3 



: v/|^ + 5« = V5 = s. 
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?ßunft p = .a + |b, öom SKtttetpunfte y/l + i = i Vö jntfernt, l^ot 
|V5 oben jum Drt. 5ßunft q = |a + jb l^at unten i v/ö, oben | V5. 

?ßunft r = I + j ift unten 4 y/b oben $ ^^ entfernt, ©ne 5RäI)erung 

unten bebeutet eine entjpred^enbe ©ntfernung oben. Ratten ttJtr einen ^unft 
4a + 2b unten , fo gäbe bag s = V4* -f 2* = 2 v/ö", oben bagegen 
^ = -ns V^5. Smmer bleiben eS aber oben n)ic unten rationale 2J)eiIc 
t)on bem gteid^en irrationalen ©runbberl^ältnig v/ö. Uebrigenä ttjerben 
aud^ oben bie 3)imenftonen nad^ innen balb fo Hein, bafe fie fein red^te^ 
Urt^eil mel^r gutaffen. 

Sejeid^nen in ber obern ^rojection^ebene bie t)ier 
2)reiede bie Orte ber Dftaeberffäd^en, fö 
entfpred^en bie fed^3 SSerbinbungglinien 
((Sranatoeber^SectionSltnien) beuÄantenjonen be§ 
" t /^ t ' Ottaeberg. 

^\ 3m regulären ©tjfteme nelimen bie gleid^feitigen 

r J % 3)reierfe bie @den eine^ Duabrat^ ein. 2)arauS folgt 
bann fogleid^, ba§ toenn bie Stjen a = a == 1 gefegt 
ttjerben, bie 3tt)ifd^enajen = v/2 fein muffen. S)ie fed^S ntöglid^en Sinien 
(Sinionen) entfpred^en ben ©ectionölinien be§ (SranatoeberS, auf beffen 
bier fed^äfeitigen ©äulen je eine Dftaeberfläd^e fenfred^t ftel)t. 2lm beften 
tDirb bie @ac|e Har, toenn man in ba§ ßentrum ber bier gläd^en eine§ 
Dftaeberg fenfred^t 5UabeIn ftedft, unb fo lang mac^t, ba^ bie bier ^abtU 
föpfe mit ber (Snbedfe beg Dftaeberg in eine ®bene faBen, b. f), in ber 
obern ^rojectionSebene liegen: e§ entfpred^en bann bie bier äußern 
Sinien ben (Snbfanteujonen , bie jtoei innem burd^ ben SKittelpunft 
gelienben ben ©eitenfantenjonen. SKan fiel)t aud^ fofort ein, bag ber 
2)urd^fc^nitt üon ben 3onenIinien ber ©eitenfanten im Sentrum ben 
Ort ber SBürfelfläd^e beftimmt. 2)ieS fül^rt mi ju folgenbem aflge«^ 
meinen ©afee: 

SBie ber ©urd^fd^nitt ber ©ection^Iinien auf ber 
untern ^ßrojection^ebene eine ^onenaje, fo beftimmt ber 
Surd^fc^nitt ber Zonenlinie auf ber obern benOrt einer 
^glädje. 

S)amit ift nun lieber ein anbereö 3)ebuctiongberfaI)ren eingeleitet, 
toeld^eg §err SWeumann in feinen fr^ftaüonomifd^en Seiträgen fd^on 
nad^ aüen Seiten erfd^öpft l^at. SBir gelangen l^ier fd^neBer unb leidster 
jum 2^dt, toeil man beim 5ßrojiciren überliaupt mel^r fünfte aU Sinien 
befommt, unb jeber 5ßunlt beim beliebigften Qk\)tn eine neue glä^e be^ 
bejitet. S)ie 3<>ttctitinie4t ber jtoei ©eitenfanten beg Dftaeberg (^iago** 
naten beö SSicreflg) geben un3 im Zentrum ben Drt ber SBürfelflädöe 
(Duabrat); bie Orte ber beiben anbern SBürfelflädöen liegen im Unenb* 
lid^en, toxt bie 5ßfeile ber aijen a anjeigen, unb werben burc^ einanber 
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gegenübcrliegciibe parallelen be^ SBicrecfS beftimmt. 3^^^^ i^ ^^^ ^^i*^^ 
bie äBürfelfantenjonen , toel^e t)oxn Duabrate im Zentrum ju je einem 
Ouabratc im Uncnblid^en gelten, jo liefern biefe im „Sonflict" (©c^nitt) 
mit ben tSnbfantenjonenlinien bc3 Dftaeberi^ bie Orte öon oier ©rana^ 
toeberftäc^en (Si^ombuS); bie beiben anbern SRI^omben liegen im Un^ 
enblid^en, benn [ie »erben bestimmt burd^ ben ©onflict, ttjeld^en bie 
SBürfetfantenjonenlinien ber im UnenbKd^en liegenben Duabrate mit ben 
©eitenfantenjonenlinien beö DftaeberS Wlben. SBir l^aben aljo mit a^t 
Sinien, ben ©ection^linien be^ ©ranatoeberg unb SBärfetö, bie Orte 
öon breijel^n gtäd^en gefunben, braud^en ba^er oier fiinien »eniger, alö 
Bei ber Sinearmetl^obe. SBürben wir je^t biefe t»ier, weld^e ben ©ection^- 
linien be§ Dftaeberg angel^ören, nod^ jie^en, fo leuchtet ein, bag nnr 
Beim SBürfel bie ^onenpnnfte ber nntern mit ben gläc^enortcn ber obern 
^rojection^ebene jnfammenfaHen; bie fed^g Qonenpantte ber Dftaeber* 
fanten bagegen mit ben Orten ber \eä)§ ©ranatoeberfläd^en; enbtid^ bie 
öier 3oneni)unfte ber ©ranatoeberfante mit ben Orten ber öier Oftaeber«« 
ftäd^en. SBir l^aben alfo" nur auf bie 3öt)I ju fetien, um fofort orientirt 
ju fein. 

3)ie öicr Äinien ber ©ranatocberf anten jonen 
(öon Sil^ombuS ju 9fiI)ombu3) , ben Dftaeberfectionglinien 
entfpred^enb, liefern un^ in ben Siantenjonenlinien 
ber Dftacber bie Orte ber Seucitoeberfläc^en 

a : a : ^a = 1. 
3)ie äußern ad^t 5ßunfte 1 f)aim in ber obern 
^ßrojectiongebenc bie Soorbinateujeid^en 2a + a, 
folglid^ unten ^a+a; bie innern bagegen i« + ^a, 
folgli^ unten 2a + 2a, Sa nun aÖen, unten toic 
"*oben, bie britte ^Ije c = a gemein ift, fo gehört 
-X ?ßunft 1 einem Körper a : a : ia = 2a : 2a : a an. 
'^ 3)a3 SSert)äItnig ift übrigeng ooUftänbig reciprof: 
W badeten wir un§ bie Qonenaie ber untern 5ßro^ 
jectiongebene ate ©entrechte, fo würbe ein 5ßun!t 
2a + a unten einem ia + a oben, ebenfo ^a + ^a unten einem 
2a + 2a oben entfprcd^en. S)ie gfäd^en befämen jefet ben SluSbrucf 
« : a : 4« K. SKit 12 Äinien I)aBen wir bie Orte t)on 25 gtäd^en be* 
ftimmt. es finb bie betannten 25 ^onenpunfte, bie fic^ jefet unter bie 
^läc^en tjerttieilen : 12 2)iagonaI}onen gehören bem Seucitoeber 1; fed^g 
DItaeberlantenjonen bem ©ranatoeber; mx ©ranatoeberfantenjonen bem 
Dftaeber; brei SBürfeßantenjonen bem SBürfel. 3)urd& biefeg SBerfen 
t)on einer ^ßrojection^ebene in bie anbere f ommt bie anfc^auung gteid^fam 
erft red^t in ben gtuß, unb m^ einft Sern^arbt noc^ für fo fc^wierig 
I)ielt, wirb bei gel^öriger Hebung jumSpiel: imSR^ombu« fi^neiben fid^ 
SBürfet unb OftaebeTfantenjonenlinien, ba^er fann id^ Mit, SBürfet 
unb Dftaeberlante, in bie ©ranatoeberfläd^e einfd^reiben ; im ^reiedEe 
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fd^nciben ftd^ brci Dftacberfantenjonenlinien, eg finb bic 2)ia9onalen bcr 
Oftaeberftäd^eu; im Ouabrate f^netben fic^ jtüci Dftaebcr*= unb jtoei 
SBürfclfanteiiioncn, bie auf einanber rcd^ttoinflid^ ftet)en. S)ie ®rana« 
toebcrfante mug auf bie Dftacbcrftäd^c rcd^ttüinMid^ ftel^ctt, tpeil ftc 
gteid^cn Qa^tn 4 angehören; ebenfo bie ©iagonallinie ber Dftaeber^ 
pd^e auf bie gegenflberfiegenbe ßeucitoeberfläd^e. OftaeberfcctionS* 
liuien unten f)Cibtn fid^ mit ben ®ranatoeberfantenjonentinien oben, unb 
®ranatoeberfectiong(inien mit Dftaeberfantenjonenlinien öertaufd^t. 9lur 
ber SBürfel ift fid) gleidEi geblieben, bie giäd^norte oben faBen mit ben 
^onenpunften nnim jnfammen, aber bejiel^en fid^ auf gläd^en, bie 
gegen einanber fenfrec^t ftel)en. 

2)ie ©ection^linien beg SBürfeK, ©ranatoeberS unb ^ß^ramiben*^ 
tt)ürfel§ geben un§ bei red^tttjinflid^en mie fc^iefwinflid^en äljen bie ©0*^ 
orbinaten ber gefud^ten Orte, man fann fie bal^er gerabcju ß^ootliinateti' 
Hnictt nennen, unb biefe ^Benennung bei ber Äugelprojection auf bic 
entfprec^nben Äreife (^ootbittatenlreife) übertragen, ba bie @nttt)irfe* 
(ung au^ l^ier ganj analog toirb. 

SSerbinben ttjir enblidtj biel mit ben Orten ber 
aSürfelfläd^en, was unten bie gtoölf ©ection^Unien 
bei^ gett)ö^nIi(f}en5ßt)ramibenti)ürfeU7r gibt, fo ^aben 
tt)ir oben bie Orte fämmtlid^er regulären Äörper 
eingelegt. 

©d^on im ^^anbbud^e ber SJüneralogie 1863 pag. 108 legte id^ 
baö an einer großem ^^XQHi bar, äl^nlid^ unferer tab. 4 fig. 1. ^ax^ 
binalpuntte finb bie Orte be3 SBürfelg (Duabrat), Oftaeberö (2)reiedEe) 
unb ©ranatoeberö (Si^omben). 2)ajtt)ifc§en erl^alten wir nun junäc^ft 
in ben St^en ber obern ^rojection^ebene bie ^^rjimibenttJürfel tt = -Ja + Q 
unb 2ci + 0, bie fid^ in ber untern b(og i^ertaufd^en, unb allgemein ben 
gläd^en a : ^a : ooa angel^ören. S)ag $t|tamt)i(noIta()iet p ^at t)ier 
glöd^en 2a + 2a äugen unb ad^t « + ^a innen : jene oier entfprec^en 
einer ©ection^linie 

<Ja : ^a* : c = a : a : 2c ; 
biefe ad^t einer ©ectionSlinie a : 2a : c. 2)ad Scitcttocktv 1 l^at um« 

ge!el)rt öier gläd^en ^ + ^ innen, unb ad^t a + 2a äugen: bort ent* 

fprec^en fie ber giftete 

2a : 2a : c = a : a : |c; 
I)ier einer a : 4a : c. ^aS ^titramiHcttgtaitiitociKtr fommt in iebem 
Duabranten 2 + 2 + 2 = 6mal öor. 

innen |a + 4a . . , 4a : 3a : c = 4a : a : ^c ; 
mitten |a + 4« . . . fa : 2a : c = 4a : a : 4c ; 

äugen 3« + 2a = 4a : 4a : c. 

Subtic^ bleiben nod^ bie ?ßunlte ber ©ection^linien be^ ^tiramiben* 
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ttjürfete unter cinanber y = ~ -f- |^, | + 2a, 4a + 2a, toel^c bem 

gebrochenen ^ß^ramibentüürfel a : 4a : 4a angehören. 

Sie Srtttoidfelung ift ougerorbcnüic^ tiax, unb jeber 5ßunlt fogleic^ 
gefunben, fd^on bie ©timmetric unb bie g^tit ber ©ectionöünien fü^rt 
baröuf : SBürfel fielen fenfred^t gegen SBürfel^, ©ranatoeber^ ?ßt|ramiben=^ 
töiirfelfäulc; Oftaeber gegen brei ©ranatoeberfanten; ©ranatoeber gegen 
eine Dftaeberfante mit SBürfel unb ©ronatoeberfläc^e; Seucitoeber 1 
gegen bie 3)iagonaIjone beö OftoeberS mit einer Äantc be^ fd^arfen 
OftaeberS jn)eier ^ß^ramibennjürfelfläd^en; ^tiramibenoftaeber p gegen 
^^ramibenttjürfelfante mit (Sranatoeberflädje; ^ßtjramibengranatoeber x 
gegen ben ©d^nitt einer Dftaeber^ unb ^ßtiramibentoürfeipiad^e , toeld^e 
iebcrfeitg neten ben 2)iagonaIen beg Dftaeberg l^eraHaufen. QnUijt 
bleiben für bag 48flac^ y noc^ bie Schnitte ber ^t|ramibentt)ürfelfläc^en 
unter einanber übrig. SBir [)aben f)ier alfo mit 3 + 4 + G + 12 = 25 
^iad)cn errei^t, xoa^ toir mit 25 fünften jburc^ eine mütifame Slrbeit 
tiid^t öoüftänbig in^ SSäerf fe^en ju fönnen bebauerten pag. 148. Denn 
früher mußten wir 

3 + 4 + 6 + 3. 12 + 2. 24 = 97 ßinieu 
jiel^en unb jaI)Hofe 5ßunfte üernad^läffigen; jefet i[t mit ebenfoöiel 5ßunften 
bie gonje Snttoidfelung in grogartiger ®infa(|^cit abgemad^t. Slber ber 
Umtoeg I)at boc^ genügt, er fül^rt un§ jum tiefern SSerftanbnig. 

©d^on burd^ SSerbinbung ber 3 + 4 + 6 = 13 ^ßunfte 
unter einanber tn{\tei)en bie Orte berÄörper unferer 
2inearmetI)obe (mit ßonenpunften). 

SBir fallen oben pag. 148 unangenelimer SBeife, bag bei SSerbinbung 
ber 25 fünfte baö ^^ramibenottaeber fel)tte, ftott beffen ein Seucitoib 
A = a :.a : ^a entftanb, unb Ijinter bem ^ß^ramibengranatoeber ai^ar^a 
bag 48f(ad^ a : ^a : |a fam. Oanj baffelbe ttjirb burd^ bie Serbinbung 
ber 13 ?ßunfte in ber obern ^ßrojectionSebene erreicht, ©tatt ber' 
©ection^tinie beö 5ß^ramibentt)ürfel0 tritt jefet bie beg Seucitoeber^ 
1 = a : a : |a ouf , »eld^e bie Oftaeber;» mit ben ©ranatoeberflöd^en^ 
orten t)erbinbet. SKan mug atfo nid^t einmat me^r bie ©iagonaljonen 
JU §ilfe netimen. 3)ag einjufetjen, braud^en tt)ir nur in fig. 1 tab. 4 
jttjet Seucitoeberlinien gel)örig gu jielien, ober nebenfte^enbeö Keineg 
SSieredf mit gtoei SBürfct, einer Dftaeber^ brei ®rana* 
toeber* unb gwei Äeucitoeberfläc^en ju entwerfen. S)arin 
fefet fid^ bann auger ben befannten Orten t)om SBürfel, 
Dftaeber, ©ranatoeber, 5ßt|ramibentt)ürfel n, ämcu 
toeber 1, 5ß^ramibengranatoeber x, uoc^ la^ Seucitoib 
A =^ |ö + 4« . . . 3a : 3a : a = a : a : ^a unb 48f(ac^ 
. |a : 5a : a = 4a : a : 4a ein. S)a8 SSerfal^ren Wirb 
baburd^ immer compenbiöfer. 
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a b 
Sägtfid^berDrt einer gtäd^c-: -in beroöcrn 

5ßroiection§c6cnc nic^t bcbuciren, fo geben bieß^^ 
nenlinien ber jugel^örigen ^^r amibentoürf el ben 
g e f tt c^ t e n Ort (äcc + vß = fiv. 

a - b 

S)er5ß9ramibentDürfeI- :c:oob ftumpft bie öorbere, ber- : c : ooa 

a b 
:2^ bie feitlidö^ ßnbfante beg Oftaibeg -:-:cab. 

Sie üerlialten fic^ tt)ie Sil^ombenoltaeber nnb Oblong^ 
oftaeber, jene^ föBt in bie 3)iogonaIjone oon biefem. 
@e^t aber bie (Sbene einer Slje parallel, fo faßt it)r 

^ * a 

Ort mit bem ber S)iagonale jufammen. S)al^er l^at bie gtäc^e - : oob 

i^ren Ort in /u«, - : ooa bagegen in v/?, in ber 2)iagonafe liegt ju 

gteid^er ßeit aud^ bie SBürfelfläd^e , ic§ barf ba^er nur bnrc§ /ua eine 
Sinie parallel berStje/J, unb burc§ vß eine parallel ber Slje «, b. ^. 
je nadö "^^^ Orte ber SBürfelfläc^e im Unenblid^en jietien, tt)ie ber ?ßfeil 
anbeutet, fo ift ^ ber gefud^te Ort. 2)a]^er mußte j. 35. ber Ort ber 
Dftaeberpc^en oben, toic bie Oranatoeberfanten unten liegen, n)eil bie 
Oftaeberflädö^ i^ i^i^ S)iagonal3one jttjeier anliegenben Oranatoeber* 
pd^en fäBt. S)arin liegt juglei^ ber tiefere ®runb, toarum bie @ec*= 
tion^Iinien beö ^ß^ramibentourfete t)or benen beg fieucitoeber^ ben SSor* 
jug öerbienten, benn bie Orte jener loffen fid^ burd^ eine, biefe nur 
burd^ jtoei diagonalen finben. Sm ®runbe I)aben tt)ir toeiter nid^tg 
getl^an, atö bie ßoorbinaten ber 5ßun!te ^a unb vß gejogen, in il^rem 
S)urd^fd^uitt liegt ber neue gläd^enort ^. 

Stud^ auf bie )itttttn)i(ittii|tfien Sliftcme finbet bie S)iagona(jone 
bie einfad^fte Slnnjenbung, toie baS §r. 5ßrof. SWeumann (öciträßc gut 
Är^ftattonomie §. 9) fo öortrefftid^ nad^toieS. ^abe id^ eine gläd^e 

a a' a" 

__ • • • /» 

fl ' V ' V /M ' ' 

fo barf id^ nur für c = 1 bie Orte 

- = /ua unb - = va' 
a a' 

fud^en, an f^a unb vcc' fenfrec^te errid^ten, fo ift ber 3)urd^fc^nitt8punft 
ftv ber gefugte fJCäd^enort. 3)enn bie ßouenaje c : - ift bie S)iago* 
nale t)on einer 

S)i^eEaeberfIäd^e —:-:—; 
h h h 
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cbcnfo bic c : - öon — : - 

' V V V 



2a' 



2ie\)t ic§ mtn bic entfpred^enbcn ©iagonaljonen, tocld^c burd^ bte 9iic§* 
hingen üon ß nnb /?', benen fie paxaM gelten, bcftimmt [inb, fo ergibt 
fid^ ber gefnd^tc Ort. 

ÄU(jcHPto}cctt0it. »erlegen wir bcn Sffiittelpunft beg 
SrtjftaHS in ben einer Äuget, unb jiel^en öom äßittel* 
punite ^erpenbilcl auf bie gläd^en, fo geben biefe 
^erpenbifel im S)ur d^ jd^nitt Spunft mit ber Äuget* 
fläche bie gefuc^ten glod^enorte. 

?lud^ biefe Slrt ber ©orfteHung war eine ber ingenieufen Sbeen 

9leumann'2 (Är^ftaaonom. 
§. 28 pag. 55). 2)ie 3err== 
bilber, welche wir bei ben 
^rojectionen auf bie Sbene 
namentfidö an ben außen* 
räubern belommen, wöCben 
fid^ bann in fc^önfter Sie^ 
gel. 3m SBefenttic^en i)a^ 
ben wir bie Slufgabe oben 
bei ber ßinearmetljobe f d^on 
gelöft, wir brandneu nur 
an ben betreffenben ®tctlm 
bie 3^id^^n für bie gläd^en* 
orte einjutragen. gür bie 
Symbole ber Orte ber 
fieben Äörper empfel)(en 
fic^ bie S^ic^en pag. 149, 
^oeit fie un§ ju gteid^er 
3eit einen ©inblid in bie gorm ber gemeinten Äörper geben: Ouabrat 
ift SBürfet, S)reie(i Dftaeber, Si^ombnö ©ranatoeber ; 2)iagona(en^£iuabrat 
^^ramibenwürfet, ©iagonafen^Sireied^^ramibenottaeber , diagonalen* 
Sll^ombug ^ß^ramibengranatoeber. S)ann bleibt ha^ S)eltoib*2)reiedE für 
ha^ Seucitoeber. ^Sabei fteßt man bie ©timbofe in bie Sage, wetd^e 
il)re gläd^en gegen bie Äuget einnehmen, unb mad^t bei ben gefreujten, 
wo bie ®röj5e ber gigur e§ ertaubt, je ein 3)reiedC ober 2)ettoib ba 
fd^warj, wo eg feinen Ort l^at. S)ann bteiben wir ftet^ mit ber SWatur 
in fd^önfter Harmonie. 

aSoBen wir nad^ Slnteitung oon pag. 139 bie Äugelprojection auf 
bie S9Siitf((f[fid|( entwerfen, fo jie^en wir einen ^ßroiection^freiö P, 
wetd^er bem ^onenfreife ber SBürfetfante entfprid^t, tl^eifen it)n burd^ 
bie äonentinien hh be£ SSJürfet^ in üier Duabran.ten , jie^en -mit ber 
auabrantenfe^ne = y/2 (für ben 9iabittg = 1) nm bie Orte be^ SSäürfelg 




D u e n ft e b t , Jttt^ftaQogta^^ie. 
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162 S)ebuctu>n0lel^re : Äu0ct>>roiectloii. 

im ^rojectionöfreifc bie t)ier ©ranatoeberfreife dddd, fo entftel^cn burc^ 
bic ©djititte ber Ärcife bie Orte bcr Dftaeber. 2)ur^ biefe unb beh 
aWittefpunlt get)en bie ätt^ifc^^nfini^« d'd' * tüdd^e ben JirojccdonSfreiö 
in ad^t Steile tl^cKen. Sluf biefcu ß^if^^^^^iwi^^^ ^^ ^^m ßentrum 
entfernt liegen bie SIRitteIpun!te ber geftri^elten Dftaeberfrcife , berc« 
aiabiuö V^3 ift. SäJie ein ©lief auf bie Sinearfigur gibt, ge^en bie 
aiabien no be^ ^ß^ramibenttJürfefö burc^ bie ©djuitte ber ©ranatoeber* 
unb Dftaeberfreife , toelc^e bie Orte ber Seucitoeber beftimmen. 3)ag 
innerfte Dftaeber n beg 5ßt)romibentt)ürfe(g ift baS jtoeite f^ärfere oom 
©ronatoeber, beffen Äreiämittelpunft um bie Sin^eit oom ßeutrum beö 
XafeßreifeS entfernt war, bal^er ift bag ßentrum üon n üom SRitteU 
puntte beg Jiafelfreifeö um 2 unb bag beS äußern n, um 4 entfernt, 
unb bamit bie gigur fertig. 2)ie ^tiictt{d|e Äcfjcl ift : mad^e ein red^t*^ 

njiuHid^eS SlEenfreuj, trage barauf öom äßittefpunfte au§ -, a, 2a cS^, 

fo finb bais bie SJ^ittelpunfte ber brei ^ootliiitatdtftctfc "oon n unb g. 
gttr bie nod^ fe^Ienben Oftaeberfreife muffen toir n)eiter burc^ Ärei^* 
fc^Iagen mit a um a ben SKittefpunft fud^en. S)ieg fefet unS bann 
X = a : |a : ja ein. Saffen tt)ir bie Oftaeberfreife tpeg , fo bef ommen 
tt)ir außer fämmtfid^cn anbern Äörpern nur y = a : ^a : 4a. 2)ie gi* 
guren toerben jefet fleiner unlb gefd^Ioffener, al^ bei ber Sinearprojection 
auf bie Sbene tab. 4 fig. l. 5Da im Siegutären alle Stjen gleic^ finb, 
unb namentlid^ aud^ « = a tt)irb, fo f)aben bie 5^9«^^^» i^i^ angenel^me 
ßigcnfd^aft, bag bie Körper ber ©ection^linien ju \^tv< gleid^namigen 
glöd^enorten fid^ nid^t reciprof oerfialten. Dftaeber, Oranatoeber unb 
^tiramibenttjürfel finb biefelben, toie bie ju ben.Drten gel^örigen gleic^* 
namigen gläd^en. 3iur mufe man immer bebenfen, bag ber Drt einer 
gläd^e ben $ßoI i^rer juge^örigen ©ectionötinie bilbet, alfo 90^ babon 
entfernt ift. 

Äfeine giguren werben burd^ bie üielen Symbole leidet überlabcn, 
man brandet bal^er nur einen Duabranten ju füllen, unb fann bag an^ 
bere ju anbern ^toecfen offen laffen. 3)a man um bie regulären Sörper 
eine ^ugel fd^reibeu fann, fo erleid^tert ba§ baS ^ineinbenten in bie 
Sage ber gläd^en. SRatürlid^ fe^tt üon jeber %\<ki)t bie $ßaralle(e, bloS 
im ^rojectionötreife finb bie gegenüberliegenben oorfianben. ©^ finb bie 
gfädE)en, n)eld^e auf ber Ebene in§ Unenblid^e *faUen , unb beg^alb aud^ 
bort auf jtt)ei ©eiten angegeben werben fonnten. 

®in burd^ bie diagonalen get^eilteg 2)reiedf mit 
ben@t|mboIen genügt, um ben 3"f ^^^^^'^^^9 ^^^ 
Körper mit ben Slugen ju verfolgen, unb bieOrte 
ber »er f d^iebenen Slörper fofort ju erfenneu. 

e§ ^at fd^on SWaumann pag. 55 burd^ ein freiließ ganj anbere^ 
©d^ema ettt)a§ Slel^nlid&eg beabfi^tigt, nur ba§ eg ba minber in bie 
^ugen tritt. 2Sir geben nid^t« weiter a(^ \^tyi Dftonten einei? Xrigonal* 



Digitized by 



Google 



!Sebuctu>n8tcl^rf : Äuge (^rojjection. 



163 




pol^ebcrg (48flacl^), auf beffcn 
brcicrtci ©cfen (?ßoIcn) bic SBärfel^ 
Oftacber ^ , ©ranatoeberfläd^cn 
faUcn. S^rc Orte fielen ]tlb\U 
öerftänblic^ fcft. Sagegen \pkUn 
jtoifc^en SBürfel unb Dftacber bte 
Seucitocber (SJeltoeber) ma : 
ma : a, tt)o m größer afö 1 ift: 
je größer m toirb, befto me^r 
nähert fic^ ber Äörper nad^ gorm 
unb Ort bem SBfirfel ooa : ooa : a ; 
je Heiner, befto me^r bem Dfto^ 
eber a : a : a. Jlug ber Sinie 
!ann ber Ort nid^t herausfallen. 
S)affeI6e gilt wm ^t^ramibenoftacber a : a : ma auf ber Sintc 
jtoifd^en Oftaeber unb ©ranatoeber: toirb m gro§, fo nähert eg fic^ 
nae^ gorm unb Stellung bem ©ranatoeber a : a : ooa; tt)irb eS Heiner, 
bem Dftaeber a : a : a, benn bort näl^ert e§ fid) bem Unenbli^, ^ier 
bagegen ber ®nö. 3)er ^ß^ramibenwürfel a : ma : ooa l^at feinen 
Sauf jtt^ifd^en SSäürfel unb ©ranatoeber: je größer m, befto würfeläl^n^ 
lieber, unb befto nä^er fein Ort bem ^ßolc; je f leiner, befto granatoeber* 
ä^nfit^er unb befto nä^er fein Drt au ber 3)iagona(e. ^e nä^er alfo 
ber Ort unferer 24fläcl^ner einer ber brei ^ßolfläd^en liegt, befto 'df)n^ 
tiefer wirb er i^r. S)iefe 5ßolfläc^en bebeuten bie Unionen. Sefet 
fommen bie Simonen: je me^r jn)ei 24flä(6ner mit il)ren Orten einer 
ber ^olebenen fic^ nähern, befto ä^nlid^er merben fie unter einanber, 
weil beiber gotm ber gemeinfamen britten immer gleid^cr wirb. Diefe 
Äel^nlid^feit fann ba^er gwiid)en ^ß^ramibenmiirfel unb ^ijramibenofta*^ 
eber in SSejiel^ung auf ba^ ©rauatoeber ftattfinben; gwifc^en Seucitoibcn 
unb ^^ramibenwfirfel in SSejieliung auf SBürfel; jwifdöen fieucitoiben 
unb ^^ramibenoftaeber in 95ejic^ung auf Oftaeber. ^er äc^tunb* 
öiergigflä^w^i^ P^^* ^^^ ^^^ gJäc^e afö fiebenter jWifd^en fed^fen 
inne, unb fann ba^er allen jufteuern. gür if|n mü^t.e m ganj beweg* 
lic^eS Qt\ü^n gefd^affen werben, aber ber einfad^ljeit wegen gab ic^ ben 
^P^ramibengranatoebern ben ^orjug, obwot)l biefetben nur 
jwifd^en bem beftiminten Seucitoeber a : a : ^a unb bem ©ranatoeber 
ftel^en, benn äße muffen gefnidte Seucitoebev fein. Stniden fann id^ 
baS Seltoib pag. 116 nur nad) feiner fijmmetrift^ gelagerten diagonale, 
ber einjige gaQ, Wo bie S)reiede congruent werben, ©in gefnidteS. 
Seucitocber ift aber ju gleid^er Qdt anä) ein gefnidteg ^tiramibenoftO'^ 
eber unb ein gefnidter ^^ramib'enwürfel. ©ie 2)eltoeber bilben ba^er 
gteic^fam bie Siegutatoren ber änfd^aunng. ^^ramibengranatoeber muffen 
bie Äante be« ©ranatocberS jufc^ärfen, alfo in ber untern 5ßroiectionS* 
ebene in ber erften Äantenjone 1 + 1 liegen, b. 1^. ben ÄuSbrnd 

11* 



Digitized by 



Google 



164 S)ebuction8(elS>re : ^tofection auf bie SQBürfclfläcl^. 

a : - a : — — — a ^abeu, toorutttcr a : ^a : 4a unb a : 4a : ^a bic ge* 

ttjölintid^cn finb. SBag ü6cr biefe Sinic l^inauf jum SBürfel ober ^inab 
jum Oftaeber gel^t, ift ein gebrod^eneS Seucitoib, bag eben beu ©cftaftcn 
um fo ä^nlid^cr toirb, je mel)r fid^ bic Orte ifjncn nö^crn. 

S)ie?ßroiectiou auf bie@bcne öerbicnt bennoc^ 
oor ber Sugetpr ojectiou beu SSorgug, ba mau bic 
Stjeufcl^uitte bort leichter ablefeu fanu, alg l^ier. 

Sefoubcrg erleid^tert ift bag bei bcr 5ßrojectiou auf bie aBfitfri- 
flo^c, toetc^e uuä bie titetfilicktide ©telluug gibt. 3)euu iu biefem 
gatte tt)irb a = b = c = « = /J= 1. Äje c ift bciben gemein, toir 
löuneu fie gauj außer Stc^t laffeu, bto« mit ben 5ßuu!tcn uub Siuien 
in beu ^ßrojection^ebenen I)aubeln, uub branden babci gar nidjt an 
obere uub untere ju benfen. 

Äi^rjjer. ©ccttonälinie. Ort. 4qI ©tellung. 

h SBürfd ooa : ooa , oa + oa . . ©erabeubflä^e. 

beggl oa : cx)a , ooa + oa .2. Duabratfäulc. 

Dttaeber a : a , a^+ a . . Dftaeber 1. Drbn. 

d ©rauatoeber . . a : ooa , a + oa . , Dftaeber 2. Drbu. 

beggl oa : oa , ooa + ooa . 1. Duabratfäulc. 

n ^ß^ramibentpürfel 2a : ooa , ^a + oa , .> Dftaeber 2. Drbn. 

beSgl 4a : ooa , 2a + oa . . Dftaeber 2. Drbn. 

beSgf oa : o2a, ooa + oo2a . 4H-4fautig.©äutc. 

1 Seucitoeber .... 2a : 2a , {a + \a , , Dftaeber 1. Drbn. 
beggl a:4a/ a + 2a.. SSicrfantner. 

p ^ß^ramibenoftaeb. ja : ^a , 2a + 2a . . Dftaeber 1. Drbn. 

beSgl 2a :a , {a + a . , . JBierf antner. 

X ^^ramibeugranat. {a : 4a , 3a + 2a . . SSierf antner. 

beggl. -|a : 2a , »a + 4« . . SJierf antner. 

be§gl 4a : 3a , |a + 4« . • SSierfantner. 

y 48pd^ner ... 4a : 4a , 2a + 4a 2C. 

3d^ barf alfo bie 83rüd^e gegenfeitig blo« umfe^ren-, um au0 ber 
einen ©olumne bie anbere abjuiejen. ®igentlid^ f)ätte mau eine ©olumne, 
bie lateinifd^en ober gried^ifc^en ätfcn ftrid^eln foUen. 3)euu ba bie 
gläd^euorte öon beu ©ectiouSlinien 90® entfernt fein muffen , fo faüen 
fie in entgegengefefete Duabranten. S)abei fte^en bicDrte ber glfid^en t)om: 
h SBürfet fenfred^t über bem SinienttJirtel hMAnnnn ber SBürfelfante; 

Dftaeber ddd ber ©ranatocbcrfantc ; 

d ©ranatoeber oohd ber Oftaeberfantc; 

1 Seucitoeber oAnna ber Dftaeberbiagonale ; 

p 5ßi)ramibenottaeber '. d^rTr; 

TT ?ß9ramibenn)ürfel . . . .^ . . hn] 
r ^t)ramibengranatoeber . . . . ott ; 
y SldE)tunbt)ierjigfIad^ nn. 
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2)eb«ctlon8Ie]^tc : Unterfd^iebe ber ^expenUUl 165 

©0 finb tt)ir iit ben Stanb gefegt, ouf jcber Micbigcn 5ßrojectioj;i§* 
figur biefcr Äörper, ©cction^Iinicn unb Drtc auSeinanbcr abjuiciten. 

3)ie $(t)ien)itfet auf )it( ^tä^cn ju txhHtn, oibt cS jUicictlet 
SBesc : 

1 . aSie 9lcttmfiitit fann man bie gtäd^c ~ : - : - gegeben benfen, 
unb fällt barauf ha& 5ßerpenbifel p , tt^eld^eS bann aU eine öom SWuH* 
punfte augftra^Ienbe Sinie bie Soorbinaten - + ^ + - I)at, pag. 154. 

& D C 

Ober 

2. SBie @tfigiitiinn ift ein beliebiger @tral)l s = - + - + — 

gegeben, man errid^tet barauf eine fenfred^te gfäd^e, fo fd^neibet biefe 

bie Slscn in ~ : ,- : ~. 
a b c 

SBeibe SBeifen oon Sleumann unb ©ragmann fielen im Snöerti» 

runggüerl^ältnig : roa& bort ©oorbinaten, [inb l^ier STfenfc^nittc, unb tt)a8 

bort STjeufd^nitte , l^ier Soorbinaten. SBir braiid^en eg un§ nur für 

jtDei »jen a unb c ffar ju mad^en : gegeben ein ©trafjl QP = s burd^ 

bie ßoorbinaten 1 + -. SBir errid^ten bie fenf redete AP 



f auf s, fo ift APQ ein red^ttoinflid^e« ©reiecf, unb für 

rcc^tttjinflid^e Sljen 

- : 1 = 1 : X, ober x = -. 
^ a 

S)ie auf s fenf redete Sinie AP f)at alfo ben ?lu3brudE l :-, benn 

a 

bie Äje a ift geblieben, unb c = 1 paraM tjerrüdEt. S33a3 für eine 

äje, gilt für äße. SBenn bei SReumann bie ?ßerpenbifel mit ben gon^n* 

ajen unferer Stnearprojection inüettiren, fo faden bie ©rogmann'fd^en 

^erpenbifel bamit jufammcn. Unfere bem Sluge fo Mar üorliegenben 

Bonenajen ttjerben baburc^ ju Siefultantcn ber n)irfenben Gräfte, gegen 

tüdc^e bie erzeugten gfäd^en fenfred^t liegen, ©ragmann pag. 58 f)ieg 

jte Sräger. ®ag ^araüelepipeb , in ttjelc^em ber jeweilige Xräger bie 

trigonale Sfje bitbet, I)at gu Äanten bie brei ßoorbinaten beg ©tral^Ie^. 

Denn l^aben wir im obigen 93cifpiele auö 1 : - ba^ 5ßaraBeIogramm 

PQ conftruirt, fo bürfen wir nur in P bie britte 3)imenfion - fenlred^t 
etrid^ten, aug i^r unb s ein ^araüelogramm conftruiren, um ben @tral)t 
S = v/l + ?L + ^ fofort gu erlangen. 

a)a bie 3)ebuction t)on red^twinKid^en Stjen unabt)ängig ift, fo 
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166 S)cbuction«rel^re : Untcrfci^ieb Uv '^it\>tnUtel 

fönnen aud^ fd^ieftüinHid^c ju ©runbc gelegt »erben. 
S)enn l^ätten wir in ber diagonale QP ben Ort 

P = c + - , ätuifd^en ben STjen QA unb QC, 

tt)eld^e fid^ unter bem SBinfel ß =^ ßi + ßi jd^netben, 
unb errieten barouf in P bie fenfred^tc Sinie AC, 
jo fragt fid^, tt^ie tuerben bie Stjen QA unb QC gefd^nitten. SBegen bcS 
?ßaraßetogrammeg PQ mit ber diagonale d« unb bem redeten SBinfet 
bei P \)txf)Sili \x6) ' 

X : sin (90^ — /?«)= 1 • sin (90® — ßi), ober 

a 1 o i. u COS ß2 

X : COS Ä = 1 : cos ßi, o. n. x = ^ 

^ r , ; cos/Ji. 

®anj ebenfo finbet fid) gnjifd^en ben Sljen CB, wenn »ir beren 9Jei« 

ßOS ct% 

gungSWinfel a = ai + 02 fefeen, y = . 3)a]^er ber Stugbrudt 

ber auf ben Siröger fenfred^ten gtäd^e 

^ ^ cos ßf cos 02 

cos pi cos «1 



d2 = V 



ds =\/ 



1 + % -f- — cos /? unb 

ds : sin /S = 1 : sin ßi , sin ßi = -^ — . 

9?ennen wir bie S)iQgonaIe jwifd^n BC ds, fo ift 

b* 2b~ 

1 + ~Y ■] cos a , unb 



, . , . . sin cc 

ds : sm a = 1 : sm ai , sm ai = — * — 

ds 

a b 
<ßi -, - finb Befannte ©rögen, worauf id^ alfo bie Unbefannten 

X, y fofort oMeiten !ann. 

SBer an bem Söeweife wegen ber bewegten c == 1 Slnftog nimmt, 

ber mu§ z unb z' nod^ ju §ilfe nel^men. 

a a 

x:l= — :z,x.z =-. 

©benfo jwifd^en BC 

y : 1 = - : z' , y . z' = -. 

@d gel^t bann £inie 

AC öon - + x : l + z = xz + X : 1 + z = x(l + z) : 1 + z = X : 1, 
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BC öon ^ + y : 1 4- z' = yz' + y : 1 + z' = y(l + z') : 1 + z = y ; 1. 
Ober ba im rcd^ttüinHid^cn ©rcicdCc APQ bcr sin 90^ = 1 ift: 
AQ : 1 = da : cos ßi , AQ = ** 



cos ßl 
CQ : 1 = dj : cos /?« , CQ = ^* 



// 
/ ^ 



: 1 = d» : cos ai , BQ = 



cos ßt »• -v ..' 



cos ai ■' / . • 

C*Q : 1 = ds : cos as , C»Q = — ^. gfolglic^ " ' 
' cos a« " ^ ^ 

COS ßi cos /71 COS ß2 COS /7l COS ßl, 

C>Q : BQ = ^" : ^^ = ^ . ^ _ ^ . ^o« «» 
cos a2 * cos at cos as ' cos ai ' cos ai ^ 

tote oben. 

Äürjer unb fd^ematijd^er tuenbcn ttJtr bte Sicd^enfäfec beS S^ettüibeö 
pag. 98 an. 9iel^mcn njtr ci»c aHgemetne gtäd^e a : b : c, fo ift 

^ a + c cos ^ ' ^ c 4- a cos /? 

cos /9i = 5 ^ , cos ßi = -z -. 

C12 . . 02 

3n ben red^tn)inflid^en 3) jeiecfen PQ^ unb PQC öer^It fid^ : 

d2 : cos /Ji = QA : sin 90^ A = -^ = -— ^^ ^ , 

^ cos /^i a + c cos /? 

d2 : cos /92 = QC : sin 90^ C = -^ = — — ^ i,; benn 

^ cos /?2 c + a cos /J 

eg ift QA = A, QC = C, sin 90^ = 1. ®anj auf biefelbc SBeife 

gelangen ttjir in ben STfencbenen AB unb BC ju ben ©leid^ungen : 

A AI A dl df 

dl : cos yi = A : 1 , A = = — —-r^ , 

' cos yi a + b cos y 

j Dl D dl dj 

dl : cos y2 = B : 1 , B = = , ; 

cos y2 b 4- a cos y 

j 13 1 r» ds dj 

ds : cos «1 = 0:1, B = = , — ; — , 

cos ai b + c cos « 

ds : cos «2 = C : 1 , C = = — -~ . 

cos «2 c + b cos « 

©arauS finbet fid^ burd^ 3)imfton: 

A_c4-acos/J B__c + bcosa A__ b + a cos y 
C a 4- c cos /? ' C b 4- c cos a ' B ^ a 4- b cos y' 
A _ b + a cos y __^ c 4- a cos /? b 4- c cos « 
B "" a + b cos y "" a 4- c cos /? * c 4- b cos a 

3d^ fann atfo y beftimmen , tpcnn fünf Orö^en a^abc befannt finb. 
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ißg S)ebuction§(el^te : ^^rojection auf bie 0!taebctfCä(3^e. 

A 
B 



A b 

gür a = /S==y= 90^, tüirb cos = 0, unb ^ = -• 2)tc Slfcn ftnb 



alfo inücrtirt. 

2)ie 5ßrojection auf bie OttaeHetfladle tab. 4 üg. 2 gibt 
uttg bie litdfilielittse SteUuug. SBir bürfen qu^ bem Silbe 
nur bieOrte naä) ]o eben gegebener Slnleitung eintragen. 

Die brei Körper, SBürfel h, Dftaeber o, ©ranatoeber d liefern 
bann bie befannte gigur pag. 14a, tüoäu nun nod^ ber ?ß^ramibentt)ürfel 
nn, fommt , ber innen einen Steif antner n, , au^en bagegen ein St- 
]§e|ac)iet ^r gibt. SBir fönnen jebod) ben eben fo furjen, bieüeid^t nod^ 
elegantern SBeg einfd^Iagen, unb öon ben bier Orten ber Dftaeberf(äc|en 
au§igel)en. S)iefelben ftelien im Sentcuni unb in ben brei ®den eineg 
gleid^feitigen 2)reied^. Sßerbinben ttjir biefelben burd^ bie fed^^ ge^ 
ftrid^elten Dftaeberfantenjonenlinien (bon ©reied ju 2)reiedE gejogen), 
fo gibt bereu Sonflict auf ben äKitten ber Seiten beg.SreiedS bie 
SBürfelfläd^enorte pag. 163 (Duabrate). S)urci^ bie brei ^antenjonen 
be§ Söürfelig (tjon Quabrat ju Duabrat gejogen) entftel^en auf ben 
Dftaeberlantenjonenlinien bie ©ranatoeberpd^enorte (SR^omben), ttjoöon 
brei im Unenblid^en liegen. S)urd) bie üier Äanteujonen beg ©rana^^ 
toeberg (öon Si^ombuS ju JRIjombu^ g^jogen) entftel^en in ben fed^g 
Oftaeberfanteujonenlinien bie Seucjtoeberfläd^enorte 1. ©obann erzeugen 
bie aBürfetSeucitoeberjonenlinien (©cction^Iinjen be§ ?ßt|ramibentt)ürfelg) 
auf ben SBürfelfantensonenltnien bie gtäd^enorte beg 5ßt)ran^bentt?ürfe(g 
n; auf ben DÖaeberfantenjonenlinien bie gfäc^enorte beg ^tiramiben* 
oftaeber^ p; auf im ©ranatoeberfantenjonenlinien bie gtäc^enorte beg 
^ß^ramibengranatoeber^ x. ©nbtid) fefeen bie ©ection^Iinien beS 5ß^ra=« 
mibentüürfefö unter ^fid^ nod^ einen 8te'n nid^t in bie 9teil^e gel^örigen 
3ld^tunbt)ierjig|fädE|ner y ein. 

SDie Stjen a : c = V2 : Vb rechnen tt)ir un^ aug beut aSfirfel. 
S)enn für bie SSürfelfante = 1 , finb bie gläc^enbiagonalen (^n^ 
jontatafen a) \/2 , unb bie ©dbiagonalen (^auptaje c) V3- 

SBir befommen bal)er 

a: c = V2 : V3'= y/^ : 1 

«:c = Vi:\/T= |\/|: 1 = |a: 1. 

3ur S3eftimmung ber Orte unb ©ectionStinien in ber ^rojection«* 
ebene bebürfen n)ir nur jUjeier Stjen aa, ba bie britte a fid^ burd^ @ub* 
traction ergibt, \vk tt)ir fpäter feigen tnerben. ®ie Entfernungen ber Orte 
öon ben Stjen finb bur^ bie ©ection^tinien beg SJü^ejaeberö gegeben. 
35ie ^erpenbifel öom Orte beg SBürfete (h red^tö) auf bie junod^ft 
liegenben aa, n)eld^e fid^ unter 60^ fd^neiben, gefaßt, f^neiben a + a 
ab, baf)ex Ijat bie gegenüberfiegenbe ©ectionSlinie beS SBürfcIg 

11 

— : — == a' : a'. 

a a 
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Z)a§ ift ba§ Sinjige, toc^ man ju merlen l^at: bie StuSbrüde ber 
gläd^enorte gcl^örcn einer anbern äbt^eilnng an, alg 
bie ©ectiottSlinien. 8luÄ ber ©teüung ber fünfte gel^t fofort 
l^eröor, in voeld^e breigliebrigen Sörper bag ©Aftern jerföCt. 
Äörj)er. Drt gifct ©cction3linic. 3gl. ©tettung. 

li SBürfel 'öM' «' = a : a , ßauptrl^omboeber. 

00 Dftaeber oa + oa = ooa : ooa , ©erabenbfläcl^e. 

beggl 2a H- 2a = ia' : 4a' , 9il^omboeber 2. -Orbn. 

d ©ranotoeber •'• • | +| = 2a' : 2a' , beSgl. 

dl beggl ^a + ooa= ^ : ;^ ,2. fec^Äf. ©äulc. 

;r ?ß^ramibennjürfel . . - + f« = 3a : ^a , S)il^eEaeber. 

o 
ni beggl 2a' + 3a' = ^a : ia , Sreifontner 1. Orbn. 

a' a'' 

1 Sencitoeber J '^I = -^^ • 4* ^ JRl^omb. 1. Orbn. 

h beögl a +4« = a' : |a' , S)reifantner 2. Orbn. 

h bei^gl ooa + ooa = oa : oa ,1. fec^gfeitige ©äule. 

p ^^ramibenoftaeber . - + ~ = 5a' : 5a' , fR^omb. 2. Drbn. 

D 

pi beggl a + a = a' : a' , ®egenrI)om6oeber. 

a' a' 
pa beggl 3a +4a = - : - , 2)reifantner 2. Orbn. 

X aj^ramibengranat. . - .+ ^ == 6a : 3a , S)i^ejacber. 

XI beggl i€t + a = ^a' : a' , 3)reitantner 2. Drbn. 

X2 beggl 4a + 4a = |a' : 4a' , !Dt^ifantner 2. Drbn. 

w o < ooa , ooa 5a 4a ,^. .^. ^„ ^ 

xo beggl — - + -- .,=x — : — , 12feittge ©änle. 

y 48f(. 4a : 4a 4«' + 4«' = ^a : 4» = | : | : a : ^. 

yi beggl 4« + « = ^*' • *' = 1 ' 5" • | ' |^- 

ys be8gl a 4- 2a = a : 4a = a : 4a : a t c. 

yo beggl 5a'+ 6a' = ^ • |^^ = 5 • ß" • ^ • ^• 

3)aS allgemeine Qexä)en ber gtäd^en eineg breigliebrigen ©^ftent« 

ift, tt)eniyn)ir bie ^^if^^najen b nennen: 

a b a b a b _., ^, ^-.. 

- : : - : : ; : c (6b5. 3Ämer. pag. 59). 

fi fi + V V 2v — fi V — fi V — 2/14 

Äennen »ir baüon anfeer c nur irgenb jtpei/ fo folgen bie übrigen 

burd^ einfädle ?[bbitton ober ©ubtraction. SBir braud^en bal^er für bie 
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©actionälimcn nur - : - j^injujufefecn , unb flnben bann bad brittc 
-^--. SBenn ber SluSbtudf + ift, fo folgt bie «je hinten , wenn — 

t)orn. Säcnn toir tann ferner bebenfen, ba§ o = — ober oo = - ift, 

fo fönnen toir bie boUftänbigen Sei(S)tn ans ben gegebenen leidet cnt*» 

widfefn, 93eif^)iete: 

, a a a ' 
n = a : a = — : 



1 = 4a : 4a = 



T 

a 
4 



1 — 1 
a 



c s' a : a : ooa : c. 



: c = a:a : ooa :4c. 



n o a a a 
X = 6a : 3a = - : - : -— 

T 7 ^ T 



c = 6a : 3a : 6a : c. 



fji = :ia : |a = 4a : 4a : ^-^^ : c = 4a 



a a 
18 = oa : oa = — : — 



a 



c = 



xo = 



00 00 00 — 00 
= a : a : ooa ; 00c. 
4a 5a _^ a a ^ a 

00 * OD ~" 00 * 00 " QO^ — 00 

"4~ "5" 5 "T" 

= 4a : 5a : 20a : 00c = 



00 



a 

00 



— : r- : c 



c = 



00c 



TT 



^a : |a : a : 00c. 

SWerftoürbig ftnb bie brei ©i^ejaeber 71x72. 3Wan mu§ fie wol^I 
atö !Dreifantner (©latenoeber) betrad^ten, beren ©nbfanten äu§erlid^ ing 
Oreid^gewid^t getreten ftnb, beffen ungead^tet aber immer nod^ pl^^füatifd^ 
bifferent bleiben. 

3)ie Soorbinaten ber 5ßunftc finb ©tüdfe, »eld^e bie imd) ben 
?ßunft gelegten ©enfred^tcn t)on ben junäc^ft gelegenen STjen aa ab* 

fd|neiben.' ©0 liegt j. S5. y jttjifd^en aa, 
bie fid^ ftetg unter 60® fc^neiben. gäae 
i^ barauf nun bie beiben ^erpenbifel, fo 
fd^neiben ficjbie ©tüdEe 4a + yalöb. SRci* 
ftenS fann man bie fünfte abtefen. Allein 
immer gel^t bai nid^t, bann muffen bie 
©ectionölinien ju'^ilfe genommen »erben, 
^unlt y liegt im ©urc^fd^nitte ber beiben 
©ectionälinien nn. SSejiel^e id^ biefelben 
«f auf red^ttt)in!Iid^e ^Ije aß, fo i^t auf ben 

bWctt 4« : 4/? .... 4 5 ; 
Slsen \ax\ß* ... 3 —4 ; 




Digitized by 



Google 



^ebuctionMel^ve; ^roiectton auf bk OftaeberfUld^. 



171 



Äyen 



Ja : ß' 






4 






2)ad gibt nad^ ber S^nen^unttforntel 

— 9« : — l/J : — (Y + 15) c = 18a : 3/? : 42c 

6« : iJL/9 : (Y — I) c = 6a : 6/» : 21o 

n>ie oben angegeben n^urbe. 



bief; 



bunn. 



«tfo y = ^a + 

S)ie @d^n)ierig{eit für bie 8(nfd^attttng liegt ^auptfäd^i^ in ber 
SSerbinbnng beibcr ^rpjectionen nnb beren Umlel^rung (3nt)crtimng). 
röad^en toir un§, t)on aßem abgefel^en, eine gigur noc^ ber Sinear* 
met^obe, fo entj^md^t jeber $untt einein f^Iäd^enorte, ben \o\i Ieic|t ein« 
tragen. 3Ra^en wir nn8 nmgefel^rt na^ ber SReumonn'f^cn ?ßunft* 
met^obe eine gignr, fo fommeri wir anf biefelben Sinien, bie jefet aber 
bie ^^mvx anbenten. Denten mir bort b(od an bie ©ectiondlinien, l^ier 
an bie Orte, fo ift otteS ttar. ©otoic ic^ aber beibe im ©ebanfcn t)er* 
binben »iU, fo tritt bie ©c^wierigleit ber 3nt)ertirnng ein. ©ie finbet 
jttjar fc^on bei ber ^rojection anf bie SBürfelflöc^e ftatt , aber ba ^ier 
ö = a ift, fo öerttjifd^t fid^ bag, nnb' e« entfte^t baburc^ fein geiler, 
grft beim SJreigliebrigen, wo a = |a ift, tritt eg un3 Ieb|ofter t)or b^e 
Änfd^annng. Siel^men wir ben SBürfel in feiner breigliebrigen ©tettnng, 

fo ift Sante d gegen gläd^e h fenN 
xti^i, unb Mje c bie mittlere ^ßro«* 
portionafe jwifd|en b nnb 2b, folg* 
lic^ c : b = V2 : 1 , unb ber Ort 
t)on h in ber obern ^rojection^ebene 

wätjrenb in ber untern ^ßrojectiong' 

ebene umgefel^rt bie ©ectionglinie ber SBürfelftädje öom aRittelpunfte 1, 
nnb ber ©ectionSpunft ber ^ante 2 00m SKittelpnnlte entfernt ift. 
SSerbinben wir ba^er oben bie SBürfelflädjenorte burd^ i^re «antengonen* 
tinie, fo geben biefe jwar baffelbe reguläre S)reiedf h'h'li', wie unten 
hhh, aber in i^rer ©tettung 60® gegen einanber oerbre^t. @3 fprid^t 
fid^ ba in ber Sage ber giguren, wie in ben geilen 
ber gtä^en unb ?ßunfte, biefelbe Sntierärung au§. 
«n fic^ finb bagegen beibe giguren glcid^, unb 
bedfen fid^ bei ge^riger S)re]^ung DoUftfinbig. SBir 
^aben bamit boffelbe linle unb redete SSerl^ältnig, 
wie wir eÄ oben pag. 92 fd^on bei ben Zwillingen 
augfpra^en. ®rft wer biefe ©d^wierigleit glüdfli^ 
fiberwunben^at, ift ber ^ßrojecHon SReifter. gür 
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bctt ®cübtcn Braud^t eg aller bicfcr ertoäguttgcn nid^t , bcr legt ftd^ 
ni^t bloS bie gläd^en , f onbern aud^ bie ^erpenbtfet barauf burd^ ben 
gemeinfomen ?ßunlt aufeer^olb ber ?ßroiection2ebene. S)ann leud^tet fo* 
fort ein, bag ©ection^Iinien unb Drte ber gläd^en in gegenüberltegenbe 
Quobranten faKen muffen, ^ä) barf nur burd^ Ort unb SKittelpunft 
ber ?ßrojection eine Sinie gießen, fo ftel)t biefc fenfred^t auf bie ©ectiong* 
linie. Ober anberö auSgebrüdft: fälle id^ öom äRittelpunft meiner ?ßro^ 
jection ein ^crpenbifel auf bie ©ectionilinie einer gläd^e, fo fällt i^r 
Ort in bie SSerli^erung beg ?ßerpenbifelg im gegenüberliegenben Qua:* 
brauten, bejicl^unggttjeife ©eftanten. Sft V» entfernung ber ©ectionS* 

linie t)om aJüttelpunfte ma , fo bie be8 Orte^ — = - . SSoßen tt)ir 
^ ' ma m 

alfo ben jur ©ection^linie 71;, = ^ : | (f)inten red^tö) ge^rigen Ort 

fud^en, fo bürfen xoh ba^ SWittelpunftgperpenbifel nur m ben gegenüber* 
liegenben ©ejtanten üerläiigern, um Dorn linfS auf ben Ort 71;,= 2a' + 3«' 
jtt treffen. 

lieber bie ©igenfd^aften ber fig. 2 tab. 4 toiß id^ nod^ einige» 
bemerfen: biefelbe entljält bie Orte fämmtlid^er Körper, nur bie ganj 
cfcentrifc^en fonnten nid^t l^ingebrad^t tt)erben, ol^nc baä Statt über bie 
©ebü^r ju öergrögern. Sejeid^nen njir einen ©ejtanten negatib, fo 
ftnb bie anliegenben unb ber gegenübertiegenbe pofitiö. - 9iur einer ber 
öerfd^iebenen gtäd^enorte, njeldie ju einem breigliebrigen Körper gepren, 
tt>urbc gro§ gefd^rieben, unb burd^ gäHen öon ?ßerpenbifeln auf bie 
näc^ft anliegenben Sljen bie SentrumSentfernungen a ermittelt. @» mug 
nun befonber» in§ Sluge gefaßt werben, ob ber Ort in einem pofitiöen 
ober negatiöen ©ejtanten liegt, fpnft fönnte man leidet bie beiben Slb* 
tl^eitungen SR^omboeber unb ©egenrl^omboeber ober 3)reifantner unb 
©egenbreifantner öerwe^feln. SBenn ber Ort in bie äje faßt, bann 
fann man bie ©trid^elungen , »eld^e bie beiben Slbtl^eilungen untere 
fd^eiben foßen, meglaffen. 3)ie ju einem gläd^enorte gel^örige ©ection»* 
Knie faßt ftet» in ben gegenübertiegenben ©ejctanten, unb fte^t fenfrec^t 
auf einen 9iabiu§, ben iä) t)om gläc^enorte nad^ bem 2Rittelpun!te ber 
gi^ur jief)e. S)amit fann id^ beibe gegenfeüig controliren. Sine Sinie, 
mit bem gteid^en (großen) Su^ftaben »ie ber gläd^enort bejeid^net, 
ttjurbe öon jjebem Sörper gegeben. Ueber ben Ort ber ©äule xo f|abe 
id^ im untern ©ejtanten eine (Srläuterung gegeben: berfelbe faßt in 
eine ©ection^linie. beg ?ß^ramibentoürfelg 7t, , weld^e öom gemeinfamen 
5ßunfte c aus paraßel 7t, ing Unenblidie ftral^lt. Sä) barf bal^er nur 
ben geftrid^elten Siabiug r burd^ ben SRittelpnnft ber 7t, paraßel legen, 
fo ftrap biefer nad^ bem gefud^ten Orte im Unenblid^en. 3d^ tt)äl)tc • 
nun, um ba« SSerl&ältniß beg Sentralabftanbeg ju ermitteln, ben $unft 
xo, weld^er Knfä 2a' Sentralabftanb ^at, bann liefert mir bag Slnlegen 
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cincg tcd^ttoinftid^en 2)reiccf^ red^tö 4a. 3)cr Ort im UncnMid^cn 

^at Qlfo ^ 

1 ooce 00a 

2ooa + |ooa = iooa -f 5c30tt = — — | — — , 

5 4 

toic oBen angegeben murbc. 3)enn e8 ift gleid^gültig, tote id^ bic bciben 

©lieber fteße. 

S)ie ^ßrojcction auf bie 3)fike(iiebetf[ad|e tab. 5 fig. 1 
gibt ung bie juirtgliebttge @ teil ung. SBir bfirfen aud^ 
l^ier baSSBilb nur nac^ unf erer ßinearmetl^obe pag. 145 
entttjerfen unb bie Orte einf (^reiben. 

S33oHen wir genau nad^ bet Sieumann' fd^en ^unlt* 
metl^obeentttJidEeln, fo jei^nen ttjir junä^ft bie ©ranatoeber«* 
ftäd^e mit ben Äjen a : b = 1 : V 2 l^in. 3n ber ftumi)fen SdEe liegen 
bie Orte ber Dftaeber* unb in ber fc^arfen bie ber SBürfelfläd&en. S)urd^ 
bie SSerbinbung ber SSürfelftäd^enorte lommt bie ©ection^Iinie beä 
SBürfelS h. 3)ie übrigen fünf SSerbinbung^ÜHien gel^ören bem Ordna^ 
toeber (Dftaeberfantenjonentinien) , bie fed^fte ift nid^t ba , toeil fic bie 
^ßrojectiongebene bilbet. 2)ie brei SBürfelfantenjonen hhh, geben 
im ©d^nitte mit ben Dftaeberlanteuionenlinien d bie' Orte ber fed^3 
©ranatoeberfläd^en, moüon eine (linfS ober red^tS) ing Unenblid^e fällt. 
®ie t)ier ©ranatoeberfantenjonenlinien o geben mit ben Dftaeberfanten* 
Jonen d bie Ißeucitoeberorte 1. S)ann bleiben bie ©ection^linien be^ 
^^ramibentoürfel^ nod^ übrig, toeld^e SBürfet unb ßeucitoeberortc öer* 
binben. @g ift alfo nur berfetbe ®ang ju befolgen^ alg bei ben vorigen, 

S)ie Stjen a : b : c = 1 : v/2 : >/2^= Vi ^1 : 1, folglid^ 
ö : /? : c = 1 : v^i ; Vi = 2 v/i : 1 : 1. 
a = 2a, /i = b. 

Die lateinifd^en Stfen ergeben fid^ unmittelbar an^ bem @rana« 
toeber, unb bie gried^ifd^en folgen burd^ Snöertirung. 2)ie jtt^eigliebrige 
Drbnung t>erftedft fid^i unter mergliebrigen äjeu. 

3e njeiter toir in ben ©^ftemen l^erunterfteigen , befto mel^r jer^^ 
fpalten fid^ bie gläd^en, tt)ir !ommen l^ier nur nod^ ju Öftaebern: 

Äör^er Ort gibt ©cctionSÜnie 201. ©tettung. 

h 8Bürfel .- oa + ß = oca : b , feitlid^eö $ßaar. 

hl beSgt. Qc a + o/J = oa : 00 b , Duerfläd^e. 

Cftaeber - + oß = 2a : 00 b , üorbere? ?ßaar. 

01 beggl -^ + c»/? = — : — , ©aule. 

^2 '^ 00 00 

d ©ranatoeber .... cc + ß = a : b , Oltaeber. 

dl beSgl. oa + QC ^ = 00 a : ob , äRebianfläd^e. 

do beögl. ..... . . 0« + o/J == 00 a : ocb, ©erabenbfläd^e. 

n ^^ramibentpürfel . 2a + /? = ^a : b , öftaeber. 



Digitized by 



Google 



174 ^ebuctlonftlfl^rf: ^:proiection auf ble ®ranatoebet;fläfl^. 

SUkpn Ort gibt ©ection^Unie 20(. ©tenting. 

« brtgl ^4-/^=2a:b , Dftacbcr. 

TT« beögt oa + 3/J = oo a : 4b , fcitlic^cS ?ßaar. 

TTs bcggl o« + 4/^ = 00 a : 3b , feitlid^c« ^aar. 

1 Scucitdeber .... a + o = a : 00 b , üorbere^ Sßaar, 

h bcgflt a + 3/» = a : 4b , OKaeber. 

I2 beggr I + ?- = '"^a • 3b , Oftaeber. 

o o 

Is bcSal - + - = oa : ob , ©äule. 

p ^ß^ramibcnoftaeber j + ^ß =" 4a : oc b , twrbereä ^aar. 

pi beggl 2a + Sß ^ | : | , Dftaeber. 

p2 bcggt |ö + 4/^ =■■ |a : 3b , Oftacbcr. 

ps bcSal -+— = oa:^ , ©äulc. 

00 4 

X ^ß^ramibcngranat. - - + ^ = 5a : 5b , Oftaeber. 

XI bc«gl. . 1+2 ^ 2a : 2b , Dflaebcr. 

X2 bc^gl 3a + 3/? = 4» : t^ , Dftacber. 

X8 bcggl « + §- = a • 3b , Dftaeber. 

o 

xi be^gl a + 2ß = a : 4b , Dftacber. 

X5 bc^gl. . a + bß = a : 4b , Dftacber. 

y 48fl. I : J I + I = 6a : 3b , Dftaeber. 

yi bcgg( 1« + 1/? = 4a : 4b , Dftaeber. 

y« bcögl I« + 4/5? = 4a + |b , Dftacber. 

ys be^gl f + ^'^ "" 2a : {b , Dftaeber. 

y4 beggl 4« + § == 4a : 3b , Dftacber. 

o 

y6 beggl 4a + 3b = 4a : 4b , Dftaeber. 

?lud^ l^icr würbe t)on iebem jttjciglicbrigcn Äörper eine ©cction«* 
(inie im ^intern redeten Duabranten gejcici^net, njclc^e ju ben Drten im 
t)orbem finten gcl^ört. 

hiermit ^aben toir bie brei iQid^tigften ©teUungen, 4gt., 3gl., 2g(., 
audeinanber gefegt. (S^ feilten no6) bte 2 + igt. unb ]g(., toDbei ju« 
Icfet aöe» in feine cinjelncn 2fW^n jerfäQt. 2)ie breierici 24ftäcl^ner 
geben bie 2 + IgKebrigen, unb tie 48pd^ner bie cingliArigen ©tel* 
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langen. SKag anä) bcr practifd^c SBertl^ fol^cr Sctrad^tungett nid^t 
grog fein, fo ift e« immcrl^in Don Sntereffc, jn fe^en, »te pd^ fol^ 
änfgaben conftructiö löfen laffen. 

S)te ^rojection anf bic itutiUtUxflii^t lo = a : a : ^a 
tab. 6 fig. 1 gibt nng eine }toetiiiifertiig(tdlnge ^ttUwt. mit 
bcr ^ittjcic^nnng beg !DcItoeber ift bic Aufgabe nad^ ber 
Sinien^« loie 5ßunf tmet^obe getdft. 

SBie baS S)eItoeber fo loirb ani) bie gange gigur f^rametrifc^, 
b. ]§. Knfö wie red^tg, aber öorn QnberS ote hinten, cntfprec^cnb bem 
2 + Igl. @9fteme. S)ie diagonalen be« 3)e(tocberg öerl^tten ^<§ 

a : b = v/3 : V2, - 
b= aVl, toie man an^ ber Sinearprojcction auf bie SBfirfdpSc^e un- 
mittelbar aMcfen fann. S)a3 Seucitoeber 1 fäOt in bie Äantenjone bei» 
^% ©ranatoeber«, bereu gu|punft d txm äßittelpunfte Q 
um \/2 = z (ffir hQ = a = 1) entfernt ift. SJa« ^er«» 
penbifel Ql = c wirb bie neue «^e. Kun ift aber 
0^ '% pag. 90 

y = ^ . X = z« . X = 2x, 

c^ = xy = I, b = av^l ==V|. 
gotglid^ _____ 

a : b : c = v/4 : VI : V| = Vi : Vi : 1 = I V2 : 4 v^3 : 1 

a : /? : c == v/2 : \/3 : 1 = 2a : 3b : c. 

Qnv ®ntwerfung. j)er gigur ift übrigen» bie äje c gleid^güftig. 
3)agegen mu§ man toiffen, bafe bie ftumpfe 3)dtoibedfe nad^ ia gel^t, 
rpie ba» ^ßerpenbüet auf bie Oftaebcrfläd^e angibt, bie burd^ bie beiben 
t)unftirtcn Sinien angebeutet finb. 3^^^^" ^^^ I^fe* "^^ ^^ Sinear« 
metl^obc bic mx ©eiten beS 2)eItoeberg an^, fo fommt ein Oftaib, ju 
toelc^em äSürfel h, Ottaebcr a unb ®ranatoeber ds baS gugel^örige 
^ejaib bilben, aug benen bann aßc3 weitere folgt, ffibenfo genügen 
bie öier gläi^cnorte, SBürfet, Dftaeber unb jwei 2)obecae,ber gur §cr« 
fteHung ber ^unftfigur. ®enn unter einanber öerbünbcu fommen bie 
gläd^enortc ber beiben anbern SBürfelfläd^eu h, unb «bcr Ort ber 5ßro* 
jection^cbenc lo. Uebrigen» barf man nur bie breigliebrige ^rojection 
bamit öerglcid^en, um über alle ^ßunfte fofort öoßftanbig orientirt ju fein. 
Äörj)et D«t gibt 6ection«rinic 2 + Igr. ©tettung. 

h SBürfel k + oß = 2a : oo b , -öorber.Sd^iefenbft. 

ht beggl. ..:.,., a + ß = a' : b , l^intcr. Äugitpaar. 
Dftaeber ö + ^ = 2a : b ., öorb. ?[ugitpaar. 
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5lörj)er Ort gibt ©ectionSUnie 2 + Igl. ©teßuttg. 

Ol bc^gl ^ + oß == 4a' : oo b , ^int. ©d^icfenbft. 

oj beggt QCa + oß = oa : 00 b , Oucrflöd^c. 

d ©ranotoebcr . . . .' 2a' 4 /? = | : b , üorb. ?[ugttpaar. 

dl bcögl , . oa + §^ = QC a : 3b , 9Jaar. 

o 

da beggl a + oß = a' : 00 b , l^int. ©d^icfenbfl. 

ds bcögl oa H- QO /J = oo a : ob , äRebionfläci^c. 

TT ^ß^rQmibenwürfel , a' + 4/9 = a : 3b , t)orb. äuglt^jaar. 

Tri beggl a +4/? = a' : 3b , ^int. Slugitpaor. 

n% bcSgl 7 + ^ = 4a' : 2b , l^int. SSugitftaar. 

m bei^gl o -h 3/9 = a' : - , ^int. Slugitpoar. 

o 

a' /9 
ni bcggl _ + ^ = 5a : 5b , t)orb. Slugitpaor. 

O D 

4. a r 00 a . 00 b 2a 3b -.„ ^ 

" 2 3 oo oo , 

6^ gcl^t bavaug »ieber l^eröor, bag a unb a gcgcneinonber um* 
f^fagcn: a' leinten wirb a öorn, unb umgcfel^rt a' leinten a t)Otn. SRebcn* 
ftcl^cnber Äufrig tab. 6 fig. 2 in ber.®ranatoebcrebene ds mad^t btc ©a^e 
Mac: c8 entfprid^t barin bic SScrticallinic mit i^ren ©d^nitten ber Sfje a, 
in beren_ 3Rittet:punft bcr Ort bcr Scucitocberpd^ lo liegt. Q ift ba^ 
Sentrum ber Äuget, c bie aufredete Slje beg regulären ©^ftemeg, loo^ 
t)on bie ^Diagonalen ber Dftaeberfläd^en o, Seucitoeber L unb ^^ra* 
mibenoftaeber P au^ftral^Ien, bereu Orte bann nad^ oi , lo unb ps f«0[en. 
3)arnac^ mu| ber Dftaeberflöd^enort oi ^inten bem ©tral^Ie OS weld^er 
burc^ Q parallel ber gelegt ift, entfpred^en, bic jugel^örige @ection^=^ 
linie oi alfo nad^ leinten fd^Iagen. SBir moQen je^t nur furj nod^ bie 
übrigen 5ßunfte öon Ipx ^infefeen: 

Seucitoeber * 1 2a' + 3/9; li 4a + /9; h ^ + |; h ^a + \ß\ 

a 
U oa + /9 ; h 2a' + 0/9 = - : 00 b : c ; lo oa + o/9. 

^ß^ramibenoft. P ^ + f ; P* | + |/?; p» |- + 2/»; p» «' + /?; 

pi 5a' + /J ; ps - + o/J ; p« 40 + o/J = |a' : oc b : c. 
^^ramibengran. x 2a' 4- 2/9; xi 2a' + ^\ x« «a' + |/?; xs oa + |/9; 
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Saß 3 

X4 oa + ^; X6 - + J; X6 |a + 4/5; X7 2« + |-; 

X8 o«+|/?; X9 2a'+5/y; xio ooa+ -^; xii ♦«' + |/J. 

©ud^cn xoxx nun weiter bie ?ßroj|ccrionen auf ^ß^romibcnoftaeber, 
^^ramibentoürfcl unb ^p^ramibengronatoeber au^ä^fül^ren, fo bilbcn ^^ier 
bie gräd^en blog 35retede, »ir müfjen ba^er jur ©ntoicfelung nod^ eine 
öierte Sinic ober einen vierten 5ßunft l^aben, unb jwar barf aud^ l^ier 
(wie bei ber ßinearmetl^obe bie Sinie) ber Dierte nid^t mit jnjei ber öor« 
^anbcnen in eine gonenlinie faÜen, »eil ttjir fonft jtoif^en ben öier 
fünften nid^t jed^i^, fonbern nur t)ier Zonenlinien jiel^en fönnen, toir 
ptten eben bie Orte eine« SBierjonenförperS pag. 89. 

!X)ie ^rojection auf bie ^t|tamtlienfiltaebet|Ud|e a : a : 2a 
tab. 5 fig. 2 ift burc^ bie auf bie Dftoeber:* unb Seuci* 
tocberflöd^e in i^ren njefentlid^en SRontenten %t^ 
geben. 

gaffen wir bie brei Crte ber SBürfelfläd^en in^ Sluge, fo liegen 
biefelben bei ber breigliebrigen ^rojection in ben @dfen eines gleid^* 
feitigen, bei ber 5ßrojection beö SeucItoeberS bagegen in einem ftumpfen 
gleic^fd^enflid^en 2)reiedf (78'^ 28' in ber ©nbfpi^e). Wm fann auS 
bciben faft ba3 ©leid^e ablefen, nur ift ber 2KitteIpunft ber gigur beim 
Seucitoeber nad^ lo gerüdft. ®el)en xoxx t)on I)ier nad^ öorn, fo fommen 
in beiben bie Crte eines OltaeberS, ^ß^ramibenoftaeberS, ®ranatoeberS, 
^^ramibenoftaeberS. S)aö folgenbe DItaeber liegt aber f^on im Un* 
enblid^en, lioag in ber breigliebrigen ^ßrojection 2a + 2a l^at. Salier 
mug am Seucitoeber baS folgenbe k hinten erf^einen, wä^renb eS in 
ber breigliebrigen Stellung erft inS Unenblid^e fäUt. $aben toir bie 
©ad^en auf bie Äuget aufgetragen, fo barf man nur breiten, um bie 
Sage ju befommen, aber bie Silber- auf bem ?ßapiere bieten bennod^ 
mei^r. SBie baS 2)eltoib beS SeucitförperS in ben ©dfen beS gleid^feitigen 
2)reiedfS auftritt, fo baS 2)reiedE bes ^ß^ramibenoftaeberS an ben SBafen. 
3n lefetern toirb jefet ber Ort po jum SJättelpunft, unb baS gleid^fd^ent 
lid^e 2)reie(f mit ben Crten ber brei SBürfelfläc^en ein fd^arfeS, fo bag 
jtoifd^en ftumpfen unb fd^arfen gleid^fd^enflid^en ©retedfen baS gteid^^ 
feitige in ber SRitte liegt. 2)aburd^ leud^tet unS fofort bie SSertoaubt«» 
fd^aft beS 2 + Igliebrigen ©^ftemeS mit bem breigliebrigen ein, toie 
f(^on 5Reumann (»eitr. Är^ftattonomie 1828 pag. 122) l^erüor^ob. greilic^ 
berul^t bie Sad^e bereits auf ben clementarften Slnfängen ber ^ejaibe 
pag. 82. 

2)ie ßnttoetfnitg ber gigur l^ängt junäc^ft t)on ber gorm beS 
a)reiedfs ab, beffen aSerf)äItniffe id^ auS ber Sinear* 
projection auf bie SBürfelfläd^e abtefe. 2)enn ba 
bie untere gtäd^e beS Dftanten üon c : *a : ^a 
^1 gel^t, unb bie obere öon c : a : 2a, fo liegt in q 

D tt e n ft e b t , ^fi(ai09Ta))^ie. 12 
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^ebuciioni&Iel^e: ^rojection attf We $\jr<uttlbeno!taebetiI&(i^f. 



bcr Ort ber Äantc, bic l^attc S5afi8 

Pq = V^ + i V2"= I V^2 = sin unb y 1 + ^^ . 2= \/| = cos 

für bcn l^atben gläd^cntoinfd an ber ©nbfpifee. S)a^ gibt 

I ^2 : Vj = 5 V'l : 3 V| = 5:3 (§bb. SRlner. 1863 pag. 77). 

3n ben ©den ber 85a[ig liegen jttjei aBürfelfläd^enorte, am ®ipfet 

ein Dftaeberfläd^enort, e3 fel^lt al|o nur nod^ ber Ort ber britten aBürfet 

^&6)t, weld^en wir im aufriß ber ®ranajoeberfläc§e finben. 2)ic 3)ia^ 

gonafe ber Dltaeberpd^e gejt öon a : V| , bie beg ^ß^ramibenoftaeberS 

öon a ; ^ \/-j. 2)ag ^erpenbifel auf bic diagonale ber 

OftaeberfIä(^e brittelt biefelbe. golgtid^ liegt nac^ ber 

2:]^eilung beg ©reieds 




o tn 



1-1 



S)ie diagonale ber ^ß^ramibenoftaeberftäc^e ttjirb 
aber jefet in ber ^ßrojection jur Slje a, worin ber Dfta^ 
eberftäd^enort an ber ©pi^e beä ®reiedg liegt. SBir bürfen baf)er bie 
§öf)e beg 2)reiedEeg nur viermal abtragen, um jum Orte ber britten 
aSürfelftäd^e ju gelangen unb bamit bie notljttjenbigen 5ßunfte für bic 
^ßrojection ju l^abcn. S)er 5ßunft po wirb burd^ baö ?ßerpenbife( c be«* 
ftimmt, bal^er ift nad^ ber SJierjonenförperformel pag. 90 



y = 



+ b« 



_ 1 v^- 



a: X = 



\/a* + b 



? = 4V8;c« = xy = 



7» 



8:0 = 1X^4:4 = ^4:1 ober a : c = V8 : 1 = 8 V4 ^ 1. 
S)a bie $ö^e beg Dreiedg | (a + a) = |a beträgt, jo ift ber Ort ber 
Oftaeberpi^e in ber ©pifee beg 2)reiedfg (| — 1) a' = ^a'. ßtel^en 
wir nun burd^ po bie Stje b, fo l^aben wir jur_S5eftimmung : 
4a:b^ 3:5^b - -Ja = ^ \/V= \/l 

: Vi : 1 = 8a : »b : c. 

gibt ©ection^Unie S + lgL ©teUung. 



h SBürfel . . 
hl beggt. . . 

Dftaeber . 

01 beögl. . . 



+ 



02 beögl. . . . 
d ©ranatoeber 
dl beSgl. . . . 



a : b : c = \/ij 
« : /» : c = v^8 

Ort 

. . . a' 

a 

•" ' • 8 

. . . «' 

* * * 10 
a 

' ' ' 2 

i<^ +ß 

4 \ 3 



+ oß 
ß_ 
2 

+ 2ß 



— a 



= 8a' 



= a 



;+ oß 
+ oß 



QOb 

:2b 

4b 
10a : 00 b 



= 2a' 



= 4a 



= 4a 



: oob 
:b 
3b 



©d^iefenbfläd^e. 
l^intereö Äugitpaar. 
öorbereg äugitpaar. 
t)orbere@d^iefenbfI. 

, l^int. ©d^iefenbft. 
I^intereg ?lugitpaar. 
öorb. Slugitpaar. 
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Ä5tJ>et Ort gil&t ©ectionglinie 2 + Igt. ©temmg. 

d« bcggl I + 0/? = 8a' : oob , l^int. ©d^icfenbfl. 

d« beggl oa + QO /? = 00 a : ob , SWcbianfläcl^. 

Tt 5ß5ramibcntt)firfcl ~ -{■ ~ = 8a' : 6b , j^intcrcö «ugitpaar. 

o 

Tri be^gl w + iß = 8a' : |b , l^interci^ Äugitpaar. 

o 

7ti bc^gl j\a' + ^ = ?la: 4b , t)orb. Slugitpaar. 

4 ^ 

er' 
^s bcggl 10 "^ ^^ ^ 10a : 4b , öorb. «ugit^jaat. 

Tti bcggl ^ + 1/* = 2a' : 4b , l^intcrc^ Stugttpaar. 

^0 bc^gl 4- +4^ = 4— : 9— , ©äulc 2C. 

^O 'O QC 00 

TTo = a : |b : oo c ?attn man itoax unmittelbar aMejen, aber ttjill 

id^ bie gtä^e auS bem Orte ableiten, fo mug id^ ben 5ßunft m = 4- 

fud^cn, unb burd^ Umfel^rung bie giäc^e finben. 

S)ie ^rojection auf bie ^^tumtbentoittfelllfidle a : 2a : 00 a tab. 6 
fig. 2 ergibt fid^ au8 bem gleic^fd^enHid^en ^^ramibenbreiedEe , beffen 
SSerl^öItnig Safig. jur $ö^e = 4 : V5 id^ an^ ber ?ßroiection auf bie 
äBürfelfläd^e ablefe. 3n ben ffidEen beffelben an ber Saft« finb bie Orte 
jtoeicr Dftaeberfläd^en 01 unb an ber ©pi|e einer SBfirfelflöd^e hi. 
Sefet braud^c id) nod^ einen vierten ?ßunft h, ben id^ leidet burd^ bie 
nebenfte^enbe firei^conftruction fig. 3 finbe. Sluf ber bidfen 3Webian«= 
Knie hhi ber ^rojectionSebene, bie öon c : 2a gel^t, mu^ bie x in da 
britteln, tt>eil fie ber y parallel gel^t. Salier ift hd« = 2 V5. 2)iefer 
öierte ^nnft ermögli^t bie teic^tefte ©ebuction: man jiel^t bie SBürfet 
fectionglinien hhihs , fann bann jum Cftaeber' fi^reiten , unb barauf 
baS Oranatoeber folgen laffen. Siac^bem bann bie Orte hodl mit Sud^«^ 
ftaben bejeic^net finb, ergeben fic| bie 5ß^ramibenn)ürfel n aug ben 
SBürfclfläd^enorten nad^ je jtüei 11 gejogen fofort. Die SKebianlinie 
hhi = V5 für a = 1 wirb in m gefünftelt, tt)eit nad^ pag. 90 

1* . hno = 2' > hiTTo , a = hmo =z^ J^ }Jb = y/^; 

Qtto = c = VI — ^.5 = v^f , b = 4. S)a^er 

a:b:c= Vl*. 4iV^4"= >^i ^ V^l ^ 1- 
a : /? : c = V^4 : V5 : 1 = 4a : 5b : 1. 
mvpn Drt ßibt @ection«Cinic 2 + Ißl. ©tcUung, 

h SBfirfel a + oß = a' : 00b , ©^iefenbpd^e. 

12» 
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180 ^ebiiction«rel^re : ^rojection auf bie ^^tamibehtoütfeipädje. 

Äör^)er Ort giM ©ection«rinie 2+lör. Stellung, 

hl bcSgr. r+ ^ß = 4a : oob , beögl. 

h» beggl 0« + ocß = oca : ob , SWebianfläc^e. 

OttQcber . . . . ia' + ß = |a : b , ^VLQXipaax, 

01 bcggt J + 3 = 6a' : 3b , bcggl. 

d ©ranatoeber ..« + /* = a' : b , Slußitpaar. 

dl bcSgl J' + ^ = 4a : 2b , beSgl. 

ds beggt f^ + 0/? = 6a' : Qo b , ©d^iefenbftäd^e. 

6 

da be«gl |a' + 0/? = |a : 00 b , beggf. 

n ^^ramibenttjürfel - + t = 4a : 4b , Slugit^)aav. 

4 4 

^1 be^gt r + ^ = 4a : b , bc^gt, 

m beägt " + ^ = a' : 2b , beggl. 

TTs beSgl a + 2/J = a' : 4b , bcggf. 

7%A. bci^gl |a +0/9 = |a' : (xb , ©d^icfenbpäd^e. 

^6 bcgg( ^a* + oß = |a : ocb , beSgl. 

Tte bcSgf oca + oß = oa : ocb , Querpd^e. 

TTo beSgl oa + oß = oca : ocb , ^ßroicction^ebcnc. 

Sei einiger UeBung befielet bie ganje Uebertragung nur im äbfefen, 
tüQg mittelft eine« red^tnjinfli^en S)reiedfg, bag id^ burd^ ben gefachten 
$unft gegen bie red^ttüinflid^e Slje fege, erleid^tert tt)irb. ^ie bag 
35reiecl be§ ^tiramibentüürfetö jtrifdjen ben fünften oioihi liegt, fo 
ftel)t aud^ ba§ 5ßetttagint beS ^äljtpäd^ncrg (?ßt|ritoeber8) jtoifd^en ben 
Orten Ttrcoimoi gefd^rieben, tuir bürfen bie Sänge ber Seiten unb 
2)iagonalftüdfe nnr ablejen, mt bog anggejogene 5 @df fig. 4 (üer*= 
Keinert) jeigt: 

|b : 4b : 4a : |a = 4 v/i: I V^i: i N^4 : * Vr _ 

= 4 V4 : iVl : I^tV = 3 V4 : 4 \/4 : 2 : 1. 
' = 4 : 2 : Vö : 4 V5 (§bb. 3Ämer. pag. 78). 
aSie Oftaeber*, Seucitoeber*, ^tiramibenoltaeber^ fo [teilen SBürfet, 
ßJtanatoeber*, ^^ramibentt)ürfeI«*?ßrojectiott unter einanber in engerer 
aSejiel^ung. S)cnn fe^en loir bei ber aBürfelfläc^enprojection auf bie 
öier Orte beg OronotoeberS in ben Sdfen beS QuQbrateg, fo änbert 
fid^ baffetbe bei ber ^ß^ramibentt^ürfelprojection in ein lang gejogenc» 
S)ettoib, beim ©ranatoeber liegt bagegen ber vierte ©ranatocberp^cm 
ort im Unenblid^en. SlHeS bai^ gel^t ebcnfaUi^ lieber an^ ber ©rcl^ung 
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S)ebuctiond(el^re : ^tojectton auf ble f^ramlbengranatoeberpd^e. 181 

um bie Sjre b l^er))or. 9m aUgemeinfteit , aber bamit auc^ am fd^kuie^ 
rigflcn, ift 

bie ^tojircttfiii auf eine gläc^e bed Slrigonpol^eber^, iDogu n>ir baS 
getoö^n(id^fte,'ba^ ^^tantttengraitatfirliet a:4a:|a tab. 7 fig. i 
tDä^Ien n^oQen. 2)ie ^dtn bed Dreiedd bilben bie Orte üom Sßürfef, 
Dftaeber, ©ranatoeber. SJurd^.SRed^nung finben fid^ bie Seiten in ber 
aäürfelerfe ... 36« 48' 34" 
Dftaeberedfe . . 56® 14' 51" 
©ranatoeberedfe . 86^ 56' 35". 

S)ie§ 2)reiecf jeid^nen wir l^in, fud^en einen vierten ^unft tttoa in 
. ber gebrod^enen Oftoeberfante ben Ort ber jttjeiten SBürfelfläd^e, weld^en 
wir Aenfoßg leidet burd^ Sonftruction finben, ttjenn toix bie Äante 
4c : ia = c : |a im ?[nfri§ l^njeid^nen, unb ben ©c^nittpunft mit ber 
biogonQlen Äje fud^en, ttjeld^e feufred^t auf bie ©ranatoeberpd^e fielet.' 
@S geigt fic^ bamt, bag wenn ber SBürfelpd^enort oben Dom Orana* 
toeberftäd^enort 1 abliegt, \o ber untere l^, SSerl^ältniffe , bie man in 
ber ^ßrojection auf bie SBürfelpc^e abfefen fann. 3)ie|er öierte ^unft 
liefert ober blog einen SBierjonenf örper , mir bebürfen batier nod^ einen 
fünften in ber ©ranatoebcrfante , metd^e im äufrig ber ©ranatoeber^ 
flad^e c : v'2 gel^t, unb worin bie trigonafe Sfye fenfred^t auf bie Of ta* 
ebetfläc^e ftel^t. 2)a^ gibt un§ ben jtoeiten ©ranatoeberfläd^enort^ 
welcher bom Orte ber Dftaeberfläd^e gerabe fo weit abliegt, afö ber 
SBürfelfläc^enort borflber. 2)ie fünf ?ßunfte, jwei SBürfel', jwei (Sranato* 
eberorte unb ein Dttoeberort reid^en jur S)ebuction aug. 3e^t bürfen 
wir nur ben Ort ber bvitten SBürfelfläd^e ableiten, fo l^aben wir oud^ 
jwifd^en ben aBürfelflöd^enorten brei 3)obecaeberfIod^enorte; Sfte^mcn 
wir bann bie 5ßrojection auf bie Seucitoeberfläd^e jur $anb, fo fann 
man bie groge Slel^nlid^feit ber gigur nid^t überfeinen, unb barnad^ feine 
2inien jiel^en. 3)er ®eübft braucht bai^ nid^t, ba bie ^auptlinien, 
©ranatoeber unb ^^ramibenwürfet f o in bie 2Bürfelfanten fallen , bafe 
je jWifd^en 2)obecaeber d unb ^ejaeber h eine ©ection^linie be8 ^^ra* 
mibenwürfelS gu liegen !ommt. 

SBenn bie ©iftonjen ber fünf 5ßunfte rid^tig genommen finb, fo 
muffen bie ©ection^Iinien t)on brei S)obecaeberfIäc^en (didsd«) parallel 
gelten, eine ber Dftaeberflöd^enlinien (o*) mu& fenfrec^t gegen biefelben 
ftel^en unb il^r gläd^enort im Unenblid^en liegen. 3m Sentrum xo er^ 
l^ebt fid& bal^er bie Slje c fenfred^t, unb nehmen wir bie lurje^ ©tüeft 
xoa unb xob, afö SfEeneinl^eiten a unb b, fo finben wir 
a:b:c = ^yJ^i^y/S: 1. 

@o leidet bie ßinien aud^ ju jiel^en finb, fo gel^t bod^ bie ©rmitte* 
lung i^re^ S^enwertl^e^ ol^e Sted^nung bei biefer eingliebrigen Orbnung 
nid^t mel^r ab. @g finben fid^ 

hl = 2a' : |b' ; hj = 6a : 27V; hs = 4a' : |b. 
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Ig2 Sied^nun^ im äOürfelf^nttte. 

Ol = Sa, : 4b ; 02 = 4a : JV ; 
08 = 12a' : 27b' ; Oi = oa : oob. 
dl = 00a : b ; ds = 00a : 15b ; de = 00a : 6b' ; 
d2.= a : »b' ; d* = 3a' : 27b'; ds = 2a r^b etc. 
S)ie Qonenpmfit fielen jefet nid^t wel^r in cinfad^cn JBejicl^ngcn. 
aSottte man fd^icfe "^^en tüä^Icn, fo mürbe, fid^ dt ate Äye ber a cm* 
ct:r V t /-^ ... 14 28 56 112 140 ^ . .. .-x. 
pfel^Icn, benni^rc Schnitte y, "9"' y T' T ^^^^^^*^^ ^^^ 

unter einanber wie 1 : 2 : 4 : 8 : 10. 3»interl)in ift cS t)on 3ntereffc, 
ju feigen, bag Bei fo allgemeiner ^rojection baä 95ilb nod^ ganj ertrag» 
lid^c S^^Ien gibt. 

©oQ bie gigur rid^tig toerben, f mu^ man bei bem ©ntmurf be8 * 
2)reie(fg etwa« üorfid^tig t)erfa]^ren, »eil bie ©röfee beg ©reiedf« jur 
©röge ber ganjen gigur in einem fe^r nngleid^en SJer^ältni^ fte^t. 3d^ 
l^abe bal^er nur ein fleineä ©tüdE geben lönnen. Sticht man fid^ ba3 
burd^, fo ift bie ganje gigur lei^t öoQenbet. S)ie SRid^tigleit ift fo* 
gleid^ controlirt, menn man üom Drte ber gtäd^en jum SJiittelpunfte xo 
eine ®erabe jiel^t, fo mu§ biefelbe fenfrec^t auf bie jugeprige ©ectionö» 
linie [teilen. Sirifft bog j. S5. bei ben brei SSürfelfläd^en ein, bann 
toerben aud^ bie anbern red^t, tt)ie unfere gigur jeigt. 

S3ei bem "Sluffud^en ber ^jenmertl^e l^aben toir eS ]^au^)tfäd^lic^ mit 
brei ©d^nitten ber Äörper ju tl^un : ^ ' . 

1) ffiBiitfrtfdittttt tab. 7 fig. 3, b. f). ein Stufrife burc^ bie Sljen* 
ebene beg €ftaeberg (SSafalfd^nitt), wobei bie aufrechte Stfe c=a=b=^l 
gefefet ift. SBir wenben baju bie äJJittelpunftgformel 

P = -^, — + —7 — an. 

3ft mir bie gebrod^ene Dftaeberfante a : |b beg ^^ramibengranato* 
eber« a : 4a : ^a gegeben, unb id^ fud^e We ©oorbinaten beg 3)urd^* 
fd^nittgpunfteg , meldten baS verlängerte 5ßer^)enbifet aug bem SÄittet 
^unft Q auf bie Oranatoeberfante hb = d = a : b mit bemfetben mad^t, 
fo ge{)t bie allgemeine gormel für ^ = -i in bie befonbere 

^^' a+ --V-büber. 



2+3^, ' 2 + 3/M, 
gür bie ©ranatoeberfante mit il^rem Orte in « ift ah = a = a = 1 
unb fi, = 1, gibt für d bie Soorbinate |a, alfo tl^eilt d bie ^ß^ra* 
mibengranatoeberfante hht in d nad^ bem 8Serl)äItni§ 3:2, wobei 2 
an a unb 3 an Slje b grenjt. 3)enn ba a = 1 ift, fo berl^ält ftd^, 
wenn wir dht = x fe^en, 

1 : I = hht : X, X = Ihhi. 
Slud^ bie jweite ©oorbinate ift |b, aber l)ier mu§ id^ bie ®Ieid^ung 

^ :| = hht :y, y = I 
ju ^ilfe nel^men, wag fid^ t)on fclbft t)erfte^t, ha md) ber SSierjonen* 
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för^crred^nuttg pag. 90 x + y = hh» == l gefcfft »erben fann. SBir 
braud^en bafier immer nur bie Soorbinate t)on a anjutt^enben. 

2)cr 5ß^ramibcntt)ärfel n gcl^t öon a : ^b , unb f)at am Cnbc 
feines 5ßerl)enbifete 2a, folglid^ fommt für f/, = 4^ 

2 + 3/u, 2 + 3.1 ^' 
ber 5ßunft tt tl^citt alfo hhi im SSer^ältniB 3 : 4. 

?ß^ramibenttjürfet yn = a : 2b l^at am ®nbc feinei^ ^erpenbilete 4«, 
alfo ^, = 2 gibt 1 = I , hh, »irb burd^ m im Serl^ältnig 3 : 1 ge* 
t^eilt. 

er' 

5ß5ramibenttJÜrfet tt« = a : 2b' l^at -, folgtid^ ^u, = — 2, b. 1^. 

Sfi, ^ — 3.2 ^ — _6 ^ ^ 
2 + 3^1,"" 2 — 3.2"" ~4 "" ^' 
folglid^ mi^t baS ©tüdf TTjh bie ^älfte ber Sinie hht , unb Sinie TTihi 
ift l^albmal länger aU hhi. 

©ranatoeber d, = a : b' l^dt am @nbe be8 ^eri)enbifefö a' , jefft 
ift ^, = — 1 gibt bie Qafjll 3 , b. 1^. ber ^unlt d, in ber Sinie h,h 
ift t)on fj2 ttod^ um | entfernt, »enn man hh, = 1 fe^t. 

SRit biefer l^dd^ft einfad^en SRed^nung l^aben wir in ber ?ßrojection 
auf bie 5ß9ramibenn)ürfelfiäd^e tab. 6 fig. 2 bie 5ßunfte ber mebianen 
©ectionsiinie hs controlirt. ©d^reiten wir nun jum 

2) @tanatoe)irt{d|nitt fo liefert uns berfelbe jwei gfäUe: 

a) im etften ^allr tab. 7 fig. 4 auf ber ^TanatoeHrtliiiite^ ber 
langen Sinie be§ ?ß9ramibengranatoeber*S)reiedf3, bie ?ßunfte ll,op. Sinie 
M gel^t ffir a = 1 t)on a : v/2 , benn Qd = b ift tiom SWittelpunfte 
\/2 entfernt, ba^er bie Sänge ber Sinie hd = Vs, bie wir wieber jur 
@inl)eit nel^men. gür b = V2 wirb in ber obern 5ßroj[ectionge6ene 

/? = ^ = v/i = 4>/2=4b, ober b = 2/?. 

3)ag ?ßer^enbifet auf hd beftimmt ben Ort ber Seucitoebcrfläd^e 
1 = a : 2a : 2a, ba biefeS bie Äante beg ©ranatoeberS abftumpft. ®e^t 
alfo bie Seucitoeberfläd^e 1 öon a : b , fo ift /m = 1 , eS entftel^t bal^cr 

bie bcfonbere SRittetpunftgformel T-^ - a. 2)ag ^erpenbifel Qß auf 

hd , wefd^eö unS aU 3WitteIl)unMinic auf a unb /? = -Jb bie Unbe* 
fannte fi, beftimmt, gel^t öoh a : /? = a : 4b, alfo ift fi, = 2, gibt 
2 

a = -la , ber ^unft 1 mug alfo britteln. 

«uö benfelben ©rauben gel^t baS ^erpenbiW auf 1, nad^ ß', eS ift 

2 

atfo fi, = — 2 ju feffen, folglid^ fommt bie Soorbinate ^a = 2a, 

1 — J 
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b. i). ^unft 1, ift tion h fo weit entfernt afe d üon h. gär Dftoeber* 
ftäd^e = a : jb ge^t boS ^erpenbifel a : 2ß ober a : b , folglid^ 

fi, = \, gibt — — a = -ia, olfo njirb hd in o ^albirt. gür 5ß^ra^ 

mibenoltoeber p = a : ib ge^t ba8 ^ßerpenbitel a : 4/? = a : 2b , at\o 

/" = Tf ßiöt y^ ^ a = |a , b. 1^, ttjie 1 oben an a, fo britteft p unten 

an b. 

b) 3m it^txUn gfatte tab. 7 fig. 5 ^anbelt e§ fid^ in bemfelben 
©ranatoeberfd^nitte um bie gebrod^ene SBürfelfante, ttjeld^e bie britte 
Seite unfereg S)reiedfeg bitbet. S)a fie t)on a : |b ge^t, fo ift in ber 

allgemeinen formet ^ = 5 gibt ^' a. 

= a : ;b = a : 2/? gibt f4, = l J ; 

o, = a' : ib == a : 2/9' gibt ^u, = ~ 1 4 ; 

1 = a : b = a : /? gibt /u, = 2 4 ; 

1,'= a' : b = a : /»'gibt f^, = — 2 |; 

p = a : ib = a : 4/9 gibt A^ = t tV; 

p, = a' : ib = a : 4/9' gibt /u' = - i -J- 

S)amit bie Tanten alle gleid^e SJimenfionen für c = a = 1 er* 
l^alten, rüden »ir bie Sinic burd^ |b , wie fic am Körper in SBirMid^* 
feit liegt; tt)oburd^ bann bie @int|eit breifac^ größer ttjirb. 

3) OltaeHrtf^nitt tab. 7 fig, 6 wirb burd^ bie 5ßroiection auf 

bie Oftaeberpäc^e Har. S)ie ätt)ölffeiti9e ®äu(e beg ^ß^ramibengranato-. 

eber^ xo l^at bag allgemeine glä(^enieid6en 

b a b a b ^ 

c»c : a : - : ^ : - : - : ~. 
6 5 9 4 .i 

gür a = 1 ttjirb b = Vb, folgfid^ erhalten mir fn ben §origontat 
a^tn bie Qa\)Un 

S)a§ 5ßer^)enbifel, öom Zentrum Q auf biefe ^^äd^e gebogen, n)irb nun 
jur neuen Slje c , njätirenb bie ©ectionStinie t)ön xo felbft ber Stje b 
entf^rid^t. Um bie ©tüdfe linfö unb red^tS öom ^erpenbifel c ju 
finben, ^ben ttjir nur bie SSierjonentörperformel pag. .90 

a« b* 

anjuioenben : im red^tttjinflid^en S)reiede dQl mug bem entfpred^enb 
a = y/^ unb b = 1 fein, 

. folglich X = ,V : VtV + 1 = i \/Ä. 
b. f|. ba§ furje ©tüdE linfö t)on c jtoifd^en c unb -; 

y = 1 : v/ff - 3 VÄi 
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b. f). ba§ lange Stücf red^tö »on c; c' = xy = V^. 

a b 
5Run !ommen aber ftetö bie flcinften SSSertfie r- : ^ §um ftd^tbaren 

@^nitt. 3)a nun im SBürfelfd^nitte fig. 3 Qd = | V2 unfcrm | enfc 
Iprid^t, folglich 3 v^2 entfernter üom äWittcIpunfte ift, fo muffen in ber 
^rojection auf bie gläd^e beS ^ß^ramibengranatoeberg 

^ = b = I V^ wnb c = V^ mit 3 VtT muItipUcirt toerben, bann 
fommt 

»ie oben pag. 181. ©benfo pnben wir auf ber redeten Seite beg 
5ßcrpenbifefe c im SJreiecfe CI1QI2, n)0 a = | unb b = V4 ift, ba« 

©tüd jtoifd^en c unb ^ gleid^ | V^ unb 3 V2.|V'^=|v^. SBenn 

»ir uns nun ba§ 3)reie(J tab. 7 fig. 2 be^ ^^ramibengranatoeber^ 
conftruiren, fo ift nad^ bem aufriß beg SBürfelfc^nitteg bie Seite hd 
itoifd^en SSäüi-fel^ unb ©ranatoeberort 4 . i /Hi =^ | VTs; bie Seite 
jtoifd^en ho i v^3~, njelc^e burd^ ben Stjenpunft b gebrittelt »irb. §ier* 
aus pnbct fid^ bann xoa = a = ^V V^^^ 

baS gibt a : c = /^ y/S: 3 V^ = 4 VÄ • 1 » ^i^ oben pag. 181. 
Um bie SRid^tigfeit ber SRe^nung ju prüfen, bfirfen toir nur mittelft 
ber unten gu entwidfeinben Sofinuöformel 

a*b* + fififh* + w,a* 

v/a«b« + /mV 4- v^a,^ VäV + /^^b* + yja* 
ben SBinfel gtoifc^en h, = 2a' : »b' unb d, = 00a : b fud^en, fo ift 
^ = o, y = 1; iu, = 4, V, = — I1 gi6t 

a^b* + o — W 

"" ^^^ ^ \/a»b« + o + a« Va^b« + 4b« + l^a« 

3 /^_45\ 
4.14 \81 81/ 



V4.I4 \81 "^ / V4.14 '81 "^ 4.81 "^ 4 
.42 ,/ 3 ^^ ^/TTS , 3 ^ 

-u--V4n4-^W4n4 + 4 + 



25.3 



14.81 
3-42 ,/ 3 q;\/3.3 , 3 ^25.3 

4:14' vi ni-^^ V 04 + 4+1:14 

+ cos = 3.42: v/3. 84 ^9 + 3 . 14 + 25. 3 

= 42 : v/^^ V3 + 14 + 2"5 == 42 : V84'r4"2 
cos = 1 : v/2^ J V4 .... 45<>. 

5)amit ift bie SRid^tigfeit ber S^Eenelemente bett)iefen. S)enn ba bie 
SBfirfcIpd^e ba§ ©ranatoeber unter 45® ober 135*^ trifft, fo müfete in 
ber ajenbered^nung ein gelter fein, toenn bie ©oftnugformet nid^t auf 
baffclbe ^naui^ iäme. 
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^ie Keiltttttt« fül^rcn »it mcift in ber ^ßrojcctionScBenc au». Um 
ba8 möglid^ ju mad^en, muß «je c = 1. gefegt werben, toaS burd^ 
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^toifion ftetö bettierlfteUtgt »erben fann. 2)enn ptten toir j. 9. nad^ 
SBeig im f$elbf))at^ 

a : b : c = Vis : y/s . 13 : Vs , 
fo gibt bie ajimfion mit ^3 bie neuen Q(xf)Un 

a : b : c 3^ y y : yTs : 1 ; b. ^. c == 1. 

Die Sage eine« 3onenj)un!te8 P gegen bie f^tefen 
Ssen ab ift unS burd^ baS ^arattelogramm PQ ge^ 
geben, worin bie Seiten Px^nb unb Py = iiia ben 
'kttn b unb a bejiel^ungdtoeife ))aranel gelten. 

SS ift bad bie getndl^nlic^e (Soorbinatenbegeic^nung: $untt P«ma,nb. 
9Ber bie te;^cogra|)l^ij(i^e Orbnüng feftptt, fann bei fd^neUen Slec^nungen 
bie K^ennamen ab n)eglaffen, unb einfach ben $untt P mit ni,n ober 

-, - geben, je nad^bem er gange Qoi)Un ober95rüd§e bequemer finbet, 

unb fpäter bann bie S(£enbud^ftaben baneben fe|en. 

@inb bie Äjcn fd^icfwinttid^, unb ^ei^t ber eingefd^Ioffene SBinfet y, 
fo ift befanntlic^ 

(PQ)i = (Qx)»+ (Px)* ± 2Qi . Px . cos y=m«a* + n^^ ± mnab cos y. 

gür y = 90*^ xoxxb cos y = o, unb ber Äui^* 
brudt gel^t über in 

(PQ)* = m*a* + n*b*. 
®a tt)ir e8 bei ber SRed^nung ^äufig mit geftrid^elten 
f^Iäd^en m,n, ju tl^un l^aben, unb biefe ©trid^e (eic^t 
mit einem Äomma (,) tjermec^jclt werben !önnen, 
fo l^abe ic§ fd^on frü^jeitig (^oggenb. atnn. 1885 ob. 84 
. pag. 508) mid^ ber wenn aud§ nid^t ftreng matl^e«» 
matift^en SBejeic^nung meine« Seigrer« SBeiß («bi^. öert. «fab. »iff. 1820 
pag. 166) angefd^Ioffen, unb ftatt be« Äomma ein PuSjeid^en (+) gc* 
fd^rieben : ein $unft 

P = m,u l^eigt bomad^ P = m + n. 
S« l^anbelt fi^ ^ier um ein einfädle« ©^mbol, toai nid^t leidet }u 
Srrtl^um fül^renjann. ffiigentlid^ gel^t bie Sonenaje üon c nac| ma+nb, 
b. ]^. (c; ma + nb) pag. 35, aber c unb a mit b fann man afö 
jelbfhjerftänblid^ öfter weglaffen. 

S)ieSage einer @cction«Itnie wirb gewö^nlid^ burc^ 

a b 
ia^ ^cxä)txt - : - gegeben. S^re ©leid^ung ift bann 

-X + ^y = 1, weit für y = o bie x= - unb für x = o bie 
a b "^ "^ jM 

y = - werben muß. 
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.. 2)arau8 folgt t)on fetbft, bag eine Sinie /i^ivh gut ©(eid^ung 

— + -T = 1 ^at SBegen ber Icjicograpl^ifcl^en Orbnung fann eS bc* 

quemer fein, bic leitete fjorm ju gebraud^cn. 3)al^er mu§ ber ftr^'^ 
ftallograp]^ fid^ mit bciben Vertraut mad^cn. 

30ttetttmnktf0rweL 

P = ma + nb = (v, — r) a + (iu— /<,) h + (föf, — f4,v) c. 

= -TlJrJLa + J^-=-^b = ?^-\ + t-^b = ^a +^b. 
/^y, — /i,!» fjv, — fi,v z z z z 

®iltig für ben ajurd^fd^nittSpunft jtoeicr beliebigen ©ection^Iinien 

ab w a 1^ 
- : - unb — : -. 

fi V fi, V, 

S)a ber S^nenpunft P ben gußpunft ber ßonenaje bilbet, tueld^e 
t)on c aug nqd^ bem ^unlte (m + n) ftral^It, ber Slfenpunft c = 1 
ober aflen 3«>ncwpttnften gemein ift, fo Tagt man il^n aK felbftt)erftanb=» 
lid^ getoö^nlid^ toeg, fann il^n aber {eben SIngenblidt wieber ergänzen, 
toie ba« in ber erften SReil^e ber formet gejd^e^cn ift. (Sigentlid^ foHten 
toir fagen, bie ßonenaje, weld^e üon c nad^ ?ßunft P ftrol^Ct, gel^t oben 
burc^ ^unft c, unten burd^ ^unlt P mit ben Eoorbinaten 



f4V, — (A,V f4V, — f4,V 

Segen toir bann bie Qoncm^ct burd^ ^arattelbctoegung nac^ {fiv,—p,v) c, 

\o muß in ber ^rojectiongebene ^unft P bic ßoorbinaten {v,—v) a + 

{fi — f4,)h erlangen. 9Kit ^inäujiel^ung Don c ift bie gormel leichter 

l^ingefd^rieben. 

83etoet8 folgt an& ben ©leid^ungen 

a bb iw» bi) , 
— : ma = — : nb uno — : ma = — : nb. 

Ober üieUeid^t in eleganterer SBeife auS ben ©oorbinatengleid^ungen : 

i4X + VJ = l 

fi,X + i;,y = 1 

^ ^ 1 — yy ^ 1 — y,7 ^ 1 —f ^ ^ } — fi,^ 

(4, — f4,VJ ^ ^— fiV,7 V,—f£lf,X=V — fl,VX 

[AV, — 14,,V filf, — fi,V 

®ebaf|tttiftvegel. ©e^e bic SBert^e f4v unb id,v, über einanber, 
unb beginne ted|t8 enttoebet unten unb ge^e im ftreife linfö ^erum, 
ober oben unb gelie im Äreife red^tg l^erum, fo muffen für bie beiben 
erften Äudbrüdfe bie einfad^en Saf)kn , für ben britten bie freujtoeifen 
^robttcte abgejogen »erben. Älfo: 
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fiv red^t« unten (v; — v) a + (^ — fi,) b + (a«', — /",y) c, 
iu,v, red^tö oben (v — y,) a + 0"/ — /O b + (^,y — jm^,) c. 
92atiirlid^ finb babei bie f)ofttit)en unb negativen Sorieid^en gel^örig }tt 
bcrüdfie^tigcn. 63 ift practifd^, nac^ bcm JBorgangc SÄillcr'«, bic nc* 
gatiücn 2>t\6)txi burc^ Duerftrid^e über ober unter ber Sfi^X angubeuten. 
»ei)>ter. äBof(|neibetbeimgffIfemt|pag. 186 d==|a:|b rechts, bie 
s == a' : |b linld? 3R(m %&ii ben $unft P im t^orbern 
linfen Duabronten mit bem ginger feft unb f^reibt bie 
Sagten fofort ^in, toie folgt: 
/i : y = 5 : 8 (v, — y) = (6 + 8) a, 
(^-^,)=(5 f l)b, 
;il7 X " 00^-/1,^)= (5 . 6 - 1 . 8) c, 

fi, : V, = 1^: 6 14a + 6b -f 22c = /^a + tt^ + c. 
tCnKtnttitt. P-ma+nb=(i',7r— m,)a + (jm,—fi,n) b + (^,— /i,y)c 




A4F, — A«.y f^, — f*,y 
®ittig fttr ben ^^^^^^P«"'* jtoeier beliebigen fjläd^en 

a b c . a b c 
. - : - : - unb jfr-: - : —. 

©e^cn wir barin « = tt, = 1 , fo folgt bie befonbere S^nenpunft* 
forniel. S)ie f^mmetrifc^e Slnorbnung ber Sud^ftaben läßt bie aHjje* 
meine ^^ormel aus ber befonbern fogleid^ erfennen, benn Mxaw braitd^t 
neben bie geftri^elten einfachen öud^ftaben nur ein ungeftrid^elteg n 
unb umgefel^rt ju fe^en; ober bringt burd^ aRuItipßcation bie oöge* 

a b c a b c 

meinen glät^enauSbrüdfe - : - : - unb — : - : — auf bie gorm 

- a : -b : c unb — a : - b : c , 
unb erlangt fofort bur<i^ ©ejjnng öon 

ben SSetoeiS. 

§at man e§ mit SBrüd^en gu t^un, fo wirb eS Öfter bequem, fid| 
bicfer breitern gormel ju bebienen, toeiC man bonn nad| SBernl^arbi'il 
Sorgang pag. 28 nie Srüd^e be!ommt. 

»eiftitel. e« foa ber Surc^fc^nitt jweier gWc^en 

|a : 3b : c == ^ : b : - Dorn red^tä 



2-3 
b' c 
3 '2 



unb 2a : |b' : c = a : -' : ~ t)orn lintö 



gefud^t werben. SBir l^aben bann 
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|m:v:71p =2:1:3 {p,n — vn,) o,+{fm,—fi,n)h+(ßv, — fi,y) c 

f4,:v,:n, =^ 1 : 3 : 2 | (— 3.3— 1.2)a + (2.2~1.3)b + (— 2.3— 1.1) c 

— IIa + b —7c 

11 b 11 . b' 

= — a = — a + — 

7 7 7 7 

b. f). bcr QontnpnnH liegt \>oxn im linfcn Duabrantctt. 

©ud^tctt toir bett S)urd^fc^nitt t)on ^ : ^^ : 7 mit ^ - ^ -wt \o 

ptten h)ir furj 

fi V n (6.4 — 3.7) a + (2. 7 — 5.4) b + (2. 6 — 5.3) c 
2 3 4 3a — 6b — 3c 

5 6 7 — a 2b c 

b. 1^. a' + 2b liegt leinten red^t^, wenn toir ein für aöemal b' unb a' 
auf bie ©egenjeite verlegen, ^aä) ber f^)ecieQen formet würben bic 
©ection^Iinien berjelben gläd^en lauten: 

2a : 4b unb -J^a : |b. SBir Ratten: 

1 i S 1 4 i 2 1. 

7 I T _ 7T 1 -ffY 



S 6' 2 2 4 

T I T lie I TU 

ju fefecn, ba bie Äreujprobucte 28tel geben, unb l^aben bann 

24 — 21 . 14 — 20^ .12 — 15 

a 4- — b 4- — c 

28 ^ 28 ^ 28 

' = 3 — 6— 3c = a' + 2b 

wie oben. SBenn man mit SRütffici^t auf bie Äreujprobucte gteid^ ben 

größten gemeinfamen Sienner wä^It, fo mad^en Srüc^e ani) leine 

©d^mierigleit, weil jener Sienner fic^ wcgmuttipKcirt. 8lu^ iftbcrSBor*» 

tl^eil ber Änjc^auung unb ba^ SRed^nen mit jwei ftatt brei ©liebern an* 

juf dalagen. 2)ie @ac^e ift übrigeng fo leidet burd^fd^aut, ba| eiS leiner 

SBorte weiter bebarf. 

QUtx befonbere pQe gibt eiS: e^ lann 

a b 

1) bie gläd^e - : - einer ber äjen a ober b paröQel gelten, bann 

wirb baS entfpred^enbe Qexijen = 0; b. 1^. für ju, = gel^t bie gWd^e 
ber a ünb für y, = ber b parallel «Ifo gibt: 

y, = 0, P = ma + nb = (0 — y) a + Ow— jU,) b + (0 — jm,v) c 

|M, = 0, P =n ma + nb = (v, — y) a + Ou — 0) b + (^, - 0) c 

2) ®e^t bie ßinie -:- burd^ ben 9Kittel|)unet , fo l^at fic ben 
«ügbrudf 
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a b 

bettn n)aS'S[;e a :pofitit) fd^neibet, mu| 9(;e b ttegatii) fd^neiben, unb 
umgcfel^rt. SBir bürfcn halber in ber ßonenpunltf ormcl nur /«, = +00 fi, 
unb y, = +ooy, fc|cn, alfo: 

i+oov, — v) a + {fi:foofi,) b + {+oo^,jpoofi,v) c 
= v,a + fi,h + {(IV, + pi,v) c,-ba]^er 



P = ma + nb = 



(JIV, + iU,V ^, + (l,V 



gür v = y, = 1 toirb P = ^— + —^7 — . a)tcfc rin* 

fad^crc SRittel^ttnltöfotmel läßt fid^ oft bequem antoenben. ©ud^e id^ 

j. 89. toie im ^^ramibengranatoeber bie gebrod^ene Dftaeberlante a : $a 

burc§ bie biagonalc 2lje get^eilt wirb, fi> ift /m, = 1, ^ = |, fofglid^ 

a 'b 

l^aben n)ir ^— — + 7-^. = »a + |a, b. f). bie Äante »irb im 

aSerl^oItnig öon- 3 : 2 get^eilt. 3)ie ©ranatoeberfante gel^t a : v'2 , bie 

trigonale %e, wcld^e fenlred^t auf bie Dftaeberfläd^e ftel^t, ebenfate, 

a b 
alfo ift ^, == /M = 1 , alfo P = ^ + -. Diefer obgefürjte @a| tourbe 

oben pag. 182 fd^on angeioenbet. 

a b 
3ft biefe Sinic PQ = ^r : = Äantenjonenlinie, fo muß 

/M, = V, werben, unb bie 3formeI ge^t über in 

P --= ma + mb = -^^^ + -4^— 

= — ^ h — -— (Äontemone). 

3)o8 StMttnit*t*%t]t% tautet alfo m = n = — — ^ (SBeiJ, «b^. 

Setl. Sfab. 1819 pag. 252). 

prüfen ttjir an ber gelbfpotl^roiectiott pag. 186 bte bret Santen» 
Jonen | + |, 4 + 4, «. + i, fo ift für bie 

erfte | + |: m = ^^,- u = ^3, = ^^h' ^ = iTo' 

aweite i + 4: o=j-^,d = g-L^,xi = ^4-f, 
y 3 — 0~ ^' 
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8 - 3 "^ ■^• 



t = 



5 + 0' 



s = 



6 - 1 ; 



Da0 Üantenjontngrfei^ 
ift im ©runbe nid^td n)eiter ald ba^ ^ataUelogtattim fett Jltafte, unb 
tDtrb baburc^ jum tiiid|ttsften ®e{e^e bet ^v^ftaUo|}ta^|te. Ratten 
lüir jtt)ct Äräftc 1 = | , unb conftruirten baraug bag ^araßdogramm, 
fo ttjirb bic ßäng^biagonale Qp burc^ bie Duerbiagonale l^alBirt, weil 



1 + 1 
geviertelt, tueil 
jection 



1 



1 + 8 



= 4 ift. 3)er SetoeiS liegt aud^ in ber ?ßro* 




1 • « 



= X 



• 1 



X, ober 1 + 4 : i^ =1 : X, b. §. X == 4. 
§ätten iDir bie Duerbiagonale - : - , f f d^nitte 

ftc öon ber ßäng^biagonale ob. 

©d^reiten wir jefet jum ^ejaib (?ßaraaelepipebum) , au^ ben Stfen 
abc conftruirt, fö fd^neibet ab t)on ber {RefuI* 

tante Qp = p bie ^älfte | ab. 3)a« ^araQe* 

logramm QpPc ^at jur fiängSbiagonale QP, 

toeld^c mit ber SRefuItante be§ ?ßaranele^)ipebg 

jufammenfäüt. (Sine ßinie von c nad^ ^p gc* 

, b. \). eine gfäd^e a : b : c toirb bie trigonale 

fd^neiben, »eil ^ , , , , = | ift. ©ine 




jogen, muß fie britteln, 

«je (etfenaje) QP in i 

a b 
attgcmeinc gläd^e 



c 

7t 



1+1 + 1 
fd^neibet bal^er 



- ab. S)a3 

fi V 7t ' ' ' jM+V + TT 

aHci^ fließt unmittelbar au§ beut einfad^en SSantenjonengefcfee. S)ie 
Är^ftattflä^en finb aber nid^tS toeitcr ate ber ©ffect fold^ jiel^cnber 

Gräfte. SBir mad^en un« bag am 
bequemften im regulären ©^ftcme 
!tar. Denn l^abe id^ einen ©tral^l 
Qx = 3a + 2b + c = 3 + 2 f 1, 
fo befommt für rcd^ttoinflid^e Äjen 
eine fcnfred^t bagegen gelegte glücke 

ben ?lu3brudf ^ : ^: c=i+i+l 

pag. 165. S>er getuö^nlid^e 48fläc9ner 
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|a : 4^a : a f)at bafjtx jum ^crpenbifet btc Siiric Qx. 3n ber Sbcnc 
ab ift d = a + b, b. 1^. eine ®bene fenfre^t gegen biejen ©tral^ d 
gibt ba^ ©ranatoeber a : a. Sbenfo öerpit [id| di unb di. 3^^^ 
id^ in ber Slfenebene ab ben ©tral^I Qd, \o trifft berfelbc q = 2a + 2b, 
wag man = a + b fe^en fonn, benn eg ift gleid^giltig, ob bie Sufltta!{t 
anf d ober q toirft, njenn beibc tp einer 9ii(|tung liegen. Der ?ß^ra* 
mibennjürfel tt = c + 2a toirb a : ^a : 00a , ebenfo tti = a + 2b 
unb 71» =» c + 2b. S)ie ®dfe w = c + 3a toürbe einen nicbrigern 
^ß^ramibenwürfel a : ^a : 00a unb @rfe r = 3a + 2b einen ia : |a : 00a be*» 
ftimmen. 3)er ©tral^l Qo fü^rt un^ jum Dftaeberträger a+b+c=a:a:a= 
1:1:1, ber nur einzig im Oftanten fein !ann. 2)aÄ Seücitocber 
1 = a + c + 2b = a : a : 4a unb h = b + c + 2a Würbe im fünfte 
a + b : 2c beft britten ©tra^l ^aben, wcld^er auf ber gigur nid^t ge«' 
jeii^net ift, bagegen ift X = b + c + 3a = a : a : ^a bag niebrige 
ßeucitoeber Dor^dnben. 5ßunft p = 2b + 2a : c = 2a : 2a : a gel^ört 
bagegen bem ^ß^romibenpftaeber 4a : ^a : a = a : a : 2a. ?luf biefe 
SBeife lönnen toir ung bie ©trauten ber jiel^enben Äräfte leidet Mar 
mad^en. SWan fann aud^ bie Gräfte toieber componiren: fo ift Ql bie 
SRefuItante üon 2b + a + c, Qdi aber bie JRefuItante tjon a + b, alfo 
ift Ql bie Jftefuttante tjon 2b + Qdi :c. 

%nx Slnfänger ift e§ gut, fid^ an fold^en nad| ben ?Cjen orientirten 
^cjaiben bie öerfd^iebenen äRetl^oben ffar gu mad^en. §ätten wir 
nebenftf]^enbc3 ted|ttt»tnnid|e §e|aib mit ben breierlei Äantenlängcn 
abc, entfpred^enb ben ©oorbinatcn xyz orientirt, fo 
ift bie biagonale Qm\ä)mait d bie 9iefultante ber 
ff Sröfte ab, bagegen bie trigonalc ©dfaje t = t, wic^ 
ber bie 3iefultante ber Äräfte cd , wie bag ?ßaraBeIo«' 
^gramm QPPic geigt. Sei ber Sinearprojection legt 
man gewö^nlid^ aUeö burd^ ben ?ßunft c, unb fud^t 
fid^ auf ber ?ßro|ectiongebene ab ju orientiren. Unfere 
ßonenaje t, weld^e üon c nad^ bem $ßunfte P=a+b 
"yftral^lt, eutf|)rid^t ber SRefuttante ber brei burd^ bie 
Äjcncin^eiten abc repräfentirten Sräfte. SRac^t t mit c ben SBintel y, 
mit b ben SBinfel ß, mit a ben SQSinfel a, fo ift in bem rcd^twinfCid^en 
Sreicde PQc ober PPic 

t : sin ß = c : cos y , t = — — , 
' ' cos y 

ba sin R = sin 90® = 1 Wirb, ©anj ebenfo finben wir 

cos ß cos a ' 
benn eg ifi einerlei , weld^e ber mer edfajen QP,, cP, bT, aT wir 
toäl^fen, wir betommen immer biefclben brei Äjen abc unb brei SBinfel 

(xßy. S)a nun ferner 

Ouenftebt, ^ftoaodxov'^ie. 13 
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t» = c» + d» = c» + b» + a» = -^, = -^, 

cos y* cos /j* 

ift, \o folgt fofort bcr bcfanntc @o| bcr äJied^anif 

cos y* = , , t^o , — 8 
' a* + b* + c' 

a* + b* + c* 



a» + b'+c* 

8 , /?! . , a« + b« + c* , 

cos a* + cos a' + cos y' = ^ . , , . — = = 1. 
' a* + b* + c* 

3ta^ ber onbem Slnfd^auung legt man bie Qonenaic i, burd^ ben äÄtttct 
|)unft Q, bonn ift bic SRi^tung ber Sinic t in SBejtcl^ung auf 8lje c 
entgegcngefctft, »aö namentlid^ tjon @influ6 auf bie ©ontrolformel tt)irb. 
SBir bcfommen bicfe nac^ unferer Sntwirfelung m/i + nv = pyr. %a^ 
gegen muß für bie aWittcIpunftg(age ber Qomnait 

mfd, + nv = — p«; ober m/u -f nv + p^ = 
toerben. äRat^ematifer lieben e^, bie ß^^^^ttasen burd^ ben äRittelpunft 
ju tegen, unb aUe möglid^en Sagen berfelben burd^ bie Soorbinaten abc 
ouf ber Äugelfläd^e ju fijiren; S)a ber redete SBinlet für bie Slfec^nung 
aSereinfad^ung gemalert, fo benft man fid^ [tatt ber 9iefuftanten ^cr|)en* 
bifel auf bie, gläc^en gefällt , unb fijirt biefen ?ßunft (gfäc^enort) auf 
ber finget. §ätte biefe gläd^e fenfrec^t auf t, bur^ ben ^nnft P, ge* 

legt ben «uSbrudf -:-:-, fo wäre im SJreiedfe - Q - ber red&te 

SBtnId (R) bei P,, folglich 

- : sin E = QP, : cos a, sin R == 1 , gibt 

QP, — - . cos a. 

®anj auf bie gteid^e SBeife finbet fid^ baffelbe 

b c 

QP, = - . cos /? unb QP, = - . cos y, 

too mic Dorl^in aßy bie SBinfel bebeuten, toeld^e bag ?ßerpenbifel t, mit 
ben entfpred^enben Sljcn abc mad^t, bal^er ift 

QP, = - . cos a = - . cos /? = - . cos y, 

befanntlid^ pag. 70 ber f^unbamentalfa^, tooi^on SRiller auiSgel^t. 

Setrad^ten toir bie ^rojection be^ regulären Softem« in SSejicl^ung 
auf SiefuUanten unb ^er^)cnbifel, fo faUen beim SBfirfel, Dttaebec unb 
©ranatoeber SRefuItanten unb $ßerpenbilel gufammcn, bie Seucitoibe 
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- : a : a uttb ^^ramibenoltaeber ma : a : a üertaufd^en bagegen 9le^ 

fultantcn unb $ßer^)CttbifeI mit cinanbcr. S)aS Scucitocber c : 2a : 2a 
\)at in bcr ^rojectionSebenc ben ?ßttnft bcr SRcfttltantc in 2a + 2a, bcti 
^unft fcinci^ ^erpcnbifcte bagcgcn in ^a + ^a; beim ?ß^ramibcn* 
oftaeber c : 4^ : |a ift ed bagegen umgefel^rt, fie t>txf)ciltm fid^ alfo 
teci|)rof. 2)affe(be gilt im allgemeinen k)on ben S(c^tunbt)ier2tgf(ad^nern 

a:— a : -a, fic üertaufd^cn i^rc {Rcfultante mit bcm ^crpcnbtfel anf 

a : ma : na. dagegen ift beim ^^ramibentoürfel 

a 
a : ma : 00a = a : — : 00a, 
m 

bic erfte gläd^c liegt für m = 2 Mo« oben, bie anbete nnten, eiJ ift 

ballet anc^ bad ^erpenbifet auf bie eine f^Iäd^e jugleid^ bie 9leftt(tante 

auf bie anbere. S)iejel6e ©igenfd^aft l^t aud^ ber SCd^tunböierjigfläd^ner 

a : ^a : 4» = 4a : 2a : a, 

too jebe {Refultante jugleic^ bog ?ßerpenbifet ber anbern reciprofen 

gläd^e fein mu§. 

S)ie Sied^nung ber fiänge biejer Slefultante ift nad^ ber toeiter unten 

enttoidfeltcn ©eitenwinfclformcl fel^r einfac^. SQSir fefeen Mog jur Drien« 

tirung in bie Äjen y = c : 2b : 4a, fo ift 

cos=:l + mm, + nn, : V l + m^n ^ Vl+m.'+n, ', gibtfflrm=4, n=2 
= l + 4m, + 2n, : Vl + 16+4 Vl+m,*+V_ _ 

m,=n,=0 cos y=l+0 + 0:v^2T v/l + + 0=V'^,co8 y«=7V 

m,=0,n,=c».cos/»=l + 4c»+0:V|lv^l + + c»*=4V^,cos/»'=^f 
m,==r(X),n, = o.cosa=l+0+2(X): V2iVi + (X)^+0=2v^,cos«*=:yV 

cos a*+cos jS'+cos y'=jT=^- 
SBenn nemlid^ bie ^onenaje Don c nad^ 4a + 2b ftral^It, fo gel^t äje 
c bnrd^ ben gemeinfamen ?ßunft, il^r 3^"^«^""'* '^^9* ^^¥^ im + 
auf ber ^rojectioni^ebene. Dagegen mu§ id^ nun auc^ äje b burd^ 
ben gemeinfamen ?ßunft c legen, bann ftral^It fie Don c <>arattel ber 
äje b in8 Unenblic^e, bal^er für fie n, = 00. ®benjo a burd^ c ge? 
legt muß m, = c» toerben. 

2- 5ectMn«lltttenfortiiel- 



ab a b c 






jM y n, — n m — m, mn, — m,n 




mn, — m,n mn, — m,n , N 

— — — a : b — 

n, -^ n m — m, n, — 


— a 
n 


N 


m — m, 






13* 


.' \ • ' > . ' 
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Se^t ftnb jttjct S^nenpuitlte P = ma + nb unb P, = m,a + n,b 

a b 
gegeben , id^ joll bie burd^gelcgte ©ectionSlüiie - : - 

finben. Daju genügen toieber bie jtt>ei ©Icid^ungen: 

1 11 .1 11- 
_ — :m=-: n unb — : m, = - : n, 

Imv m, V l n fi n, /u 




ft V ' l — mv V 1 — ii,y»' ^1 — m/W ^ 1 — ßi//" 

m _ m, n __ n, 

1 — nv ~~ 1 — n,v 1 — m/w 1 — m,^ 

m — mn,!' = m, — m^iii' n — m,ufi = n, — mn,jM 

m — m, = (mn, — m,n)v (mn, — m,n)fi == n, — n. 

m — m, n, — n 



mn, — ni,n mn, — in,n 

rw/* . a ^ c 

Slflgemem: — 




n,p — np, mp, — m,p mn, — m,n 

SBir fommen anf biefe SBeife ju berfelben ©ebäd^tnigregel, toie bei \ 

ber 3onenpunftformeI, nur xoa^ bort 2RuIti|)Iicator roax, ift l^ier S)iöifor. ! 

83etf)itel. Sie mittlere ^^ramibengranatoeberfläd^e |a : 2b : c unten 

linK. fällt red^tS in bie erfte Äanteujone a + b unb 

a b 
linfö in bie Siogonaljone o — o"- ^^^^ bürfen wir 

bie Srüd^e nidjt umfel^ren (inüertiren), fonbcrn muffen 
fie l^infteUen , unb bann gang toie üor^in tjerfal^ren. älfo : 
1 1 .-. . a ^ b c a b . c 

= |a : — 2b : c = |a : 2b'. 
9lad^ ber allgemeinen gormel ^ahcn toir gu fe^en 



1 1^2 " — 1 . 1 — 2 . 1 • 1 . 2— 1 . 1 • — 1 .1—1.1 
* b:-^ = |a:2b'. 



— 3—2 

aSeil bie ©ac^e ju fperrig wirb burd^ bie Slenner, fo Wnn^n wir 
jut ^Ibfürjung bie 3^^(c>^ wegfaffen, muffen bann aber bie gefunbene 
Qaf)i untle^ren. ^^läd^e o im |$e(bfpat^ pag. 186 fäQt leinten in bie 
gonenputrfte 4a + f unb ^a + |. SBir fegen l^in 



(5 — 7) a : (21 



i \ ^ii 


^^ nibt 


1 1 II 

25) b : (3 - 
a : 2b : c, 


TT 

- 5) c == — 2a 
b. |. a : ^b. 



—4b : —2c 



3nr Slbffirjung Brauchen »ir nur bie Sanier 21, 7, 25, 5 j^in«' 
gufc^reiben, unb blo3 ben Slenner 35 im ©ebäd^tniß gu bel^altcn wegen 
beg Äreugprobucteg , welche« man nic^t mit ben großen, fonbem mit 
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ben flcittcm SBrüc^cit tnad^t, toeit fid^ bann ber Slcnnct ttcgmulti^jlicirt. 
S>enn tooDten toir mit ben großen Srüd^cn rcd^ncn, fo fämen 

(— — ~\ . /21 25\ / 105 175 \ 

V35 35/ ^ • \Sb • 35/ \35 . 35 35 . 35/ 

— 2 — 4 , — 70 ^ 

• =-35-^^l5-^-*3T:^"=-^^^-^*^^'-2"^^^2b:c. 

®icfc8 große Äreujprobuct öcrmeibet man, toenn man ftatt 

^ ' ^5 175 

35 . 35 35 . 35 
bie Hetnem Srfid^e » . 4. — » . 4. = -y^ — ^»r fcfet, mcil bonn ber 
yttmtt gar nid^t me^r nöll^ig ift. äRan fd^afft fid^ auf biefe SESetfe bie 
Srüd^c leidet au8 bem SB'ege, nnb red^net bann mit ber Hcincrn über*» 
lesbarem gormel ebenfaQ« fel^r gern. Slod^ ber allgemeinem gormet 
l^ätten h)ir 

5 \ 7 folgtic^ (1 . 5 — 1 . 7) a : (3 . 7 — 5 . 5) b : (3 . 1 — 5 . 1) c 

= — 2a : — 4b : — 2c = a : 2b : c, 
»ie oben. S)a8 iRed^nen mit gongen Qa\)Un unb brei ©liebern gett)äl^rt 
jtoar einen Keinen Sortl^eil, aHein bie Uebertragung auf bie gigur ift 
mit gtt)ei ©fiebern unmittelbarer, unb ba man fi(| in ben meiften %&üen 
bie Srüc^e fofort auf gleichen SReuner bringt, fo ftnb bann gmei ©lieber 
toieber bequemer. 3Da übrigeni^ bie JBrüd^e ber go^^i^P^^^^^ gleiche 
Slenner l^aben, fo ift bag britte ©lieb ebenfaßi^ immer abjulefen. 

95ei ber änwenbung ber Qontnpmtt* unb ©ectionölinienformel 
toerben bie tateinifc^en SJud^ftaben ftetg ate SKuItipIicatoren , bie grie» 
^ijc|en bagegen ate S)it)iforen genommen. 9iur baburc^ ift ber gleid^e 
®ong ber g^^rmelbitbung ermöglid^t, bie fid^ aufeerorbentlic^ leidet 
merfen lägt. 

S)er ©teid^mägigfeit Wegen l^abe id^ frül^er aud^ bie ^onenpunlte 

mit 3)it)iforen bejeid^net, nemlid^ — + - unb 1 — . S)ann bürfen 

totr nur m =5 — , n = -; m, = — , n, = — feben, um fofort jur 
m n m, n^ 

alten formet 

a b in,ii — mn, m,n — mn, , r„^* .^ c *\ 

- : - = — —, ^r a : — -. ^ b (S)it)iforenformeI) 

fi V mm,(n — n,) nii,(m, — m) 

ju gelangen. ©e|en n)ir je^t in obigem Seijpiele m = n = 1 , m, == 2, 

n, = — 2, fo fommt fofort |a : 2b'. SSäir braud^en nic^t umjutd^ren. 

Sefdnbert ^äUe gibt e$ mehrere. 

1. Siegt ?ßunlt P, in ber Slje a ober b, fo wirb m, ober n, = 0. 

gür n, = liegt P, in Äje a, ba8 änbert bie ^oxmet fofort in 

ab — m,n , in,n , 

— : — == m.a : b : c =» in,a : b : c. 

• fi V m — m, m, — m 

Digitizedby VjOOQIC 



198 SonenUffVf: ©ectiotiSlinicnformel. 

gür m, = liegt P, in «je b, bann »irb 

a b mn, , 

__;_=: a : ii,b : c. 

fi V n, — n 

»eif>i(I. gelbfpatl^ h = a : |b gel^t burc^ a unb 3ottCttt)untt 

iV + TTf <^^o ift m, = 1, m = tV. d = :rTi öi^t 1^°!!^^ == t- 

2. Siegt ^unft P, in ber »antcngone, fo ift n, = m,. ®ie 

gormel »irb 

a b m, (m — n) m, (m — n) , 

- : - = -^ ^ a : —^ b : c, 

fi ' V m, — n m — m, 

wa^ leinen toefentlid^en SSort^eil l^ietet. SBürbe bagegen aud^ ber jtt^eite 

$ßunft P in eine nebenfiegenbe Äantenjone faHen, fo mü|tc +n = 4:111 

werben, nnb bie gormel übergeben in 

a b _ m,(m + m) ^ m, (m + m) , _ 2iiim, 2mm, , 

/4 ' V m, + m * m — m,. ~" m + m, ' m — m, * 

3n biejem fJaQe tt)irb bie gormel einfad^er, »enn wir bie ^onenpnnfte 

a b 
nid^t m,a + m,b unb ma 4- mb, fonbem mit a)töiforen — + — unb 

^ ' ' m, — m, 

a b 

- H — bejeid^nen. Sann ge^t bie formet über in 



mm, * mm, , 2a 2b ,^ .^ -. - . 

■z f a : f b = — ; : (3wtfd^enIantettjonem 

JI_JL_ JL^ 1 m + m, m — m, ^'^ ^*^ 

m m, m m, 
formet). 

SRatürlid^ ergiebt fid^ bag aud^ unmittelbar aus obiger S)it)ijorcn* 
formet ber Qomnpmttt, ii) barf barin nur n, = m, unb +n = +m 
fe|cn. 

äJeif^iet. gctbfpat^ pag. 186 n = a : - liegt in ber üorbern 

Äantenjone = { unb in ber l^intern = 4 ; f otgtid^ für 

bie jwifc^entiegenbe Äje b = ^b , für bie augenfattenbe 

1 + 1 

Stäche d = |- : - tiegt üorn in ^^^^^\,^mttnxn^'^^=^^; 
fotgtid^ für bie jtoifdöentiegenbe Stje r^-r-^h = jb; für bie außen* 
faltenbe ^ _ a = 4a. ®a8 
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Q»i\iSitnUnUnimtn%t\ttt lautet alfo: 
L. L = _l±_i . iJLL 

gütig für nebcnliegenbc Äanterijoncn - + - unb — ^ -. ©erabebicfc 

Sinfad^l^eit 6eiber ©efe^e, mii)t bie @d^nitte ber ßantenjonen^ unb 
ÄEcnlinicn mit einanber üerWnben, Ifißt uni^ gern bte"Umfcl§rung bcr 
SBrüd^e mit in ben ftauf nel^men. 

3. Siegt P, = m,a + n,b im ÜÄittcIJJUttfte, fo »ttb m, == n, = 0, 
unb bie ©ectionSlinienformet gel^t aber in 

— : - : - = Oma : Onb' : c = ma : nb' : 00c. 
— n m 

S)a8 ift bie Slid^tung einer ©ectionSlinie , weld^e t)on P au8 nad^ bem 

ERiftetpunfte gejogen »irb. SBäl^Ite id^ bie Diöiforenformel, \o mü^e 

m, = n, = c» gefegt Werben. 68 Kme bann 

a b ^ a^ b 

— 00m * oon 00m ' oon' 

S5ei ©ubftitutionen toirb \)on biefen gormein ©ebraud^ gemad^t. 

3- ißeMttJunjSjUic^ttnj (eontrotformel). 

a b 
Siegt ein ^oneupunft P = ma + nb in einer ©ectionStinie - : -, 

fo finbet bie 93ebingung8gteid^ung ftatt:- 

_. -j, T^^ m|u + ny = 1. 

^^^J 2)enn e« öer^t fi^ : 

\l l 11 1 1 — ny , , 
{ ~:m=:-: n = -: =1:1 — nv 

1 jM V V V V 

1— nv ^ , 

= m, 1 = mjM + nv. 

S)iefer @afe bient jur ©ontrole ber {Red^nungen unb ?ßroj[ectionen. 

»elftliel, gelbfpat^ pag. 186 o = a' : ^ bilbet mit iu = |^ : ^ 

einen gouenpunft P = |a' + -j-b. S)enn e8 ift 

J_ 2^(— 4 — 2)a + (1 — 3)b + (— 4 — 6)c 

3 4 = 6a + 2b + 10c = |a + ^b. 
goIgTid^ m = I, n = 1; f* = 1, V = 2, gibt aö ^robe 
:i^ m^.+ ny = I . 1 + 1 . 2 = 1. 

SRur einige Uebung, unb ein »lidt jeigt bie Slid^tigfeit ber 
9ted^nung! 

©e|en »ir in biefer Eontrolformel m = n, fo fommt fofort ba» 

ftantenjonengefeft m = — — . 

^ - • Digitizedby VjOOQIC 
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Smuenteiti lautet bic JöebitigunflÄglcid^uttg m^ + nr = p^. 2Bir 

l^abcn bann bic ?lu8brfi(fc 

abc^^, c .1.. J^.i^i., 

-:-:- = — a:-b:c uno ma + nb + cp= -a+ -b + c 
fÄ V n 14 V PP 

im 5luac, unb bürfcn nur ju = ^ , v = -; m = ^ , n = - fc|ett, 
" ^ 7J m P 

nm fofort bie allgentcinftc ®tei(^ung ju erl^alten. 

Unjcre gonenajen [tral^Ien immer t)on einem fünfte in c nad^ 
ber $ßrojectiongebene. Segtcn toir fie burd^ ben 3Kittelpuntt ber $ro* 
iection pag.194, jo würbe c negatiü, bie ©teid^ungcn müßten bic gorm 

m^ + nv + 1 = unb m^ H- nv -f pTT = anncl^mcn. 

SKögen aud^ bieje brei (für fd^iefe unb red^twinflid^e Äjen gütige) 
gormcln auf längft befonnten ?tu«brüdfen ber anal^tijc^en ©eometrie 
bcrulfen, fo verbreitete il^e Äntüenbung ouf bie ©ntwidfelung ber Är^* 

[taUftä(^en au8 3^"^ ^^^ ^*^ f^ ^^^^^^ Si^*^ ^^^ ^^^ i^w^^ S^^t ^i^^ 
®^)od^e in ber »c^anMung batirt. SBei§ (^i^. S3err. SÄfab. 1820 pag. 169) 
fefete baS juerft auSeinanber, unb i^m folgte atebalb fein ©d^üler 5- 
@. SReumann (»eittägc jut Är^ftattonomie 1823). 2)aS S5e[treben ber 9?ad^«* 
folger lonnte nur bal^in gelten, ben öorgejeid^neten SBeg in möglid^ft 
bünbiger SBeife bargulegen. 3n ber gefd^id^tUd^en Einleitung pag. 28 
würbe f(^on auSeinanbergefefet, wie fid^ ber talentooKe SSorgänger Sern= 
Ifarbi baju öerl^iett, ber juerft in ©eutfd^tanb (©d^ren's Soum. für ©i^cm. 
^^\)\. aRinctai. 1807 pag. 157) bie unoollfommene 3Ket^obe ^autf^ fiegreid^ 
angriff, unb wirHid^ öerbefferte. SBir ^aben nid^t blog ben einfad^ften, 
fonbern aud^ ben anfd^autid^ften SBeg eingefd^Iagen. 

aStmetlttitB. Unfere aied^nung gel^t in ber ^rojectionSebene t)or 
fid^. $aben wir barin irgenb einen 



3onen^3unft m + n =fe ~ f- 



y , AI — A^, 

z 

pag. 188 gefunben, b. I^. l^aben wir bie ©leid^ung 

m : n = -^ : ^ ^ , f o ift - = . 

z z ' n fM — /u, 

SSbxx biefe braud^en wir, benn bie ©ection^tinie ift bloS eine 3nöertirung 
pag. 195: 

11 N N ,|Mn, — n 

• — • ober - = 



(4 V TL, — nm — m, v m — m, 

Äommt nun ju ben beiben gtäd^en - : - unb - : - nod& eine britte 

a b 

— : - Ifinju, bie in ber gleid^en ^mt m + n liegt, fo ift 

m VI — V v% — V Vi — VI 



n fi — fii fi — fi% fix ~ fi2 
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^VLi biefen brei ©leid^ungen folgt 

mfi + nr = m/a + n^i 
m/M + ny = m^ + nri 
m^, + nv, = m^2 + nw , 

baS gibt brei 2){t)iftonen, xooxaui 

m^i + nyi m^ + nr m^M + ny 



1 = 



folgt, toaiJ nur unter ber Sebtngung 

1 = mfi + nr = m^i + nri = m^i + nvi 
m8gK(^ ift pag. 199. 

©eien jje^t fiv unb fi,v, bic ©oorbinaten ber S^nenipunfte unb 

— ; - bie Sljenjd^nitte; fo fönnen toir au^ ber erften SebingungSgleid^ung 



m 



1 = mfi -f nv 



1 — mu . 1 — nv c, . 
— unb m = finben. 



S)ag in bie jtoeite JBebingungögleid^ung 

1 = mfi, + UV, gefegt, gibt 
1 _ jjßu Y — Ulf 

1 = m/u, + ^ V, unb 1 = — — II, + Txv, , 

V = mn,v + y, — nijMy, unb ^u = iw, — n^,y + n/uy, , ober 
m(^, — ^,y) = y, — y unb /w — jM, = n(/*y, — ^,y) , ober 



m = 



v, — v 



unb n = 



~ iL 



b. ^. 



10, — fi,v /^y, — fi,v 

bie ©ectionglinienformel, wenn man ftatt ber gried^ijd^en lateinifd^e S3u(§* 
ftaben unb ftott ber lateinifd^en gried^ijd^e fd^reibt. 

ilerbtnbung vm ^oneniiuukt- unb Serttoueltutenforntel. 

8ei)9 ((gbinktgi^ ^i^irof. gourn. 1822 VI. 227) tntxoxdeltt biefeu @a^ 
ollgemein mittelft Soorbinaten, freitid^ o^ne SBei§ ju fennen unb ju 
crioäl^nen. ©egeben finb üier gtäd^en 

mia : nib : pic , msa : nsb : psc, 

msa : nsb : psc , m4a : n4b : p4C, 

bie in einem beliebigen Dftaibe liegen muffen; ge^ 

fud^t toirb 

msa : nsb : nsc, 

toeld^e in bie ßonen 1,2 unb 3,4 faßt. SBir befommen 

ba^er bie fünf ©leid^ungen: 




^ + y + ' = 1 

msa nsb psc 




mia nib pic 




^ + \ + ' = 1 

msa nsb psc 


etc. 
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©limitiirctt ton au8 bcn fjläd^cn 1,2 unb 1,5 bic z, fo Bcfommen toir bic 
©Icid^ung bcr ^ßrojcction il^rcr SJurd^fd^nitt^Iinie auf bic ÄjeneBcnc ab 

mia mb c ^ 

P??+F? + ^ = p, 
msa nsb c ^ 



(iS-i:)^(s-s)[--p'-p-(W"'A 

S)a bte Beiben gonenlinien 1,2 unb 1,5 parallel gelten, fo muffen eg auc^ 
il^re ^rojectionen, folglid^ bic Goefficienten t)on x unb y beiber ®tet* 
d^ungen ^ro^jortional fein, b. I^. auf bie gorm 

m»pi — iQip2 X nspi — mp« y _ 
mims (pi — p«) a nin2 (pi — ps) b 

mftpi — mip6 X nspi — nips y _^ 
miiQ6 (pi — ps) a Hin» (pi — p») b 
gebrad^t, mfiffen bie Äreuä^Jtobucte gleid^ fein, alfo: 
m>pt — mip« n5pi — mps __ n«pi — mpj mspi — mips 
mim« (pi — p) ' nms (pi — p») ~" ntm (pi — p) * mtm6 (pi — p) 
m*n« (mspi — mtps) (nspi — mps) = mm» (inpi — mp«) (möpt — mip) 

pip (miDs — nnnt)=miina (n«pi — ntp«) — -r- mns (nup — mtp) — . 

Shtrd^ einfädle SSertaufd^ung finben toix bie ©leid^ung üon 3,4 
unb 3,5: 

psp (msn* — 104118) =m8m4(iup8 — nsp) — — n8n4(in4p8 — m8p)^; 

®arau8 leitet Seü^ ab: 

(_2__J_)/A__ M + (J__JL)(JL_J_\ 

p6 \m8p4 mipa/ \1n2n1 mm«/ \nnp mip«/ \m4n8 maB4/ 

\iiip« iiapi / \m8p4 in4ps/ \m«pi mip«/ \n8p4 lup/ 

®urd^ SSertaufd^ung t)on m mit n unb^umgefel^rt fommt 2!. gjer 

Slenner, b. 1^. ber SBertl^ üon p», änbert ftd^ babei ni(^t. gürini=ni 
unb nn=nt tt>irb bag erfte ®Iicb ber formet = 0, unb biefelBe gc^t 
über in 

1 

ps _ pö m4n8 — m8n4 

m5 ÜB 



\nsp4 n4p8/ Xirnp m4p8/ 
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Z)te Sied^nung ift gioar elegant, aber toir gelangen mit unfern f^omteln 
bod^ lei^ter jum 3^^^- ®^ ^i^b 

?_ ^ (y,— yt) (/ia--^4) — (^1— ^.) (yj— y,) ^ 

^ {fu—fju) (lAtVi—fuvi) — ifii—fii) (fißVi—fim) 

b_ ^ (y,— yt) (^8—^4) —liu—i») {V^—Vt) ^ 

Vh (ya— yi) {finvi — fjMfi) — (y4 — ys) (^y4 — ^y») 

für bic gegebenen gläcben —-,--,--,*-. 

2)enn e^ werben bie beiben ßonen^junfte 

fiLVi unb //m = {vi — vi)£L + (jMi — fei)}} + {fiiVi—fiivt)c = pa + qb + rc, 

jusya unb ^4y4 = (y4 — y.j)a + (/is — fi^)h + (/isw — ^y8)c =pia + q«b+nc. 

©e|en wir aljo in ben gefud^ten ©ectionSlinien 



a 


.b _ 


mm — 


- mm 


mm — 

a : ^ 

m — 


- mm, 
b 

- m^ 








/» 


ni — 


- n 




m 


_ P 


r 


; mi 


P* 
n 


^ q« 

~.ri' 


\o 


ift 




a 


b , 

• • 




a' 


b 




c 






fi» 


V/ — - ■ 


_q 


P_P 


p av 




p* 


q 






n 


r 


r n 


r n 




ri 


r 








a 


b 




c 







qir — qri pn — p<r pqi — pq 
tooraug obige gormein jofort l^eröorgel^en. angemein ift: 

ju = (fd^m—HAns) (ßiv% — ^m) — (ßtm — fufii) {ftzv4 — ^^4^»)» 
ys = (ya;ri— yim) (jU8y4 — ^4ya) — {v^m — ysm) (ßaVA—fdm)^ 
TTB = (ya^i — yiTTs) (^m — fum) — {ftiTti — fiüfti) {v*n9 — Vim), 

eg ergibt fid) ba§ aug ber Symmetrie unb tejicograpl^tjd^en Drb* 
nung ber SBud^ftaben, wie wir oben pag. 189 fallen. S)ie Slefultate 
muffen natürlich immer biefelben fein. §ätte 2t\>t) ftatt tanp bic SSrud^^ 

|onn — - Qm&i)tt, fo burfte er bie SBrüd^e nur umf eieren unb bie . 

1 weglaffen. Sine SSergleid^ung ber lateinifd^en mit unfern gried^ifd^en 
»ud^ftaben unb bie gel^örigc aiüdtfid^tnal^me auf bie SSorjeid^en täfet 
bann balb bie ©ad^e erfenneij. 2)a in ben meiften %ixVizn bie $ro* 
jection unmittelbarer jum giele ffil^rt, fo mögen biefe l(iftorifd§cn J8e* 
merfungen genügen. 

CoorMnatenredfnnng 

ift für ben ?lnal^iler bequemer, weil ber ®ang immer ber gleid^e ift, 
unb eg ber Äufd^auüng weniger bebarf. Sine %iä6)t 

- : - : - bat bie ©leiAung -x + ^y + -2=l, 
fi V 7t ^-a b^'c 

wobei bie breiertei SBud^ftaben fid^ IeEicogra|)]^ifd^ entf|)red5en. iDerÖe* 
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wetö liegt barin, bag für z = y = o , x = - ic. tocrbcn mug. ©u* 
d^ctt toir je^t bic S^wenajc, toeld^c jtoct giäd^en 

mit einanber mad^en, fo lönnen Xovc bie gfläc^en burd^ ben 9tunpunlt 
legen, benn eg fommt ja nur auf bie Süd^tung be8 ©tral^Ie« an. ©ann 
lauten bie ©teic^ungen: 

^ a b "^ c ftdk nh c ra b yc * 

^ a b -^ c 7r,a nr,b c v,a b v,c 

2)a im S)urd^fd^nitte xyz Beiben @6enen gemein finb, fo befommen 
Moxt burd^ ©limination toeiter 

Darau« folgt fogleid^ 

X V,7t — Vn, J __K^ — V7Z,Z 

a fdn, — (4,n h fi,v — fiv, g' 

S)a eiJ blog auf ba8 Stjenöerl^ättni^ anfommt, fo je|en mir - == 1, 

c 

bann ift 

b. 1^. bie ani htm 9iull|)unfte ftral^Ienbe ßonenaje l^at bie 6oorbinaten: 

{v,n — V7t,) a + ifiTt, — fi,7t) b + {(4,v — ^,) c, 
toaö ft(^ üon unferer obigen ßonen^junltformel pag. 189 nur burd^ ba3 
entgegcngefefete SSorjeid^en oon c unterfd^eibet, njeit bamafö bie Sonenaje 
t)on c l^erab unb nid^t au^ bem SRuHpunfte l(erau8 ftral(Ite. 
Sft ung nun ein fold^er ©tral^I burd^ bie Drbinaten 

ma nb pc 
gegeben, fo toirb feine Sage burd^ bie ^ßrojection auf jtoei Soorbinaten* 
ebenen mit jtoei ©teid^ungen beftimmt: 

X y ,, X z 

— = -^ unb — = — . 
ma nb ma pc 

2)enn rüdften toir ben ©tral^I au8 bem äWittel^Junft l^aug, fo toäre 

X V 

— = -^ + 1 , unb für y = , X = ma , b. 1^. mir Bejeid^nen bie 
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Ol 

gonenpunftc nid^t mit Srud^formcn -, toic bic Äjctifd^nittc, fonbcrn 

mit ganjen ^actoren. 
©od nun eine Sbene 

a b •' c 

in biefem ©trol^Ie liegen, fo muffen in beiben xyz ibentif(^ fein. ©8 brandet 

alfo bIo8 y = — X unb z = ^x in ber gläc^engleit^nng fttbftituirt 
äu werben, fo fommt 

-x + r-. — x + -.-^x = 0, tt>orau8 bte 
a b ma c ma 

8)e)liltBititB8gIetd|ttng pag. 200 m^ + ny + p^ = fofort l^er^ 

öorgel^t. Ratten toix mm jweiten ©tral^l 

X y^ . X _ 8 

m,a ii,b m,a p,c 

gegeben, fo befämen wir gonj auf bie gteid^c SBeife eine jweite Sebin* 
gung8glei(^ung 

> m,^ + jx,v + p,7r = 0. 
Ätt« beiben JBebingnng8gIei(^ungen folgt 

m/M + py _ — pyr . m/u + pyr _ — ny 
m,fi + n,y "^ — p,7r m,/i + p,7r "" — n,v 

p, (m^ + nv) = p (m,/u + ii,v) . . . n, (m/i + p/r) = n (m,/u + p,^) 
f4 (mp, — m,p) = V (ii,p — np,) ...fi (mn, — m,n) = n (np, — n,p) 
Aj _ P/P — np, ju ^ np, — ii,p ^ n,p — np, 
V mp, — m,p ' 7t mn, — m,n m,n — mn,' 
fi:v:7C = n,p — np, : mp, — m,p : m,n — mn,. 
©timmt toiebet U8 auf baä negative c mit ber ©ectionSlinienformel 
pag. 196. 

Sitte biefe gormetn gelten attgemein für f(^iefwinHid^e wie red^t* 
toinfiid^ Sobrbinaten, weit wir Mo8 ^ejaibfanten unb feine SBinfet ju 
^ilfe nehmen. 
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SBcnn bic frül^crn brci gormcin aud^ für jd^iefwinKid^e, fo gelten 
bic folgenben junäclft nur für red^tioinlUd^c ^jen. 6« fommen babei 
l^auptfäd^Iid^ Cosinus unb Tangenten in äntocnbung, benn balb ge* 
tt)ä]^ren bie einen balb bie anbern SSortl^eile. 9Kan mu§ ballet mit 
beiben öertraut fein. 3d^ beginne mit benen, toetd^e fid^ am beftcn an 
bie ©nttoidfelung unferer ßonenpunfte attfd^Iic^en, baS ftnb bie 

Co|ittii«formeltt- 

1. ©eiten 

1 + nim,a*+nn,b* 

"i cos =2 ' I • ' 

- VI' + m*a« + n*b* Vi + m,«a2 + n^^b«' 

®iltig für jnjei ^onenajen c; ma + nb unb c; m,a + n,b. 

2. Tanten 

_ a'b' + f4fi,h^ + yy,a' 

+ ^^^ ^ Va»b« -f ^«b« + y«a« Va«b* 4 fi,^^ + v, V* 

®iltig für jtoei @6enen - : - unb - : -. 

Setoei». ©egcben 5ßunft P = ma + nb unb P, = m,a + n,b; 
fo ift Sinic 

Pq = nb — n,b == (n — n,)b unb 
■^ P,q = ma — m,a = (m — m,)a 

PP^ = C = V^(m— m,)^a« + (n— n,)n>« 
= V(m«4-m,*— 2mm>* + (n« + n,*— 2nn,)b«* 
Sefet beulen n)ir u^ öon ber fcnfred^t gegen ajenebcne ab (?ßroj|ectioni^ 
ebene) ftel^enben Äje c bie ^onenaje cP = A unb cP, = B gejogen, 
fo gilt für ben jjtoifd^enliegenben SBinfel A/B = w ber befannte ©afe 
C« == A» + B« — 2A . B . cos w , b. i. 
(PP,)« = (cP)«+ (cP,)« — 2cP . cP, . cos (ü. 
©e|en mir bei aßen unfern SRed^nungen ein für allemal bie aufredete 
?lje c = 1 , f ift 

A« = (cP)« = 1 + m«a" + nn)» unb B« = (cP,)«= 1 + m,^a + n,^^ 
folglid^ 2A. B . cos w = (A« + B« — C«) = 2 + 2mm,a* + 2nn,b*, 
worauä obiger |)ofttit)er cos. fogtei(^ folgt, ©enn e8 ift 
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cos la = — ■ jg '— unb 

A = V^l.+ mV + nH)» unb B = v^l + m,*a» + n,*b«. 
6r gilt für bic SBinfd ouf ben ^täd^cn, bic ja ftet^ jtoifc^cn jioci bcn 
3ottettaEcn cntfprec^cnbcn Äantcn liegen mfiffen. 

@thtn toir nun bicfcr \o eben gefunbenen Formel bic fjorm 



cos 



/ a* . b*\ / a* b« /~ a« b* 

\ mm, nn,/ ^ m' n' ^ m,* b,* 



a b 
(S)it)iforenformeI), fo gut fie für bie 3onem)ttnIte P = - + - unb 

m n 

a b 
P, = — + - . SBir bürfen bobei bie SBrüd^e nur umlel^ren (invertere), 

unb bie lateinifd^en mit gried^ifd^en SBud^ftaben t)ertouf(^en, um fogteici^ 
bie Äantenformel ju l^aben. 9H\o 



cos 



(T + ^-^)-V^+!^H-^\/f + '^'-°#- 



SBenn tt>ir jje^ bie ajen wegmulti^jüciren , f o ge^t natüttid^ bie 
lejicograpl^ijd^e Drbnung öcrloren. 2»an fie^t eg bälget ben gormein 
fogleid^ an, tt^ag Bei ber Sled^nung aU 2)i^ifor, unb toa& atö 9Ru(ti« 
i)Kcator fungirt. Sluf biefe SBeife lommt ber SBinfel jtoifd^en ben ^er^ 
pcnbifetn, tüeld^er in bem gegebenen gaUe fd^arf ift. S)a bie eigentlid^e 
Äante aber bag ©u^jplement ju 180^ bitbet, fo muffen bie SSorjeid^en 
aud^ inöertirt »erben : wo bei ben Seiten + , muß bei ben Äanten — 
ftel^en, unb umgefel^rt. SBie aM ben ©eitcn bie Tanten, fo finben »ir 
umgefe^ ani ben Äanten bie Seiten, wenn wir bie g gen in^ertiren, alfo 

-'^' laV + bb +i:i;-Vj^2 + b^ + ;^Vj^^+ b* + a«^ 
unb nun bie grie(^if(^en mit Iateinif(^en Sud^ftaben öertaufc^n. S)enn 

unfere Äantenformel gilt für bie fjlfid^en - : - unb - : -, bereu Drte 

in ber obern ^ojectionSebene in ^ + ,- unb — + c umf(^Iagen. 

ab ab 

3)ie ©ac^e ift außerorbentlid^ elementar, bennod^ ma^t fie bem 

Anfänger oft ©c^wicrigfeit. 3d^ üerweife ba^cr 

nod^mat« auf nebenftel^enbe gigur , worin in ber 

obern ^ßrojectioni^ebene bie gried^ifd^en «fen unb 

?Punfte ben lateinifd^en in ber untern correfpon^ 

biren. SBir l^ben je^t bie ßonenajen unten 

cP = c; - + - unb cP, = c ; — + -. 

m n m, n, 

gefefet. gäUCen Wir nun t)om untern ©entrum Q 
au8 barouf ^erjjenbifel, fo faßt i^r Ort nad^ n 
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unb 7t,, Sd ift aber für Äjc c = 1 in ber ofiern ^ßroicctionSebcnc 
5ßunft 

JI = - + T- unb JT, = — + ^. 
ab ab 

Sted^nen xoxx j|e|t mit bie{en @tö^en ben cos oi, aus, fo l^aben toir 
weiter nic^tg ju t^un, afe in ber S)iüiforenformeI bie SBriid^c - , — , 

-, - umjufel^ren. S)cr SBinfd w, unten äwifd^en ben ^er^jcnbifcln gibt 

ung aber ben @n})^)lementtt)infel , toeld^e bie ju ben Sßunften n unb n, 
geljörigen ©benen mit einanber mad^en. 

Um bie fteci^iYOcitit ber Seiten« unb Äantenformeln bem Äuge 
red^t Har ju legen , bürfen toir nur 

1 u 1 ». 1 x> 1 

^ = «'*^=^^"^ «^ä'^^^b 
fefeen, fo ge^en bie gormein fofort über in: 

1 4- mm,a* + nn,b^ 



Seiten + cos = 



Vi + mV + n^b« Vi + m,V + n^^b« 
«anten + cos = l + m« ' + ^ß' 

VI + A**«* + v^ß^ Vi + /te,V + v,^ß^ 
©eiten 4 cos = ^ a«/>^ + m m,/> V+ nn.a» 

«i . - a*b' + iMw-b* + w,a* 

Tanten + cos = t- <^<^, -r , 

v/a*b« + ^«b« + v«a* Va'b« + /M,«b* + y^^a« 

SBir l^aben bann für Seiten unb Äanten je jwei %oxvxt\xi, bie 

einanber öoUftänbig entfpred^en, nur bafe bie grie^ifd^en gegen lateinifd^e 

Öud^ftaben üertauyd|t finb. Um t)on ber Sing SRufeen jU jiel^en, toä^It 

man gewöl^nlid^ bie SRec^nung ber Äanten mit gried^ifd^en Stjen. ^abe 

id^ ben Sogarit^muS einer Stje aufgejd^lagen, fo barf id^ il^n nur t)on 

9luQ abjie^en, um fofort ben Sogarit^muS ber reci^jrofcn ^je ju be=^ 

fommen. SBir fönnen auf bieje SBeife immer t)on ber einen %it jur 

anbem mit Seid^tigfeit überfpringen, mag oftmals bie SRed^nung abfürjt. 

3)ie nKBetneiitcte gorm ift in mand^en gäöen toünjc^engioert^. 

©d^on bie Symmetrie ber ©eitenformel (1) »eift fofort barauf l^in, xooA 

toir ftatt 1 ju fe^n l^aben, unb aug biefer folgt bann mieber burd^ 

Snüertirung bie Äantenformet (2). Aber auc^ biefe lä^t fid^ fclbft^ 

ft&nbig teid^t inter))oliren. 

©eiten. + cos = ' \ ^^' =^=^ ^ 

VmV + n^b« + p«c« V^, V + n,^b' + p, V 

®ittig für iVoä äöuenafen ma + nb+pc unb m,a + n,b+p,c. 
ßantet.+cos= ^«,an>» + ^,a»c^ + ^,b'c« 
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®Htia für mti Sbenen - : - : - unb — : - : — . 

gür TT = TT, = c = 1 muffen bicfc aUgcnicincn Äu^brfidfc toieber in 

bic bcfonbetn (1 unb 2) übergel^en. Q\m SScwcifc burfcn toir bic 

3oncnajcn unb gläd^cn nur auf bic gorm 

, , nb . ma s. , . n,b . iQ,b 

1 H 1 unb 1 + -^ + — - 

pc pc p,c . p,c 

1 + - a : - b unb 1 : — a : — b 

bringen, um fofort burd^ ©ubftitution bie weittäufigem gormein ju 
erl^alten. Um a\it f^älle bereit ju l^aben, n)ill id^ au(| nod^ bie äRuIti^ 
plicatoren* mit ber ©iöiforenform öertaufd^en. 
SitiiforenfoYllt ber ©eitentoinfel: 

a' b» c« 



▼ m" n' p ^ m, n," p, 
nii,pp,a^ + mm^ppyB* + imn,nn,c' 



Vn«p«a^ + m«p,«b« + m'n^c» v/n,*p,«a«+m,*p,*b«+m,»n,«c> 

Oiltig für jwei ^^ttenaren — H h-unb 1 h~. 

^ ' ^ ^ ^^ m n p m, n, p, 

®e]^t für p = p, = c = 1 in bie bejonbere gorm über: 

. inm,nii, + mm,b* + nn,a* 

"T" cos = — ==:=r=r7=== ■ , 

~ V^m^nH mV + n*a« Vm,«n,Hm,»b* + ii,«a« 
tt)eld^e j|e|t ntc^t lejicograpl^ifd^ georbnet finb. 
Mnlti^iIicatOYeitfiitm ber ÄantentüinM: 
aV aV ^ bV 
- TTTT, yy, f<^, 

-4- cos = — , ■■ — — . 

/a»b« a*c* b«c* /a'b* a«c* b«c» 

/u/u,w,a*b*+/«jK,jr?i,'a*c*-f»vwi^bV 



-V'fi*v*a»b»+A<''«*a*c«+y%*b*cV^>,*a»b«+^,*w,*a«c*-|»»'>,n)»c* 

(4^,%^ yy,b^ 7g;r,c^ 

" v/ ^ , ^ , 1 w ^ , ^ , 1- '■ 

®iltig für jtt)ei Sbenen ^ua : vb : nc unb //^a : r,b : 7i,c. 
®e]^t für p = p, = c = 1 in bie befonbere g^rm über: 
(m,w,?k^h^ + f4fi,e^^ + w,h^ 

tocld^e ie|t lepcograp^ifd^ georbnet ift. 
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99efon)iefe SfäCfe finb mcl^rcre benföar, j. 85. wenn in ber Seiten^ 
forme! m = n unb m, = d, loirb, man alfo Äantenjonen öor fid^ 
I^Qt. Aber ttjcfctttli^c kblurjungen cntftcl^cn baburc^ nid^t. %&Ut ein 
^unft m, + n, in bcn aWittdpunft, fo ift m, = n, = 0, unb ci^ toirb 

cos = 1 : v^l + m*a* + n*b*, 

wag man unmittelbar au^ ber ^ßrojectionSfigur ablefen fann, benn bie 

ßonenaje muß in btejem gatie berSRabiu^ »erben für ben cos=c=l. 

Siegen bic glad^en ber ^antenformel in einer 3oue, fo entfteljt 

a b 
aud^ leine toefenttid^e Srleid^terung, nur wenn eine j. 5Ö. - : - burd^ 

ben aRittelpunft ge^t, f o njirb fte + ^-^ : + ^^. SBir l^abcn alfo 

i«, = ± ^ = + oo^, unb V, = -f ^ = + oov, }u fe|en, unb eg 
lommt ber abgelürjte 

-f cos = 



..-0^0 



N/aV+A^^b^+i'Vv/a^b* + ^' + ""^^^ 

/n^,b' — yy^a ' 

~ Va^bH^'b^+v^a« v/Äi?P+^^' 

^ a b 

b. ^. bie Steigung einer fjläd^e - : - : c gegen eine beliebige ©äulen- 

[4, V 

flä^e — : - : ooc. 

SSenn nun tüeiter v, = fx, wirb , fo bafe wir eine Äanlenjone 
^aben, fo lommt 

+ cos = {fifxy — ^,ya2) : Va^b« + ^«b« + v^a» V/u,^b* + /u,*a« 
=^ 0"b« — ya*) : v/a^b« + /i^b« + v^a^ Va* + b*, 

weit fid^ (z, baain ganj wegbiüibirt: eg ift bie Steigung einer g(äd^e 

ab ' 

- : - : c gegen bie ©äule a : b : ooc. 

a b 
gür y, = 0, gel^t bie ©ection^Iinie — : - ber Äjc b :paralle(, 

unb wir erl^alten fofort ben lürjern Slu^brudt 

+ cos = a^b^ + lu^y : v/a^b« + ^»b« +- y^a« Va^P+iü?b«. 

aaäirb nun weiter nod^ - = ober ^m, = oo, fo fällt bie Sinie 
— : - mit ber Slfe b jufammen, unb wir erl^alten 
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+ cos = a^b* + oo/ub^iy/ä^b^ + fi^h^ V^^ VaT^b^TroV 

= fih : v^a^b* + ^«b«~TT«£i«. 
2lug gteid^cm ©runbe tüirb für fi, = ixnb y, = oo ouf bcr 
SSorberfeite in a 

+rCOs = va, : y^a^b^ + /M*b* + y*a*, 

tocil jefet bic ©ection^tinie - : - mit Slgc a gufamTnenfäat. @o oft 

bie ©äulenffäc^en unb Sljcitcbcncn bic gefud^tcn SSinfcI l^albircn, bcbtcnt 
man fid^ mit »ovt^cil fold^ abgefürjter gormetn. 

©e^en enblid^ beibe Stächen burd^ ben SRittelpunft, fo mttfetc nad^ 
pag. 191 . 

/'f = ± oo/"/, v, = + öov,; ^ = + oo^, V = :f: oov 
gefegt lüerben, tt)ir erljieftcn 
X cos = a^b^ + ooA^.b» + ooyy.a« ^ 

V'a^b* + OO^^^b^ + OoS^^a« yJ-2^2 ^ oo2^^2b2 ^ qO V,^* 

^ jMjU.b^ + ^,a^ 

_ mm,a* + nn,b* 



»eil XQxx in bicfem gaDe bie ^onenpunftc für bic ©cctton^Iinien fnb* 
ftituiren fönnen. 

9:an$entenformeln ber ganzen Wxviktl 

@g ift junjcifcn iDünfd^engtocrt^, bie tg ober ctg be^ ganjen 

aSinfelg ju l^aben. 3)a nun 

.2 1 — cos* . . „ cos* 

tg = 2— ober ctg* = 2 

® cos* ° 1 — cos* 

ift, \o fönnen xoxx, an^ ben Sofinn^formetn biefelben leidet enttt)idPrfH. 

S^ fomrat bann für bic 

3. Seiten 

, , 1 + mm.a* + nn.b* 

~ ^ V(m - m,)*a* + (n, ~ n)*b* + (mn, — in,n)*a*b* 
©iltig für jwci ßonenajen c; ma + nb unb c; m,a + n,b. 

4. Äanten 

_ . a*b* 4- iM£<,b* + v^a* 

4- ctg = ^^ — : 

ab V(^ - r)*a* + (iU - (Ä,yh^ + {(^, - fi,vY 

©iltig für ^toei Sbenen - : - unb - : -. 

S)er 3äl|kr ftimmt mit b(fn eofinuSformetn nod^ überein, toälirenb 
im ^Renner unter bem aBurjeljeid^en bic brei ©lieber ber 3onen))untt^ 

14* 
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formcl pag. 188 im Duabrai ftel^n, toa^ natürtid^ äu^crft bequem 
für i)ag ©ebäd^tnig tpirb. 

SetoeiS. gür bi^ ^txttn fe^en mir in ber ©oftnugformel (l) 
pag. 206 

1 + mm,a* + nn,b* = Z 



v/l + m*a» + n^b« Vi + m,«a« + n,«b^= N, 
Z«\ Z« N« — Z« 



2 

b. f). cos = j^, fo ift 






9lun ift 

N«=l + mV*a*+n«n,«bHm«a«+m,V+ii«b2+n,V+m«ii,Vb« 

+m,*n*a'b* 
— Z^ =— 1— rn^m^'a*— n^n.'b*— 2iQm,a^— 2nn,b'— 2mm,nii,a^b^ 
N»— Z« = (m— m,)*a«+(n,— n)«b«+(mn,— m,n)«a«b^ 

tooraug bcr ©eitentoinfel fofort folgt. 2)te 

JlantenfoYmel ge{)t baraud tuieber bttrd^ einfädle 3nt)ertirung l^er« 
öor, nemlid^ 

+ctg -^f + -^ + b^; • V a« + ""F" "^ iV 
wobei toir Uo^ bie lateinifd^en Sud^ftaben mit gricd^ifd^en jü öertaufd^en 
Ifaben. Dber nod^ einfädlet fönnen loir aii6) ^ier 
Äanten 

- ^ . ^ 1 + /MM,a» + w,ß^ 

gleid^ l^injd^reibcn :c. 

2)amit ift unö nun fd^on oud^ ber SBeg für bie aögemeinern ^of 
mein angebeutet. SBir ^aben für bie SBurjel blog bie aögemeine gon^n* 
|)unItformeI ju §ilfe ju netimen, unb fd^reiben fofort l^in: 

©eiten 

, ^ mm,a* + nn,b* + pp,c* 

-j- ctg = . ■ — 

V (mp, — m,p) *a ^c* + (n,p-T-np,) ^b *c* + (mn, — m,n) *a^b* 

giltig für jtt)ei ßonenajen cp; ma + nb unb cp,; m,a + n,b. 

Äanten 

_ , 7r7r,a*b* + vy^a^c* + uu,h^e^ 
+ ctg = 



b« 



TlTt, W, (4fl, 
^% "•' U2 ^" «2 



• ^k;: V^(^'^ — y7r,)«a2 + (^n, — (Ä,nYh^ + (^, — i",y)*c^ 



abc 



giltig für gttjei ©benen - : - : - unb 
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®cr SettJeiS tft immer totcbcr bcr, baf| matt Qomna^m uttb 
(SBcnett auf bic gormeti 

c;-a + -b, c; — a+ -b ttttb c : — : — , c : -^ : -^ 
P P P/ P/ ^ f^ V, fX, 

jurücffüH Uttb bic tteucti SBcrt^c ??, 5, ^, ?^ «„5 Af^ j; ^, ^ 

P P Pf P/ n n n^ n, 

rcfpectiöc für bic einfad^crn Jöud^ftaben mnm,n, unb f^vfÄ.v, in (3) unb 
(4) fubftituirt. SRatürii^ ftetietr bcibe ebenfalls gcflcnfcitig in einem Sn»* 
üertirunggücrl^ättnig. 3Bir fönnten bal^cr gteid^ 
ftanten 

+ ctg = A^^^«' + ^^/>' + ^^^y' 

^infd^reiben zc. 

San^etttenformeltt ber tialbett HHinkel. 

SBci§ unb nad^ il^m SReumann fud^ten immer ben SBinfcI, welchen 

a b 
eine bdiebige ©b^nc - : - mit einer äWitterpunIttebcnc 

, Oa — Ob +a +b 

mad&t, tütil biefelbe fid^ njcfenttid^ öcrcinfad^t , unb fo oft fte ben gc* 
fud^ten SBinlel ^albirt, glei^ jum SRefuItat fül^rt. S33ir bttrfen alfo in 
gormel (4) pag. 211 nur /u, = ±00 fi, unb v, = +00^, fe|cn, unb 
erlangen fofort: ' 

, a'b^ + oofifi,h^ — ooWfU,^ 

ab n/oo^ *a* + 00*^, *b* + (— oo/wv, — oo/i,v)* 

~ ab \/^«a« + /i,^b« -f (Air, + fl^^' 
Dicfc formet ift t)om gonen^junfte ma + nb unabl^ängig. SBir 

lönnen nun benfelbcn cinfül^ren, toenn tt)ir - == m unb - = n fefeen, 

bonn loirb 

= (n^b*— mva*) : ab Vm^a' + n*b*+ (m^-j-nv)". 
9lad^ ber Sontrolformel pag. 199 ift aber m/4+n>'=l, 
folglid^ l^aben tt)ir 

' 5. Äante tg = ab y/l + m*a* + n*b^ : (ufih^ — mra^. 

a 'b 
für einen gonenpunft ma + nb unb eine ©ection^Iinie - : -. 

6. ©rite ctg = \/a*b* + y*a* + fi^^ : (mva* — nfib*), 



5^ 
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a b 
cbenfaBg giftig für ma + nb unb - : -. ^ormd 5 ift mit 6 nii^t 

gonj abäquat. @e|cn toir a6cr für ab bie reciprofen Äjen - ^, fo 
fommt 

ctg = J± +^.f^.l^ ^m 

tpeld^e fid^ ju (ö) öoUftänbig reciprol öerl^ält, inbcm bie Sljen unb (Soeffi* 
cientcn Hog Qix\% gried^ifd^ loteinifd^unb umgcleffrt getoorben finb. S)ie gormel 

ift in bicfcm gaUc giltig für ^otienpunft -+^ unb — : -^, alfo l^aben 

m+nünb-:- feine SJerönberung erlitten. 

Um bog bequem jn bereifen, bertoanbeln tt)ir (5) in bie öoQftänbige 
S)imforenformet, baburd^ bafe toir m = - unb d = - fe|en, eg 
fommt bann 



7) tg = ab Vm^n'-* + n*a« + m^b« : {mfih^ — nva^ 

giltig für - + - unb - : -. 

©urd^ 2)it)ifion mit mn^Av bringen tt)ir biefe auf bie urfprünglid^e 
'35ruc^form, 

unb fel)ren bie cinjelnen ©lieber bann um, fo fommt 

tg~ a b V' ^ a«^ b«- U« aV 

ctg = Vä^b« + m^b« + n»a« : (— - ^ , 

8) ctg = mn VaV + v^a^ + ^ V : nm^ — m//b«, 
ttjorin tt)ir btoS» bie lateinifd^en Öud^ftaben mit gried^ifd^en unb bie 

gried^ifd^en mit tateinifd^en üertaufd^t l^aben. gür -= m unb - = n 

gel^t e^ toieber in (6) über. 

Sei Snüertirung ber ©ofimigformetn, tt)o e§ fid^ um Supplemente 
(©rgäujungen ju 180®) l^onbeltc, genügte ba§ entgegengefefete SSorjeid^en 
+ unb ±. Se^t bei ber Steigung ber ®bcnen ju ben SKittelpunftS* 
fiöd^en, tt)o ber SBinfel f leiner al§ 90 ^ iianbelt e§ fid^ um Somplemcnte 
((Srgänjungen gn 90®). 2)a nun ' 

tg (45® — a) = ctg (45® + a) 
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ift, fo muB ftatt ^ = ctg = ^- mä) umgcfc^rt ?^ = tg = ^-^ 
gefeit tocrbcn. 

©e^cn toir ^ = - unb y = - , f o ge^en bie gormein über in : 

9) tg = juyab y/l + m*a* + n*b* : nfb^ — m^'a* 

10) ctg= V^^*a*b* + iM«a« + v^h^ : m^a«— wb*. 

®iftig für ^ua + vh nnb ma + nb. 

3)icg finb bie einfad^ften gormein, womit ic^ am liebften red^ne, 

jumal ba fie an ber ^onb ber protection am beften bie Snfd^ammg 

leiten. ^oggenborffS llnnal. 1835 93b. 34 pag. 517 l^abe id^ fie fd^on 

in einer SBeife entwidfelt, bie id^ l^ier fnrj mieberl^olen ttjiH: 

1. 

: c ; wir nehmen bartn 



gür bie Shnitn ift gegeben bie glad^e 



u V 



irgenb einen beliebigen ^ßnnft p = ma + nb an , öerbinben benfelben 

mit bem 9RitteI))un!te Q bnrd^ bie Sinie g, nnb fnd^en nun ben 

a b 
SBinfel, welken bie gläd^e - : - : c mit ber SWittelpunft^ebene cpQ 

mad^t. 6S ift leidet einjnfel^en, bag bai^ ^erpenbifel Qe = h, Dom 
SKittelpunfte Q auf bie gegenüberliegenbe ^^potenufe cp gefällt, ben 
cos liefert, wie ber nebenftel^cnbe Slufrife jeigt, worin bie brei 3)reiecfc 
cpQ, ceQ, epQ (baS ®anje nnb bie beiben X^eile) einanbcr ä^nlid^ 
finb (SBierjonenförperred^nung pag. 90). S)al^er 

li:c = g:d + f, h = ^ ^*^ ^ , ober für c=^ 1 
VcM-g* 

cos = g : v/l + g^ 

2)er sin mu§ fenlred^t auf cos fowie auf 

ber ganjen SÄittelpunttöebene fielen. SBir bürfen 

ba^er nur Qq fenfrec^t gegen Qp = g äiel}en, 

unb über Q ^inau« verlängern, bi« fie bie ^ilf^^^ 

linie y # a fd^neibet , fo gibt ber ©urd^fdjnitt 

a b 
ber ßinie - : - in q un« t>it Sänge bc^ ge* 




fud^ten sin = Qq. S)ie brei ©leid^ungen 



sin : sin + X = — : y ; 



y : — = nb : ma ; X 



b 

V 



g : ma 



genfigen jur Seftimmung. S)arnad^ ift 

a a ^y — 

sin:- = x:y- = x: —- — 



J = 



W — a = 



= x:y 

nb« 



sin = 



ax 



mm 
^nb*- 



fiJ — Q. 



•mva* 



mvB, 



ax 



mva 



mv 



, folgte 
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abg 8 ab v/l + g* 
sm : cos = — r-= — = : > , , ^ = — rr S 

tg = ab Vi + mV + nH)« : (nAib» — mya*) (5). 

ab I 

gür bic ©eiteii (ebenen SBinlel) ift toicber bic gläd^e - : - ge* 

geben; jtel^e barauf bo8 ^ßerpcnbifel Qe = h, fo ift 

a ii /a* b* 8,b ^ 

S)cr cos gilt für V\t fünfte aller g^^^i^najen , toäl^* I 

renb bie sin Dam t^ng^^nntte e ans V\i jnnt f$u|« 
pnnlte ber goncnajen rcid^en, beren Sleignng id^ fnd^e. , 

^Sufig barf man bie ©ad^e anf bcn @ection8(inien 
nnr abtefen, bod^ gelingt ba8 nid^t immer, nnb na* 
mentfid^ bann ni(^t, toenn nnS ba8 5ßer<)enbifet Qe=h | 

niii^t bnrd^ bie S)ebnction eingefefet ift. 3ft nnn in ber ©ectionSltnie ir* 
genb ein ^unlt P = ma + nb gegeben, beffen juge^örigen gonenajcn* 
toinfel Pce id^ finben wiH, fo ift ' 

(Fe)« = sin* = m«a« + n«b« — h* 
_ m'y^a* + yt^V + m^^a^b* f nVa^b' — a^b* | 

" f «a« + iM^b* 

cos« - 1 + h« = ____^, folglich j 

sin« g _ m«y V + nV'b* + (mV* + nV* — l)a«b» 

cos« - *8 - a«b« + v«a« + iu«b« 

9lad^ ber Controlformel pag. 199 ift 

1 = (m/M + ny)« = m«^« + n«v« + 2ni/inv 
— 2m^ny = mV^ + n«y« — 1 , bdl^er 
X % _ m«y«a^ + nV«b* — 2m ^nva«b« _ (mva* — n^b«)« 
^ " a«b« + y«a« + ^V "" a«b« + r«a« + /i«b« 

Seite ctg = \/a«b« + 'y«a« + ^«b« : (mya« — n^b«) . . . (6). 

aSir l^aben jefet ben SSortl^eif, bog toir nn« um ba8 ^fJerpenbifel 
nid^t me^r ju Ittmmem braud^en, obgleid^ ttjir immer nur bcn SBinfel 
finben, toetd^en bie gonenaje mit ber ©ofinuglinie bilbet. 

Ratten tt>ir ganj allgemein eine gtäd^e -:-:-, unb festen bie 



/a« b« 
Sftnge ber ©inu^linie = 1 = y -ä + -2 1 f ^ ttJö^^c 

co8=v/^;fh« = ^ v/^V^+^E!:!, ober 
V nf« ^y/j V a* b« c« 

abc , /iU« . y« . 7j« a« . b« 

cos : sin = — V^ + räH — 5--«+"-9- 

uvn V a« b« c« u} y« 
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2)te sin finb alfo unabl^ättgig Don n. Sleuntann nannte baS baS @mnb« 
öcrl^ältnig bcr (SofinuS* gnr @inu«Iinic. SBottcn toir bamit rcd^ncn, 
fo muffen wir (fig. pag. 216) baS ©tücf x fud^en jtoifdöcn bcm gug* 
punltc P ber goncnaje unb bem gußpunfte e bc8 cos. 3lun, pnbct fid^ 

X = sm = (^-^^ —y.X^ 1' = ^ + -,, ba^ 

abc . liA^ , y' , TT* nb* ma* ,^ .. . 
cos : sm = — V ^ + o H — i • — ^ (@eitc): 

/4V7r , /a* . b* , c* y A^ /ä i \ 

sm : cos = ^r- V-« + l + — i • -üa ^ (Äaijtc). 

abc V ^« y« yy« nb* ma* ^ ^ 

@e|en wir barin tj = c = 1, unb fd^affen btc S)it)iforcn tocg, 

fo fommt für ctg gormcl (6); für tg muffen xoxx, toic immer, nur 

bie gried^ifd^en unb lateinifd^en ^ud^ftaben üertaufd^en, fobann - = m, 

-=n, unb -=|M- = V fe^n, umSgormel (5) ju belommen. SBIoö 

bic aSorjeid^cn + ber SRenncr finb umgefel^rt, toa« jcbod^ auf bie 8BinfeI 
feinen @tn^ug l^at, unb ba^er rü^rt, bag toir urf))räng(i^ bie tg be^ 
red^neten, unb jur ctg bur^ 3nüertirung gelangten; je^t bogegen um* 
gelehrt bie ctg bircct ermittelt tourbe, unb bie tg burd^ 3nöertirung. 

©d^röber in SlauStl^al unterfd^eibet in feiner lel^rreid^en ©d^rift 
(erementc ber red^nenben Är^ftattogra^l^ic 1852 pag. 27) für bie ©d^uittformelu 
fünf gäCe: 

a) Bttiei „^otfläd^en" - : ~ : c unb - : -: c jd^neiben fid^. 3)a8 

gibt ben aUgemeinften fjatt, uro bie fjormeln 

/MiM,b*4-w,a*4-a*b* ..v ..^ ^ 

cos = ; y^' — ' (2) pag. 208 unb 

ctg = - mb' + i^,a»+a >b» 211 

Slntoenbung finben. 

b) eine 5ßoIfIäc§e - : - : c unb eine ©öulenfläc^e (aRittelpunltö* 

a b' 
ebene) - : - : ooc fd^neiben fid^. 3)ann fommen bie befonbern gormein 

cos = ^^ -^' - ^-^ ; pag. 210 unb 

Vy«a> + /u«b« + a«b« Vv,*a«+^,«b» ^ *^ 

ctg = '^^ pag. 213 

jur Änwenbung. S)enn toir bürfen in (2) nur fi, = ^,oo unb 
V, - — y,oo fe|en. S)a nun burd^ f4v, + fi,v biüibirt 
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cto =: (J^^- ""-^ : ab i/-!l?^ + -^'^l- + 1 

toirb, unb nad^ bcr 3onenpunftformel ber ©d^nitt mit ber äRittctpunIt»* 
ebene pag/ 191 

P = ma 4- nb = — f- '^' 



ift, fo fann man bie SoorbinQten ber 3onen<)unfte m unb n cinffil^ren, 

unb bie gormcl erpit fofort unfere getoöl^nlicl^e gorm 

tg = ab v^m'a* + n«b* + 1 : (n^b* — mva*) ... (5) pag. ^13 

ab * 

giftig für - : - unb ma + nb. 

a b 

c) (8ine 5ßoIffäd^c - : - : c mit ber 5ßroj|ectiongebene c : ooa : oob 

gibt nad^ pag. 90 

ctg = ab : VvVT~ÄiV- 
©ife ift jugleid^ boS Komplement ber ^olfläd^enneigung gegen Äje c, 
affo 

tg = ab : Vi^V+Vb^. 

d) 3toei ©äutcttfläd^en - : - : ooc unb - : - : ooc geben 

COS = (^^,b' + w.a') : v/v'a« + ^V V^^'a' + //,'b«. 

e) 3)ie ©äulenffäd^en gegen bie SßrojiectionSebene ftel^en bei red^t^* 
ttJinHid^en Stjen fcnfred^t. 

fieredinttnj kr JiiMa« för tinableitbare M^m. 

Sägt fid^ eine gläd^e nid^t bebuciren, fo muß id^ entttjeber eine 
3one unb einen Söinfet, ober bei feiner 3one gwei SSinlel ermitteln 
(Seiträge aur red^ncnben Är^ftaaoöraj)l^ie 1848 pag. 29). 

1) @in 3onenpunft ma + nb unb ein SBinfel A, jwifd^en ber be* 

lannten gläd&e c : - : - unb ber gefud&ten c : — : - 

ift gemeffen, bie Snbicei^ juovo ju finben. 

2)ie gefud^te glücke muß bie SebingungSgleid^ung 

mm + nvo = 1 ober vo = — 

n 

erfittten. 2)amit fönnen ttjir au2 ber Songentenformel 

(5) V, eliminiren, nemlid^: 

tg = ab v/l + mV + n'b«:[n^ob«— m / ^ "^ °^^^\ a«] 

tg = nab V^l + mV + n*b" : (n*^b* + m^oa« — ma») 
MO (m«a' + ii"b') tg — ma« tg = nab Vi + mV + n*b* 
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ma» tg + nah Jl + m*a' + nV . ^ ^.j. 
(m'a" + n-b') tg ' • -r 



vo 



^ nb' tg — mab V 1 + m'a' + n'b« 



vo 



(m'a» + n«b'') tg 
tg bebeutet bic Xangente be« SBinlete, tocld^en btc gefud^tc gläcl^c 

a b 
c : — : - mit ber ©fiutenfläci^e ma : nb' : 00c mod^t. @ic folgt uu* 

mittelbar ou§ ber äReffung beS SBinfcte. 

gür bic ^antrnjottett ma + mb ift Mos m == n ju fe|en, unb 
toir erhalten fofort nad^ ber 2)ibifion mit m bie einfachem ©leid^ungen 

_ a' tg + ab v^l + m^a' +h^ 

^" "^ ^ m(a « + b') tg ' 

_ bHg+ ab Vi 4- mV + b») 

m(a« + V) tg 

pr bie «irn^ntnlte 

in r. z ^ i'x. 1 s. bVl + mV 

m a t|t n = , fotgIid& /wo = - unb vo = 7 ' 

7 I D -7 r- jjj ma tg 

• 1 a ^ r f fj: 1 w a VT 4- nV 

itt b ift m = , f olalidb vo = - unb /uo = =—7 

^ n DD tg 

3Rit ben SofinuSf ormeln lägt [ic^ bie ©ad^e öiel umftänblid^er 
burd^fü^ren, meil man l^ier toegen ber Unbelannten unter bem SBurje^ 
jeid^en jU ©leid^ungen jweiten ©rabeö fommt. 

2) Äeine ^ont befannt unb jttjei SBinfel a unb ß gemeffen. ^ier 
fud^en toir unfern ^xozA mit 2;rianguIation ju erreid^en, ju beren Sin* 
jic^t bie ^ßrojection fe^r nüfelid^ ift. 

Mgrmcinflet ^aD : 2)ie SBinfel AB , meldte bie gefuc^te $(äd^e 
_?L A jnit - : - (A) unb - : - (B) mac^t, 

finb gemeffen, man foll bie Sljenfd^nitte /wo unb 

a b 
vo finben. S)a SBinfel C jmifd^en - : - unb 

f* r 

a b 

- : - befannt ift, fo l^aben wir nad^ pag. 85 

Ht V, 

im lörpertid^en 2)reiedfe ABC bie ©citen « unb 
ß nur l^injufe^en: 

cos A + cos B cos C 
cos a = 




cos ß = 



sin B . sin C 
cos B + cos A cos C 



sin A sin C 
S)ie Seite a, jtoifd^en ben befannten ^onenpunften C == ma + nb yxvi^ 
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b a 

-, uttb @cttc ß, jtoifd^en C unb - ergeben \xä) anS ber 6oftttU«forme( 

pag. 206 fofort, toetttt man barin m, = — , n, = unb m, = 0, 

n, = ^ fe|t: 

cos o, = (y + nb") : V i + m'a« +?r« Vv» + b». 
cos ß, = {tt,+ ma*) : Vi + m»a* + n*b" V'/<,>+a*. 
3fe|t lennen totr im ©retedfe AB,C, jtoei SBinfel A unb C, unb 
bie jwlfd^ettHcgenbe Seite /? + /?, = /»,, folgtidl lä^t ftd^ bie Seite cm 
nad^ pag. 87 ftnben: 

* , / , s cos i (B, — C,) . ß^ 
*8^^"^ + y> = co8l(B,+ -ä)*g2 
X . / X sin i (B, — C) ^ ß^ 

®anj auf analoge SBeife ttJtrb bie ©eite ßo beftimmt. ®a nun bie 
©eiten s unb t belannt ftnb, fo ift ba8 getoünfd^te 

^ = tg(s + «o) unb ^ = tg (t + /Jo) 

gefunben. ©e^en toir t)orau8, baß bag ©Aftern fd^on nad^ feinen belannten 

gläd^en - : - unb - : - in Sejiel^ung auf ©eiten unb Tanten be* 

red^nct ift, fo l^aben ttjir blo8 bie üier ©eiten «/Jao/?o au^jured^nen, um 

barauS fofort bie beiben Unbefannten n^ unb vo ju beftimntcn. Unter ben 

a b 
befonliettt gffiWtti fann eine j. SB. - : - gur ©äulenffäd^e toerben, 

)mi infofern feine toefentlid^e ©rleid^terung gibt, at8 immer nod^ üier 
Unbelannte «/Jao/Jo ju beftimmen bleiben. SBirb bagegen biefelbe ju 
einer ber Stjenebenen , j. 83. ttjie in nebenftel^enber 

- jur Sljenebene ac, fo ergeben fid^ 

cos A + cos B cos C 

cos ao = : — p - n 

siu B sin U 

f .r i r/?n -L ^ \ - cos ^ (A — A,) /J, 

unmittelbar ol^ne SJermittelung üon a unb /J. 3ft bann fogar nod^ bie 

a b 
jtoeite Ißolflfid^e - ; - bie Äjenebene bc, fo fommt ein einfad^eS SDrei*« 

edf ABC mit einem redeten SEBinlel in C. SiJ toirb ba^er cos C = 0, 
sinC = 1, bal^er 
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cos A . ^ cos B 

cos ao = -: o ttWD cos tfo = -: r- 

sm r> sm A 

Slnioenbung ber 9{ed^enfortneIn. 

äted^nung mit Sofinudfotnteln. 

^tcr ift a = b = c = 1 ju fc^cn, woburd^ fid^ fämmtUd^c gor* 
mein fofort toefentlid^ üereinfa^en. 2)te Klammern lä§t man atö 
ferbftüerftänbKd^ weg. 

1. Seiten + cos= l + mm,+nii,: VT+m*+n^ V l+m.^+iä^' . 

2. Kanten + cos= l+fifi, + w,:Vi+jm* + v* Vi+^,* +v,^. 

Sdigemein. 

3. ©eiten + cos=mm, + nn,+pp,:Vm*Tn^Tp VmT+n^^TpTi 

4. Kanten + cos=^^, + w,+7iyr,:V^^* + v*+yif* V^,*+v,*+^,*. 
Slbgefel^en üon ben gried^fd^en unb lateinifd^en önd^ftaben lanten bte 

gormein p)ax gleid^, aber bei ben ©eiten muffen toir mnm,n, fe^en, 

toenn bei ben Kanten fielet, woburd^ ftd^ boiJ 3nüertimng8* 

a b 

t)er]^ältni§ Kar anäfprid^t. 63 gibt alfo jn jebem Körper -: -reeinen 

toinfeltaufd^cnben ©egenförper , ber bie gnfejjnnlte ber Qmtaa^^m in 
fi& + vh ^at. Qnx Unterftü|uttg be« ©ebäd^tniffeg fe^en toir bie 
©Qmbole 



1 + m, + n, l + fi, + V, m, + n, + p, fi, + v, + n, 

über einanber, nnb mad^en nad^ ber ©ragmann'fd^en 9tegel pag. 61 
für ba§ erfte ©lieb bie ^ßrobncte ber über einanber ftel^enben ^vii)\iabtn, 
für bag äweite bie Quabrate mit ben SBnrjeljeid^en. 

2)cr Seqnemlid^Ieit ttjegen behalte id^ öfter bie Süjcnbenennung abc 
bei, nm bie pofitiüe nnb ncgatiöe Sage ber gonenpnnlte nnb Stjenfti^nitte 
leidster bejeid^nen jn lönnen: ift alfo ein 5ßunft P = a + b, fo ift 
Q = a — b = a + b', S = — a + b = a' + b, 
j^ R = — a — b = a' + b'. 5)nrc§ bie ©trid^e 

i ber ©egenajen wirb baS SRegatiüe am ffirjeften an* 

^ gebentet. ®el^e id^ bagegen t>om Ouabranten B 

ava, f fefee id^ R nid^t = a' + b' = — a — b, 

f onbern R = a + b , eS mn§ bann P = a' + b', 

Q = a' + b, S = a + b' toerben. S)ie ©ad^e ift übrigen« fo ele* 

mentar, ba§ barang feine ©d^toierigfeiten felbft bei Anfängern entftel^eii 

fönnen. 

S3eif^iel. 6« wirb ber SBinfel gefnd^t, toeld^en bie beiben gläd^en 
a : ^b : |c unb ^a : b : |c 
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mit cinanber mod^cn. Ol^nc irgenb eine änfc^auung öon ber ©ad^e ju 
l^aben, fcfeen tpir in ber aDgemeiuett gormel (4) 

^=1, v=:2, 7r = 3 unb ^, = 3, v, = 1, ^, = 2 
unb eriangen im regulären Softem 

cos = 1 . 3 + 2 . 1 + 3 . 2 : VT^T^M^ V^S^H- 1* + 2^= 11:14. 
SBoücn wir bie Keincre gormel (2) antoenben, fo muffen toir jtt«= 
t)or bie glasen auf bie gorm 

3a : |b : c unb |a : 2b : c 
bringen, unb bann bie Srüd^e umfe^ren, b. §. 

/" = Ti »' = I unb /M, = I, V = i 
fe^en, bann fommt ebenfalls 

cos = 1 + ^.| + 1.4: Vi + 4 + 4 Vi + I + i = 11:14. 
2)ie SBrüd^e [inb ^ier fc^tüerer ju überfeinen. Oefter finbet iebod^ aud^ 
ba§ Umge!et)rtc ©tatt. 

(£« wirb ber SBinfel gefud^t, toeld^en jwei ß^nenajen 
c; a + 2b unb c; a' + 2b 
mit einanber mad^en. 3e^t ift in ber ©eitenformel (1) 
m = 1, n = 2 unb m, = — 1, n, = 2 
ju fefeen, unb eg folgt fofort 

cos= 1 — 1 + 2.2:Vl + 14- 22 Vi + 1 + 2^ = 4:6=0,666... 

Cltatketlantr burd^ gläd^en a : b : c unb a : b' : c erjeugt gibt 

ju = V = jM, = 1 unb V, = — 1 ; 

@tanatoelierIattteit in ben ^ßonenaEcn c ; a + b unb c ; a + b' geben 

m = n = m = 1 unb n, = — 1, 

folglid^ ift für beibe cos = 1 + l — 1 : Vi + 1 + 1 Vi + l + 1. 

= 0,333 70® 32', 

b. ^. ber SRI^ombug beS ©ranatoeberS l^at ben SBinfet ber Äante beg 
Dftaeberg. 

Umgefe^rt l^at @tanatoe)irtIatttr burd^ gläd^en a : 00b : c unb 
00a : b : c erjeugt 

^ = V, = i unb /i, = f = 0, 

Dftaeberfanten in ben ^onenafen c ; a + Ob unbc; Oa + b geben 

m = n, = 1 unb m, = n = 0, 

folglid^ ift für beibe 

cos = 1 + + : Vi + 1 + Vi + + 1 =0,5 .... 60^ 
b. 1^. bie ©eite beg Oftaeberg l^ot ben SSinfet ber Sante be§ ©rana* 
toeberS. @^ ift babei natürlid^ Dom §aupt* unb Slebenwinfel abgefel^en, 
aüein barüber fann fein Srrtl^um entftel^en: bag gleid^feitige S)rcicdf im 
Dftaeber t)at 60^ bie Äante im ©ranatoeber 120^ 

Seiteitoelirtlante burd^ gläd^en 2a : 2b : c unb 2a : 2b' : c er* 
sengt gibt 

^ = V = ^, = i, y, = — 4; 
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?ß^ramibcntt)ürfclfantcn in ben Qontmim c; ^a + jbunbc; 
ia + ib' geben 

m = n == m, = ^, n, = — 4, 
folglid^ ift für beibe 

cos = 1 + i . 4 — 7 • 7 •• vr+TTi Vi + i + i 

= 0,606 ... 48® 12' = 131^48'. 
Umgefe^rt l^at ^t^tfititilietttotitfellaitte burd^ gläd^en ^a : c»b : c 
unb ooa : ^b : c erjeugt 

/u = y, = 2 unb ^, = y = ; 
Scucitoeberfanten in ben Sonenajen c; 2a + Ob unb c; Oa + 2b 
geben 

m = n, = 2 unb m, = n = 0, 
folglid^ für beibe 

cos = I + + : Vi + 4 + ü Vi 4 + 4 
= 0,2 ... 7S^ 2V 47" = \0\^ 32' 13''. 
(gg ift ber SBinfel, toeld^en ^au^ für bie giäc^e be« Salffpat^rl^om* 
boeberS ($b5. SWinct. 1868 pag. 395) anuQl^m. 

- ^trtamilienoltfieliefliittte burd^ gläd^eu |a : ^b : c unb ia : ^b' : c 
erzeugt gibt 

^ = y = //, = 2, y, = — 2; 
^t^ramibenwürfelfanten in ben go^enaEen c; 2a + 2b unb 
c; 2a + 2b' geben 

m = n = m, = 2 unb n, = — 2, 
fotglid^ für beibe 

cos=l + 4— 4: Vrf4 + 4 Vl + 4 + 4=0,lll .. . = 83 . 39 ober 96.21. 
Umgefe^rt l^at ^^tamilirntoittfellante burd^ giäd^en 2a : c»b : c 
unb ooa : 2b : c erjeugt 

/u = y, = 4 unb ^M, = V = ; 
^^ramibenoftaeberfanten in ben äonenasen c; ^a + Ob unb 
c; Oa 4- ^b geben 

m = n, = -J^ unb m, = n = 0, 
folglid^ für beibe 

cos= 1-fO + O: Vl + i + Vl + O+i = 0,8 =36*^ = 52' 143<* 8'. 
2)iefe SSetfjjiete tüerben bie Seid^tigfeit ber SRed^nung im Slügemeinen 
Bettjeifen. 2)ie ©^wiertgfeit tritt erft bei Ungeübten ein, »eld^e bie 
Slnf^auung o\x% ber ^rojection auf bie Äörper iibertragen tooHen. S)a3 
toirb int golgenben bie Stufgabe. 

a)a§ Slrd^nrit uiit Her Wrtnetn gfatmel (2) gejd^iefit an ber $anb 
ber ^ßrojection ol^ne jegtid^e weitere Vorbereitung, weil toir eben bie 
SBertfte ber ©ectionglinien unmittelbar ablejen fönnen, a33äf)Ien wir oX% 
Seifpiel bag ^^tamiHetigtanatarfee? a : ib : 4c, fo fd^reiben mir ün3 
ein getl^eifteS SDreiedE afö ©innbitb l^in, mag leidster, afö eine Äugel^ 
Seid^nung bemerlfteHigt merben fann. 2Bir l^aben bann nur ju berüdf^ 



Digitized by 



Google 



224 



üBinlelted^nung: Stegulftrf^fiem. 



fid^tigctt, bog in ben Hjeneden bie anliegenben ^l&^m 1.2, 3.5 unb 
4.6 jutn {firjeften @d^nttt 4 fommen, über bie bigonale IScEe d tjax' 
weg Hegt ballet bet mittlere 4, unb fibev bie ttigonaife t ber längfte 1. 
S)aS gibt folgenbed ©d^etna: 

1) a : *b : ic = 3a : |b; /Mr = 4 |>«g 

2) 4a : b : 4c = Ja : 3b; /«,»-,= 4 4^l& 




1» 



3) a : 4b : 4c = 2a : 4b; /UV = 4 |>| 

4) 4a : b : 4c = 4a : 2b; /*,v,= 4 4^| 

5) 4a : 4b : c = 4a : 4b; /ur = 2 3?|y 

6) 4a : ib : e = 4a : 4b; /',".= 3 2^1» 



_^3)ie untere ttje c' broud^en wir nie; bie 

gläd^en in ben anliegenben Duabranten 

^aben biefelBen «uabrüde, nur ttnfö bie b' unb rechts bie a' geftrid^eü 

b. ^. negoti»; im gegenüberliegenben beibe a' unb b' negati». 

, / 13 14 13 

SJante 1/2 l^ot cos = 1+H-|:V 1+4+4 V1+4+t=-9-: -§- = jj- 

13.14^13 
6 * 6 ~ 14' 



Äantc 1/3^ 



Äottte 1/4 . 
JEante 1/5 . 
Jiantel/6 . 
Äontel/l' 
Äonte 1/2' 
Äante 1/3' 
Äante 1/4' 
Äante 1/5' 
Äante 1/6' 



1 + 4+1*-tV^14 



Vi+4+*=- 
i + . + i. . VTiVT+y+l = — : — = — . 



1+1+4; 



Vl + 4+9 = ^ 

/ 10 

Vl + 9 + 4 = Y 

\/T+4+l=y; 

1+1— luVü Vi+4+4--^: 

11 



l + 4+2:4V'l4 
4v'l4 
4V^14 



1-4+1 



^l+i+i^-Q 



4VT4 

4V14 
1—4+2:4 Vl4 
l + I— t^tVu Vi + 9 + 4 = 



14 


11 


3 ■" 


14" 


14 


10 


3 


14" 


14 


12 


9 


14' 


14 


9 


9 


14' 


14 


11 


6 


14" 



1 4_ i 1 



V l+T + T - Q ' R 1±- 

7 



6 
14 



14 



^r^^=T-f=i^- 



3 * 3 7' 

®ic 2)iüiforen ber ßofinuffe finb üom jjoptiöen obct negatiöcn 
SSorjcid^n unabhängig, ba baS Ouabrat in beiben fällen pofitit) foirb. 
Unter 24 gfSd^en fann jebe nur öon 23 gcfd^nitten ttjcrben. §abe iä) 
bat)on bie crften jed^g gerechnet, fo ergeben fid^ alle anbern bon fetbft 
blos burd^ bie SBorgrici^en ber ©Heber beg Sanier«. ®enn berfclbe fann 
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in Scjtc^ung auf bic SBorjetd^en feiner brei ©lieber nur viererlei gormcn 
annel^men: 
l + fif^, + w,, l — idfi, + vy,, l + fifi^'-w,, i — fifi, — w,. 
2)a^er laffen fid^ au§ \t6ß Beliebigen fianten bie übrigen 17 burd^ 
einfädle Slbänberung bcr SSorjeid^cn ableiten. 2)ie toeitcrn gtoölf 3^^^^^ 
finb alfo: 

i+4~*=* ... A; 1+1— l=* ... A; i+i-i=^i ... tV; 
1-^+4=1 ... A; 1+1— 2=-i..-TV; 1-1+^=4 ... tV; 

1 :i 4 4 ♦♦! a a * »•! i i i «• 

1 -ff Tf— T.'TT;A 7 T — T...TT; A — ¥ — * — — T • . — TT; 

1 \ 1 I * •! 2 9 $ S . 1 1 4 4 4 

S)ie SBrfid^e fiberfd^auen wir jttjar leidet, aöein fie ^inbern immer* 
l^in bie abffirjung ber SRed^nung, welche ftattfinben lann, toenn toir eg 
mit ben gläd^en ein unb beffelben ftörper« ju t^un ^aben, toeil bann 
in ber altgemeinern gormel f4, = ±fi, v, = +t, n, = +7r toirb, folglid^ 
bie SBurjcln toegfatten, unb bie ^oxmd übergebt in 

cos = =— =—; ö— . 

S33ie tüir in ber gefd^id^tlid^en Einleitung pag. 61 ertoäl^nten, fo 
]^at fd^on ©raßmann (3»« t>^^ftWfn Är^ftaUonomk 1829 pag. 154) bieg mit 
matl^matifc^er SKeifterfc^aft, toenn and) in etwas öerl^üttter SBeife, an^^ 
einanber gefefet, unb fofgenbe einfädle ®ebäd^tni§regel gegeben: ;,man 
„fe|e bie SBiebcrl^oIunggeEponenten ber beiben Sräger, bereu Säinfel gefu(^t 
„wirb, in ber Drbnung, in weld^er fie fid^ auf bie eingeführte ^olge 
„ber doorbinatenajen bejiel^en nac^ Art eineg Srud^eg unter einanber, 
„\o gibt bie ^robuctenfumme 4iuS j[e äWei unter einanber ftel^enben 
„S33iebcr^otung§eEponenten ben Qä^^Ux, bie Ouabratenfumme berfelben 
„ben SWenner", alfo 

^^ÖtW-cos^-^^pag. 61. 

„@inb bie ©eftalten öerfd^icben, fo fommt bic allgemeine gormel mit 
„btm 5ßrobucte jweier SBurgeln aus ben Quabratfummen ber SB:pten 
„über unb unter bem ©trid^", alfo 

^-^— gibt — cos ; r ■ / ■ 

TT«: « V(/J2 + y' + d*) {?t^ + X« + T«) 

S)ic aSal^I ber gried^ifd^en SBud^ftaben ift fe^r gejd^idft, inbem bie brei 
toeid^en ben brei garten ßonfonanten gegenüber ftc^en, unb bamit unfer 

©trid^eln öermieben ift. SKiller (A Treatise on Cryetallographie 1839 

pag. 25) lam jel^n 3a^re fpäter freilid^ auf ganj anbcrm SBege ju ben* 
felben %tirmA% aber ol^ne ©raßmann gu nennen. 3)abei fd^Iofe er fid^ 
an bie öon SBl^eweH pag. 62 eingefül^rten SBud^ftaben hkl unb pqr an, 
bereu (Jorrefponbenj man nid^t mit gleid^er Äeid^tigleit erfennt. Sie 
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gormeih ergeben ftd^ aßcrbtn(j§ einfad^ au« ber anol^tifd^en ©eomctric, 
aCein mt öerbienftlid^ i^re erfte Slntoenbung auf Är^ftatte war, be^ 

Urt^eilt man au^ SBeml^arbi (Sciträge jur nähern Äcnntnif; ber rcöelmäjigen 
Ärvftaafortncn 1826), ber ftd^ förmfid^ abquält, um für jeben einjeluen 
regulären Äörjjcr bie gormel ^u finben. 

äRein eingejd^Iagener SBeg fotgt ber SBeife^jd^en ©ebuction^met^obe, 
unb ift eine britte 5B3eije, bie fid^ immer mögtid&ft on bie Slnfd^auung 
antefint. 3n il)ren Siejultaten lommen alle brei jufammen. SBenn tß 
fid^ Mo§ um med^anifd^e ^2lu§fü^rung ^anbett, \o liefert 

®tft|fmttnti'8 SRet^obe baö Scfte. 3d^ tt>iH bal^er ba§ SQSefentlid^e 

in meiner SBeife erläutern: ju bem 
Snbe jiei)t man einen beliebigen 
ffireiö, üerjeid^net barin bie 2(Een_aa' 
unb bb', unb jiefjt mit ab = V2 bie 
mer ®ranatbeber!reife , ttjetd^e mir 
bie t)ier Orte ber Oftaeberfläc^en 
geben, burd^ toeld^e id^ bie beiben 
b^n ©ectionglinien beg ©ranatoeber^ 
gehörigen ätt^ifd^enajen lege. 3)ann 
liefern bie ©urd^jd^nitte ber (Srana^ 
toeberfreife mit im Sljen bie ®rana«= 
toeberpd^enorte, toäl^renb bie SBürfel^ 
pdöenorte in ben SlEenenben liegen. 
SBir befommen auf biefe SBeife ba§ Sugelbilb eine^ Sld^tunböierjig* 
ftäd^nerg, worin befannttid^ aüe übrigen regulären ^Äörper fteden 
(aKetl^obe ber Är^ftattoßra^^ie 1840 pag. 184). 3e^t füllt man ben alS po\xiVO 
angenommenen Dftanten mit ben fogenannten SnbiceS, toä^lt bagu feine 
Sud^ftaben, fonbern gleid^ bie ^Renner be§ getoö^nlid^en 5ßt)ramiben«' 
granatoeberä a : ^b : ^c = 123, unb l&at nur gu erwägen, bag in jebem 
^enenbe ber fürjefte @(^nitt -J liegt , b. 1^. bie größte 3a^l 3 gemäß 
ber atpl^abetifd^en Drbnung ber Slfenbud^ftaben bie Ifte, 2te ober 3te 
©teile einnel^me. Ueber^ ben Oranatoeberpd^euort weg lommt ber 
mittlere 4, unb über ben Dftaeberpc^enort weg ber größte 1. Um 
SlEenpunft c muffen bie Ileinften ©c^nitte 3 = i in ber britten ©teile 
ftetien; um a in ber erften; um b in ber 2ten (3)iitte), unb in jebem 
Df tauten fid^ natürlich biefelben fcd^g 5ternionen wieberl^olen, fie untere 
fd^eiben fid^ bloö burdf ba§ aSorjeidjen, Wa§ ©raßmaun fe^r paffenb auf 
bem Orte ber Oftaeberflüd^e anbeutete, fiängg ben Slfen ftel^t auf beiben 
©eiten biefelbe ä^^^^^^tolge , unb bie Oftanten unterfd^eibcn fid^ nur 
burd^ ©trid^elung üon einanber, fo baß ein 3t^i^tf|uni in ber Sejeiclnung 
ber gläd^en fogleid^ in bie Singen fiele. . SBir wollen jefet bie 23 SBinfel 
ber brei gewöl^nlid^ften Sld^tunbDierjigfläd^ner l^infd^reiben, unb fefcen 
babei bie brei obern 3nbice§ nur einmal ^in, weil mit benfetben alle 
^ai^len unterm ©trid^ ber 9iei^e nad^ multiplicirt werben: 
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a : ih : ic 


a : 


ib:|c 


a:4b: 


ic 


Vfl- 


. . 2+5J+9=lS 


1 2 4 

7 TT • 


. . 2+2+16=20 


iH- 


. . 3+3+«»=31 


« S2 . 


. . 1+6+6=13 


142. 


. . 1+8+8=17 


1 SS . 


. . 1+16+15=b81 


S 1 2 . 


. .^+2+6=11 


412. 


. . 4+2+8=14 


$18. 


. . 6+8+15«23 


28 1. 


. . 2+6+3=11 


2 4 1. 


. . 2+8+4=14 


SSI. 


. . 8+15+5=23 


3 2 1. 


. . 8+4+3=10 


42 1. 


. . 4+4+4=12 


SSI. 


. . 6+9+5=19 


T25 . 


. . —1+4+9=12 


T24 . 


. . — l+4+16«sl9 


TSS . 


. . —1+9+25=33 


2T5 . 


. . 2-2+9=9 


2T4 . 


. . 2—2+16=16 


sTs . 


, . 3—3+25=25 


T82 . 


, . ^1+6+6=11 


T42 . 


. . . —1+8+8=16 


rss . 


. . -1+15+15=29 


ST2 . 


. . 8-2+6=7 


4T2 . 


. . . 4—2+8=10 


S7S . 


. . 5-3+15s=17 


7S1 . 


. . -2+6+3=7 


74 1 


. . . -2+8+4=10 


TSl . 


. ^ -3+15+5=17 


8l?l . 


. . 8—4+8=2 


471 


. . . 4—4+4=4 


STi . 


. . . 6-9+5=1 


1?S . 


. . 1—4+9=6 


174 


. . . 1—4+16=13 


17S . 


. . 1-9+25=17 


715. 


. . -2+2+9=9 


7l 4 


. . . -2+2+16=16 


"ä 1 $ . 


. . -3+3+25=25 


iT2 . 


. . 1-6+6=1 


1T2 


. . . 1—8+8=1 


178 


. . . 1— 15+.15=1 


Tt2 . 


. . -3+2+6=5 


Tl 2 


. . . —4+2+8=6 


Tis . 


. . —5+3+15=13 


2^Tl . 


. . 2-6+8=-l 


2Tl 


. . . 2-8+4=-2 


STi 


. . . S-15+5=-7 


?2 1 . 


.'. -3+4+3=4 


T2 1 


. . . -4+4+4=4 


TSl 


. . . -5+9+5=9 


T7B . 


. . -1—4+9=4 


T7 4 


. . . —1-4+16=11 


TTs 


. . . —1—9+25=15 


TT8 . 


. . —2—2+9=5 


7T + 


. . . — 2-2+16=12 


TTS 


. . . —3—3+25=19 


TT2 . 


. . . — l-6+6=-l 


TT2 


. . . — 1—8+8=— 1 


TTS . 


. . . — 1— 15+15=-1 


TT2 . 


. . . -3-2+6=1 


TT2 


. . . -4—2+8=2 


TTS . 


, . . _5-^3+l«|=7 


7Tl 


. . . —2— 6+3=— 5 


7Ti 


. . . — 2-8+4=-6 


TTi 


. . . —3-15+5=- 13 


771 . 


. . — 3-4+3=-4 


TTl 


. . . -4-4+4=-4 


TTi 


. . . -6-9+ö=-9 



l* + 2* + 3«=14 l*+2* + 4*=21 l»+3* + 5*=35. 

@ettiö^nlic^ fu^ man bei ben tooQf(äd^igen $ör|)ern nur bie bret 
SStnfel 



lf|...oo.H=„s...,S;L- 



B 



cos|^ = 162.14.50; 



2 . 58 ; 





135 
• 315 •• 


. cos|^ = 152.20, 
. 35 


.22. 




123 
132 ' 


13 

..C08- = 


158.12.48; J2J. 


17 

..C0S2j = 


144 




135 
153 ■■ 


, cos|i = 152.20. 
35 


22. - 




123 
123 ■ 


12 

..COS- = 


148.59.50; —^ . 


19 
..cos- = 


154 




135 
135 " 


. cos— =160.32, 

Oi) 


, 13. 





aber QViä) bic übrigen ftnb für bie ©rforfd^ung ber gormen t)on 
SBid^tigfeit: bie ßa^Ien 13 . 13 in 4 : i ttjie 31 . 31 in i : | geigen, 
ba^ bie auf ben Dftaeberfläd^en ftel^enben S)reifantner in 2)il^eEaeber 
übergel^en; toir ^aben fogar brei gleid^e S^^^^^t ^oxt 11 . 11 . 11 ^ier 
17 . 17 . 17. 3tt)ei ber 11 jeigen an, ba| bie abtüed^felnben S)i^eEaeber* 
pc^en ein SR^omboeber bilben, ballet erfd^einen aud^ im S)reifontner 



4:1 bie gleid^en S^¥^^ 14. S)ie britte 11 



123 

— beweift, bag aud^ 

im 2gliebrigen DItaeber auf ber ©ranatoeberflöd^e bie gegenübertiegenben 
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gläd^cu ben SBinfel be^ §ätftftäc^ner üom 2)i§e5aebcr l^abcn. 3ebc 
gtöc^e ttJtrb halber in unj^mmetrifd^r SBcifc öon brci anbern unter 
gleichen SBinfeln gefc^itittcn. S)affclbc jeigt i : |, wenn aud^ an anbern 
glä(|cn, burd^ bte 2af)Un 17. 2)ag ^ß^ramibengranatocber jeigt augcr** 
bfta nod^ fieben SRal gleid^e SBinfel 13 . 13, 9 . 9, 7 . 7, 5 . 5, 4 . 4, 
1 . 1, — 1 . — 1; gfäd^e i:| noc^ 25. 25, 23. 23, 19 .19, 1.1; 
^t&^t ^:i au|er bcm notl^tt>enbigen 3tt>ifc§enrl^ombocbertt)infeI 14.14 
nod^ 16 . 16, 12 . 12, 10 . 10, 4 . 4. 

Xeitfielitie. gfir bic SJercd^nnng ber gebrod^enenS^ctraeber^ 
■f anten ber gencigtfläd^tgen ^cmiebrie bürfen tt)ir nnr einen Qnabranten 
überfprtngcn, nn]b ben gegenüberliegenben nel^men, atfo: 

123 5 124 12 

.^...cos-=110.56.30;^...cos-=124.51; 

JU .. . cos^ = 122.52.42. 

olO OO 

S)ie «brigen beißen SBinM bleiben btn J^otoebrifd^en formen gleid^. 

^t|titae)irte. §ier lommen im gebrod^enen ^ß^ritoeber gtt)ei SBinfet 
^inju; bie gebrod^ene SBürfet unb SR^omboeberf ante : 



123. 
123 *■ 


6 
. cos- = 


115.22.37 


124 
' 124 " 


13 
.cos- = 


128 


.14 


.48, 




135 
135 • 


17 
..cos- = 


119.3. 


33. 








123 
312 " 


11 
.cos- = 


141.47.12 


124 
' 412 ■ • 


14 
.cos- = 


131 


.48 


.37; . 




135 
513 ' 


23 
..cos- = 


131.4. 


56., 








®i|taeitie liefert ätt»et SBintel: S)a(^- unb Dftaebetf ante; benn bie 
Sl^omboeberlonte ^at eg mit beut gebtod^enen ^ß^ritoeber gemein. 

132 •••«««14-141-47.12; J^* . . . cosl^ _ 135 . 35 . 5; 




135 
153 ■ 


29 
..cos- = 


145.57 


.8. 








123 
213 • " • 


9 
cos- = 


130.0.19; 


124 
214 • • 


16 
.cos- = 


139 


37, 


57; 




135 
315 ■ 


25 


135 . 35 


.5. 









ZttatUtitxt l^at bie gläd^enrl^omboeberlante —^ mit beiben öo* 

rigen ^emiebrien gemein, nur bie ©dfr^omboeber*« unb Dad^fante finb 
neu : 
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312 '■ 


1 „, R ,, 124 2 
.cos- = 94.5.45; — ...cos- 




513 " " " ^'^^ 35 " ^«^ ' ^^ ' ^^• 


123 
123 •■ 


. cos *^- 106.36.6; Jgt.-.cosj; 
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= 95.27. 54; 

= 121 .30.26; 



3ft ttian mit ben angemeinen Äörpern fertig, fo ergeben ftd^ bie bc^ 
fonbem bon felbft, benn man barf bann bie Qa\jf,en nur gleid^ @in8 
ober SRutt fefeen. »ei bem 

^^tantibenoltaeber ^a : ^b : c l^aben toir im ^ß^ramibengranatoeber 
btoiJ 2 = 3 ju fefeen, bann ttjerben bie Äanten: 

123 122 2 + 24-4 
©ranatoebertante . 213 = 2"l2 ° 2'+l'+2« =-^i 

= 152 . 44 . 2 = A. 
®e6r. SBürfeßantc J-|| = J|| = }±i±± = _ cos | = 180» = B. 

r>^ ^^ * 123 122 —1+4 + 4 
Oftoeberfonte ... 123 "^ 122 ^ = — cos | 

= 141 . 3 . 27 = C. 

®ebt. 2:ettaeberfonte J|| = J|| = -^-^+^ ^ „ eos = 900=0. 

IQ^ 21^ ^12 

aSäinIcI 180« jeigt, baft bie S)i^eEaeberIanten ]^ = 3^ ^ 231 

ttjegfaüen, unb eine rl^omboebrifd^e ffidfe entfielet. S8ei ber letraebrie 
tt)irb bie gebrod^ene letraeberlante 90®, toeit cos = 0, baiJ ©eftoeber 
fefet fid^ atfo an^ üier SBürfetedfen jnfammen. 3Kit ber gteid^en Seid^tig^^ 
feit laffen fid^ bie SBinfel öon ben 5ß^ramibenoftaebern 133, 144, 155 ic. 
l^infd^reiben. Sm 

Setteitoelier a : b : 4c = 112 njtrb 2=1 unb 3 = 2, wir l^aben 
alfo im 5ß^ramibengranatoeber bIo8 auf bie Stellung bon 3 gu fe^en, 
folglich 

©ranatoeberfante . J?| = J|^ = j^±|±|^, := - cos 1 = 180« = A. 
®ebr. SBürfeKaitte 1|| = ^^ = 1±1±2= _cosf = 146.26.34=B. 

lo2 121 

®ebt. Dftacberfnt. J|| = ,^ = Zl±l±^=_cos|=131.48.37=C. 

12o 1 12 

tetra«bcrtante, . . JH? = 11? = Zizi±*=_cosf= 109.28.16. 



213 112 
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2)o8 ^^romibentettoebet .l^ot olfo in feiner 2:etraebetfonte beit Oftaeber« 
wintel 

^aS 8e«rUitk a : b : ^c =113 f(^nea auf bte SBinfel geprüft, gibt 

113 1 + 3 + 3 7 

131"^ + 3«+ 1" U'-- 129.31. 16 -B, 

113 1 + 1 + 9 9 

m = 1 + 3« + 1 =n---l*^-^*-12 = C; 

113 —1—1 + 9 ^ 7 

11^3 "^,1 + 3* + 1 ~ 11* 
SB« l^obe« olfo in bent jugeprigen ^^romibcntetraeber bcn merf« 
würbtgen goO, bo§ oHe SBinfel = cos tV = 129" 3 1' 16" finb. ' 

f^mtitnttntitl ^ : b : 4c =; 012 ift = 123 ju fefeen, bann ift 

1 = 0, 2 = 1, 3 = 2, mir ^oben 



123 


012 


+ + 2.2 


213 " 


* 102 * 


■* 1 + + 2« ~ ■" 


123 


012 


2 + 2 ,. 


132 ' * 


■ 021 ■ 


•5 -■^• 


123 


012 


2.2 . 


213 •• 


■ 102 ■ ■ 


• 5 ~^- 



SBir bcfommcn in aQen gäQcn, fogar in bcr Setracljric — cos| = 
143^ 7' 48", alfo bi^cjacbrifc^c Scfen , unb man fann ben ^öxptx wie 
ein gebrod^enc» ^ß^ramibentetraebcr anfe^en. 9lnr ein gatt 

123 012 .., 1 + 4 , , . * ,^^0 

123 • • • 012 9^^^ iTl = ^' ^' ^'-''' = ^^^ ' 
bie gebrod^ena Oftaeberfante im ^ß^ramibengranatoebcr faßt alfo weg. 

^t|titoe)iev. SBir braud^en babci nnr auf unfere obige 3^^^^«* 
formet ju feigen, unb 012 ju fubftituiren, fo fommt nad^ ber ^ß^ritoebtie* 
formet 

SBürfelfante . . H^ . . . ^ . . . ^-^=^ | . . cos = 126« 52' 12". 

9i^omboeberfante ^^ • ■ - ~ - • - i cos = 113« 34' 41". 

dagegen faßt bie gebrochene Dftaeberlante 

ß ^ 123 012 1 + 4 ^ 
123 * ■ * 012 "• 5 
weg, weil — cos l = 180" ift. gür ba8 

^taiiatielet a : b : c ift im iß^ramibenwärfel btoi 2 = 1 ju 
fe|en, e8 fomntt bann 

123 011 + + 1 , . . ,„^0 Q, 
213---Töi---— r+1 i-cosi = 120«. 3m 
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^m^ w !_ ^- s. 123 111 — 1 -f. 1 + 1 

OftaeJiet a : b : c mx\) ^ gu -^ gibt — ^_-^^ = 4, 

— cos 4 = 109® 28' 16". ©nbltd^ ber 

aaButfri ^ : ^ : c ^ 001 gibt in aQcn Ratten cos =^ 90^ 

S)ic Prüfung ber Äfir^}cr auf ©leid^l^cit unb Unglcid^l^eit ber 

SBinlel toirb nad^ ber gegebenen Segel ougerorbentlid^ einfad^. SBollen 

tt)ir j. 93. bie Slc^tunbüierjigPäd^ner auf bag Di^ejaeber prüfen, fo 

l^aben tt)ir blo8 bie beiben erften gormein 

. 123 . ^ 123 

A. = -— unb B = — - 

213 132 

in äntoenbung ju bringen, wir befommen bann für bie auf bie Dftaeber* 

• 13 13 • 

pd^e aufgefegten S)reifantner cos — = cos— ; bei | : | gab eg 

31 31 

cos 35 = c^ 35' ^^^ gtäd^en 4 • 1 • 4 Q^^^^ 

234 6 + 6+16 ^ 28 . 234 4+12+12 _ 28 

324 • • * 3« + 2«+4* 29 "" 243 ' * ' 2»+4*+3« " 29' 
b. ^. cos == 164 . 54 . 35. 
2)ie fjläd^en 4 : ^V : -rV 9^^^^ ebenfalls 

7.11.15 77+77 + 225 379 



11.7.15 • " 11* + 7* + 15* 395 
7.11.15 49 + 165 + 165 379 



unb 



7.15.11 •" 7« + 15* + 11* 395' 
b. 1^. CO» = 163 . 38 . 11. 
SBäl^renb tt)ir bei biefen Äörpern bag Dil^ejaeber auf ber glä^e beö 
eingefd^riebenen Dftaeber^ ju ftel^en l^aben, fommt bei 1 : 4 : | == 137 
bie ©leic^l^eit ber Sonten in ben Sietraeberedfen ber geneigtfläd^igen 
^emiebrie öor. S)enn bie gebrod^ene SBürfetfante ift: 

123 ,.137 1 + 21 + 21 43 , ^^ ^^ ,^ 

T32^^^NT3 \-- r+7^+3-* = 59' ^^^= ''^•^^- ^'' 
unb nad^ ber 2!eträebrie gel^t bie gebrod^ene Setraeberfante 

123,.-, . 137 —3—3+49 43 . . 43 43 

2T3^*^^ ^^317 ••• —59— =59' ^'^-^^^ 59 =^^«59- 
3c^ Inüpfe gewöl^nlid^ an ba3 Sa^Ieujeic^en 123 = a : 4b : 4c meine 
Setrad^tungen, ba eg mir am anf^auti^ften unb für bag ©ebäd^tniß 
am leid^teften ift. SBir lönnen aber auc^ bag ®efagte in allgemeine 
gormetn l^üQen, unb woQen babei bie frühem gried^ifd^en SSu^ftaben 

^=1, v=2, 7r=3 
anmenben. 3d^ l^abe bag an obigem ©d^ema nac^ Slnleitung ber Qa^Un 
vereinigt, wobei baS Ileinftc n: um. Slge c in ber britten, um b in ber 
jweiten unb um a in ber erften ©teile [teilen mu|, fo ift 
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^ß^ramibengranatocbcr (48fläd^ncr). 
Solocbrle. 



-cosA = ^^"^ ,^^t"\ •■ 

-cosB = -^^ ^' + 2m_ 
juyry fi* + y* + TT* 

- cos C = -- => 5-^r~^ — Q-^- — 5 . 

^VTr ^« + v* + n^ 

^ctracbrie. 

- cos D = '^ — = , , g . g . . 

$tjntocbrie. 

- COS Üi = = —X 5 5 . . 

(,(y7l ^« + v» + 7i2 

- cos F = ~ - = ^^ % — , . 
Tijuy /i* + V* + Tt^ 

///n^ ^* + V* + TT* 

cos H = '^ - = g - ^ , 3 , . 



TT 



TT 



1 4 



©ranatocberfante. 



II SBürfettante. 



I-J Dftacberlante. 



Jictraebetfante. 



xV SDa^fantc. 

H 9it|omboeberfante. 



©ad^Iantc. 
TT. 3^if<$^«oItacberfntc. 





®^roeber. 



^etartoeber. 



^ctartocbtie. 



COS J = '^— = ^^— ^-7-^ - 

/rt'TT /<2 y2 ^ ^2 



TT 



SEetraeberedEfantc. 



4 
TT 



©ad^Iantc. 



— cos K = = — g— — ^— - — ^ 

^/ITT jM^ + y* + TT* 

gür (Seübtc braud^t cg babei toeiter feiner befonbern gigur, man 
erfiel^t cg leidet aug bem l^oloebrijd^en ©d^ema. SlÖeg gel^ tuie bei ben 
Ballten t)on ber einjigen ettoag bunfel gel^attenen glä^e /iv^r ani, bie 
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man aud^ ittttet bett @tricl^ fteOen tonnte, um 0leii bie negatiüen Qddftn 
paffenber über ben Snbiceg anjubringen. (£i^ leud^tet bann bei ber 
Setrnelitte fofort ein, baß für bic gebrod^l^nc Setraeberfante D ein 
Duabrant cba' Überführungen, unb fmt mit y^üir comWnirt werben muffe. 
Sn ber ^ntorlirte muß man einen gebrod^enen ^^ramibenn^ürfel im 
Singe l^aben, worauf bann fofort einleud^tet, baß für bie gebrod^ene 
SBfirfelfante E ber ©d^nitt fmt mit fmv , unb für bie Sl^omboeber* 
fante F ber ©d^nitt f/vTT mit n/iy gelten muß. S)ag Meine nebenftel^enbe 
S)reiedE mag bag nod^ gur »eitern ?Infd^auung bringen, 
ttjorin bie britte Äante Jtf^v mit njüv im Qäfilitt 
ttJieber — /m* + y* + ^* gibt, alfo mit ber ge^ 
broc^enen Dftaeberlante C übereinftimmt. gür bie 
®t|troc)irte bleibt bie 9it|omboeberfante P, bagegen 
^^ • muß man ouf bag Dad^ ber ®f onatoeberfläd^e feigen, 
tt)ortn fid^ fo^n mit /utiv fd^ncibet, unb bie S)ad^* 
laute G erjeugt, »äl^renb bie Oftaebcrfante H aug ber (Kombination 
öon fivTt mit vfun tjerüorgel&t. gür bie Zetattorlitrir barf man fid^ in 
ber letraebrie nur ttjicber @ing unb SJluH k. auf ben gläd^en beuten, 
too fid^ bann für bad @drl^omboeber J bie SSerbinbung Don f^vn mit 
nfip, unb für bie S)ad^fante K öon fmi mit fivn: ergibt. 

3ft einmal ber oUgemeine Äörper fmt = 123 mit aßen feinen 
möglid^en ^emiebrien feftgefteHt, fo befte^t bie ganje Jl^ätigleit in @ub* 
ftituiren einfad^er Qai)kn. Saffen toir alfo n — v tt^erben, fo fommt 
fiw (122), mil (Lima) einem größern a gel^t. 

^^ramibenoltaeber ^w = 122. 

... — cos D = — g— - — T — I .... 1. 

^-— ... — cos C = g , TT— ä . . . . |. 

^-- . • . — cos D = — g 7 o 2 • • ^• 

3)ie 1 jeigt 180^ unlTO bagegen 90® an für ben befonbern Äörper 
122, tt)ie toir oben faf)en. Qfn 180® liegt ber SBetoei^, baß bie ge** 
brod^ene SBürfelfante B öerfd^toinbe. SBir befommen ftatt ber S)rei^ 
Iantner=» eine 3l^omboeber*@(fe. ©e^en toir in cos P ber ^^ritoebrie 
n = V, fo fommt für cos A biefelbe gormel, tt)ie l^ier. @g gilt ba^ 
aud^ für bie rl^omboebrifd^e ®dfe ber Ö^roebrie, ttjeit bag eine aUge* 
meine ©igenfd^aft be^ S)reifantnerg ift. ©efeten toir bagegen v = ^, fo 
Iäme>^7r =113, mir looUen aber afö ß^'^^^^^^^fri^^ ^^ gettJiWf^ntid^e 
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flfiTt 



Scucitoeber fifin =112 nel^men. 

. . cos A == -r- ^ 



COS B = 



— cos C = 



2 fi^ -h n^ 

2 f47t + fJ* 
2 ^' + TT* 

2f/' + n^ 



cos D = , r , — 3 

2 fi* + ^ 






9 



§icr fällt dfo bic Oranatoebcrfantc A »eg. @e^n wir bogcgcn iM=0, 
fo fommt Om = 023. Ste ^al^tcncontrotc loä^Icn mx ftatt beffcn 
012, fo tommt 

^^ramibcntüürfd Ovn = 012. • 



Om 
vOn 

OVTC 

bnv 
Om 
Öra 
Om 
yOTT 

OlTT 

Ow 

OVTT 

TrOy 
Ov/r 
Ottv 

0V7t 

vOti 

0v7t 

nOv 

OVTI 

bvTt 



— cos A = 

— cos B = 



n' 



y« + n"" 
2vn 



y' + TT" " 
— cos C = 1 = 180^ 



— cos D = 
~ cos E = 

— cos P = 

— cos G = 

— cos H = 

— cos J = 
. — cos K = 



TT" 



v"" + n' 



■ y' + yy* 

I« _L (TT* 



V7X 



4 



4 



B 



2m 



u' 



n* + v' 



TtV 



TT* + V» 

n^ — v^ 



B 



71* + y' 

SDcr aBinlcI C faßt dfo tt)eg. Sag ©^rocbcr GH faßt mit bcm ^ßqro* 
mibcnttjütfel jufammcn; ba8 Setartocbcr mit bcm ^^ritocbet, bcnn man 
fann ja bcn ^ß^romibentoürfet tt)ic ein gebrod^eneg ^ß^romibcntctracbcr 
onfel^en. 

S)ie ^vattntoelietlattte — cos A = 4 ergibt fid^ au§ bcm ^^ra* 
mibcntt)ürfcl, wenn wir /r = y fc^cn. @bcn fo aug "bctoi ^ß^ramiben:* 
granatofbcr, wenn wir außcrbcm nod^ /m = anncl^mcn. 3m ^ß^ra«» 
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mtbcnoftaebcr bütfcn wir ttur /u = o mad^cn. ffi8 bitjtbirt ftd^ bann 
immer n^ weg. 

S)ie Oftaelirtlante — cos C = ^ folgt ^nx fi = v = n au3 ben 
cntf^}rcd^enben gormein be§ ^^ramibengranatoeber^, ^ß^ramibcnoftaeberg 
unb Seucitoeberg. 

S)ie SSJtrfellante — cos B = O folgt auf biefelbe SBeife , joenn 
man v = u = o in ben entfpred^enben Tanten nimmt. S)amit ift ju^ 
gleid^ ber SBcife'fd^e SCu^brucf ©ranatoeber*, SBürfel*» unb DItaeberfante 
gerei^tfertigt. 

SSJenn bie Symbole gegeben finb, fo frnbcn wir auf bic 

angegebene SSSeife bie SBinfet leii^t. 3e|t muffen mir aber aud^ um^ 
gefeiert aug ben gemeffenen SBinfcln A big K bie ©^mbole, ober wa§ 
baffelbe, bie SnbiceS fivTi finben. Äffo: 

^n0 )en gentelfenen Winkeln Me 3nhxtts jn ftniett. 

Sin ben gtufefpatl^würfeln ber SBilben ®^appai) unb im aWünfter* 
tl^ale (©d^warjwalb) fowie in Sumbcrianb unb Serb^ffiire werben gar 
gern bie (Sden fec^^fläd^ig, alfo burd^ einen äd^tunb«* 
tjicrjigfläd^ner jugefd^ärft. S)a bag gIu|fpat^oltacber 
fel^r Blättrig ift, fo fann man bic @dfen Ici^t abfprengen 
unb meffen. SBir bürfen bie Sfycn abc nur mit ber 
allgemeinen gigur parallel fteüen, um foglcid^ bie 
9(ugbrüdEe l^injufd^reiben, nemlid^ : 

VfiTt ^« + V^ + 71^ 

(^ ,,, ,osB ^ 4^^-, ^ 35 .67 . . .jmm.il 

finv . /M* H- V* + TT* 

S)ie Sal^Ien gelten für bic ©d^warjwälber, bereu SBinfel 
A = 162 . 15 unb B = 144 . 3 

betragen. 9lun ift 

1 cos 17 . 45 = 9,9788175 num. 0,95240 uub 
1 cos 35 . 57 = 9,9082327 num. 0,8095^3. 

SBerWanble i^ bie Decimalbrüc^e burd^ Äcttenbrud^red^nung in Mi)t^ 

runggbrüd^e, fo ift 




9524,10000 
9524 



1 

1 

476 |9524|20 

952 



1 20 
1_20 
1 21 
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80953,100000 
80953 



1 



19047,80953|4 



1 4 4 

lilZ 
1 5 21* 



76188 

4765, 19047| 4 
19060 

20 17 

2)o^cr cos A = — unb cos B = — . gotglic^ ^oben wir: 

21 = A<* + »-• + n' 
17 = /«» + 2 m 

20 = 2 /uy + ?r* 
21 — 17 = 4 = y» + ?i* — 2m = (v — n)', 2 = « — y 
21-20 = 1 = ^* + r» - 2/«- = (^ _ v)*, 1 ^v-^ l 
foIgUc^ ... 2 + 1 = 3 = „_«; 
3« = 9 = (TT - ^)» = ^» + «« _ 2 ^, 

21 — 9 = 12 = y» + 2 ^ 
20 + 17 + 12 = 49 = 0" + V + «)» . . 7 = IM + v+jT. 
©orottg folgt: 7 + 3=10 = r+27t 

10 + 2=12 = y+2rt + {n—v)= Sn, 
b. 1^. jT = 4; fotgli^ »- = 2 unb ^ = l. 

S)te Sa1)kn I2i = /um genügen obigen «ttäbrüden. «Rod^ biefem 
©d^ema ftnbet man oHe. 

3)a tt)ir e8 bei fold^en 9?ed^nuttgen mit SBttrgetn unb quabrotifc^en 
@Iei(^ungen s« t^un ^oben, fo finb mehrere Söfungen möglic^. S)enn 
fd^on ber erften obgeteiteten ®lei(^ung 

4 = »-» + «« — 2 m fonn in jmeieriet SBcife genügt werben: 
4 = (jr _ y)» ober 4 = (»- — TT)», 
eben fo ift 

1 = ft' + v* — 2fiv = (v — ft)* ober Ou — v)K 
©efeen wir jefet ben jweiten %aü, fo ift 

2 = V —n 

1 = /M 1» 

2)a nun 

2 |U7r bleibt, fo folgt 



3» = 9 = (^ 
t)or wie nad^ 



• fotglid^ 3 = ^ — ?r. 

TT)« = (TT — ^)» = ^u* + rt« 



7 = /M + V + 7t 

7 + 3 = 10 = 2/« + »' 

1 = (i — V 



gibt 10 + 1 = 11= 3^, 
folglich I- = ^ _ 1 = I unb ff = V — 2 = |. 



ober I« = y, 
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118 2 
S^ muffen bälget fmt ==—---= 11 8 2 ben ©Icid^ungen 

o o o 

cos A = 
cos B = 



2ft»+n* 2.11.8 + 2* _ 180 _ 


20 


fi* + V* + n'^ W + 8' + 2* 189 


21 


2vn + fi* 2.8.2 + 11» 153 


17 


/M« + y« + «» 11« +8« +2* 189 


21 



ebenfaßg genügen. 3a eg fämcn fogat irrattonate ?(u3brüdfe, tuenn mx 
fe^en toürbcn 

2 = V — n 

1 = y — fi 

2—1 = 1 = f^—n 

1«= 1 = ^« + n* — 2fin 
21 = fi^ + n^ + v^ 



21 


— 1 


= 20 


= 


V* 


+ 2/unt 






17 


= 


#''- 


+ 2vn 






20 


= 


n' 


+ 2fw 



V57 = iU + V + fr. 

S)ataug folgten /w = V^57, v = ^57 + 3, fr = V57 — 3, Weld^e 

ebenfalls genügten. Ratten »ir 3onen ober nod^ einen britten SBinfcI 

gemcffen , fo, »ürben bicfe ä^^beutigfeiten fpfott gel^oben. Denn* tt)ir 

fönnen öon ben brei SBinfeln ABC brei aWal je jtt)et l^erauggreifen. 

aSSir l^aben ben ungünftigften ^aU AB gelöft. SBäre C = 154.47 ge- 

/^a j_ y2 j_ 7^8 2g 

geben, fo läme cos 25 . 13 = cos C = — ^, — j-, — r- == st "«b 
^ ' ' ^* + y* + TT* 21 

ttjir Ratten für BC 

21 == iu* + y' + fr« 
19 = — ^« + y* + fr« 

17 = 2y7r + /t<^ 

21 — 19 = 2 = 2iM«, iU = 1 

21 — 1« = 20 = y« + fr« unb 17 — 1« = 16 = 2yfr 
20 + 16 = 36 = (y + fr)«, 6 = y + fr; 
20 — 16 -= 4 = (fr — y)«, 2 = fr — y; 
gibt y = 2 unb fr = 4. ^ter finbet feine Sttjeibeutigfeit mel^r ftatt, 
benn würben \t>ix 2 = v — n fe^en , fo t)ertattfcl^ten v unb fr blog 
il^re 3^^^^^' 

gür AC wirb bie aied^nung am cinfad^ften, benn toir l^aben 

19 = — /i« + y» + fr« 

20 = 2 iwy + fr« 
21 = /i« + y« + fr« 

21 — 19 = 2 = 2 ^« , /i = 1 , folglich 
19 = — 1 + y« + fr«ober 20 = y« + fr« = 2^ + ft*= 2y + n^ 
y« = 2f4v = 2y ober v, = 2 unb fr = 4. 



Digitized by 



Google 



238 aftegutärf^ftem: a^eftlmmung bet 3nbice8. 

3u ßumberlanb beträgt SBinfcI 

A = 158 . 47 . . . cos 21 . 13 = 0,93222 = »4 
B = 136 . 47 ... cos 43 . 13 = 0,72877 = ^l. SKfo 
59 = ^* 4- »'* + ?r^ 
55 = 2/MV + ^^ 

43 = 2m + fi^ 

59 — 55 = 4 = iu* + y* — 2^y = (v — ju)% 2 = 1^ — /w 
59 — 43 = 16 = V* + ^* — 2 /uy = ( tt — y)^, 4 = tt — v 

4 + 2 = 71 — //=6 

36 = ^» + TU« — 2f47t = {7t — ^)2, 

59 — 36 = 23 = V* + 2 fiTt. ijolgltd^ 
55 + 43 + 23 = 121 = 11* = (^ + V + TT)«, 11 = /i + v + yr 

2 = y — ^ 

9 = 2^ + TT 
6 = — |M + TT 



3 = 3^,iU=l, 

bal^cr y = 3 unb tt = 7. 

giäd^c 137 genügt ben Slu^brüdEen. SBürben mx 

2 = |U — y, 4 = y — TT unb 6 = ^ — fc 

19 13 1 

gefe|t l^aben, fo läme /t = — ,y = Yi^ = ö-i folglid^ geniigen aud^ 

bte Sagten 19 .13.1. 

gür ^ß^ramibcnoftaeber, Seucitoeber unb ^^ramibcntpürfel braud^t 
man nur einen SBinfel. 2lud^ f)ier ift berjenige am bequemften, toetd^er 
burd^ ©ubtraction ober Slbbition ber So^Uv unb SRenner gleid^ einen 
Snbej gibt. Ratten tpir am 

^^ramitenoftaetiet ^tiyy =^ 122 ben Dftaebertoinfel gemeffen, 

*--... cos C == ,7-j—-^ = 7 » fo gibt öte 

©umme 9 4-7= I6 = 4y*, y = 2; unb bie 

©ifferenj 9 — 7 = 2 = 2 ^^ i" = i, 
\o xo&xtn bk Snbiceg gteid^ gefunben. dagegen muffen ttjir für A eine 
leichte quabratifd^e ©leid^ung löfen, nemlid^: 

•-—... cos A = -Q— — ,—« = -S 9^6t 
y/uy ^* + 2y* ^ ^ 

9— 8=l=//* + y2— 2^v=(^— y)^ l=y— ^^ ober y=^+l 

9 + 8:^17:^/MH3y« + 2^y=^»-f3(^+l)«+2iM(|t£-pi) 

17=^« + 3 ^2 ^ 3 ^_ 6 ^ ^ 2/^2 ^ 2 iM 

14=6^« + S fi ober i = iw« + 1^, 

/t<= -I + \/4 + i = - f + 4 = 1. 
Seitritoeliet /u^/tt = 112 gibt 

'-^-- ... cos B = ^-^ ~ = I, 
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6—5= l=iu*+7i*— 2^=(7r— ^)«, n^l+fi. 

12^ifi*+2n* ober 6=2A<*+7r*=2/i«+A<'+ 1 + 2^ 

dagegen bcfommen wir auä C,D fofort bic 3<i^i^- ®^w^ ^^ ift ä- 33- 

— ... cos C = TT-i— . — 8 = Ti l>öber 

6 — 4 = 2 = 2^* ober fi = h 

6 + 4 = 10 = 2/1« + 27T* = 2 + 27r«, 4 = tt*, tt = 2. 

Sßäre am getrodletten ^t|rttoebet 123 äBinfel C unb E gegeben, 
fo folgte aus 

fim ^ — fi* + v^' + n^ 12 

— - ... cos C = Y-; 2-. «- == TT ' 

juv;r A< + y + ^ 14 

14 — 12 = 2 = 2//*, 1 =r /<. (gbenfo aus 
A^v/r ^ //• — v* + TT« 6 

. . . cos EA = —5 — ; 5 — ; ö = TT 

flVTt (^ + V + ^ 14 

14 — 6 = 8=2y«,2 = v, alfo tt = 3. 
Siid^t fo leicht ergeben fic§ bie Snbtceg aug E unb P pag. 232. SBir 
l^aben bann ttrieber 

^ 6 /M« — y« + n^ 

14 — 6 = 8 = 2v«, gibt y = 2 , fotglic^ 
4 (14 4- 6) = 10 = /i« + 5T«. 
cos F gibt \\ = i^n + (xv + vn == n {jji + 2) + 2^ 
10+2.11 + 4 = 36 = iu« + TT» + 27r(/i + 2) + 4/< +-4 = 36 
/i Ou f 2) + 2 Ou + 2) + 27r (/i + 2) + TT« = 36 
Om + 2)2 + 27r(/£ + 2) + TT» = (/i + ?r + 2)» = 36 
/i + 7r + 2 = 6,/i + 7r=4. 
n = 4. — (i, folglich 
10 = /u* + (4 — /i)* = 2iU« + 16 — SiU 
— 6 = 2/m2 — 8/1, ju « — 4/1 = — 3 
/i = + 2 — \/4— 3 = 1 , folglich TT = 3. 

SBärc am SCetartoeber 123 SBinfel J unb K gegeben, fo fjätten xoxx 
nadi pag. 232 

/l* + V* + TT« = 14 
n^ — v^ — /f« = 4 
14 + 4 =:27r*= 18, TT = 3 
14 — 4 = 2/|3 + 2y« = 10, /i» + y» = 5 
— //v — /iTT + V7K = 1 , folglid^ 
14 + 2 . 1 = /i« + v« + TT« — 2/<y — 2/1^ + 2m = 16 

(— /i + y + 7r)2 = 16, — /i + v + 7r = 4, y=;//+l 
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(^ + 1)2 + ^8 = 5 ' 

f4^'+ ^= 2, A< = — ^ + Vi 4- 2 = — 4 + I = 1. 
®iefc äSeifpielc cinfad&er 'Sttä)enz^empet mögen genügen. 

Hedfnuttg mit }wtitüti &6xpttn tivn unb /i,y,7r,. 

93Iciben xoxt immer bei uttferer fijirten gläd^e /uvtt ==123 [teilen, 
nnb jnc^en ben ©d^nitt mit ix,v,7t, = 124, fo ift 

/u,v,7r, 124 • __^ 

= 1 + 4+12: \/l2+2H 32 \/l2+22+42=17: V14.2I. 
SBir fönnten nnn fofort aÖe übrigen 23 SBinfel tpiebcr l^inf einreiben, 
nnb braud)ten babei nnr bie 3nbice8 geftrid^elt jn benfen. Ääme j. 83. 
yvTt mit vr,^, b. ^. mit 4a : -Jb' : c jum ©d^nitt, fo ttjäre 

?:i^ = ?^...-cos=2-8 + 3:VlT:^ 

^r ;r 123 y 7 y « 

gtäd^e /MVTT mit ber antiegenben v,/M,7r, gäbe 

^^^^ = ^ • • • — cos=2 + 2+ 12 : v/l4.21= 16 : 7 V6. SBürbc 
f,^,7r, 214 " 

giäd^c r,/M,7r, jnm $t|vainttenoItaetiet v,(x,v, = 212, fo fäme 

=^1 . 2 + 2(1 + 3) :Vl4 Vl + 8 = 8:3 v/ü"; 
jnm Stttcitoeliet iM,iU,7r, = 112, fäme 

— .. . — cos=fi,(/i + y) + TTTT, : V^^+y^+Tt* yj2^f^+n,^ 

= l.(l + 2) + 2.3:v/Ti v/2 + 4=7:V^i4T6"; 
aum $t|faini)ienttittffel /m^Ott, = 102, fäme 

~^— . . . — cos = /u^, + TTTT, : \/'i?Tv^+n^ y/jij+n^ 

= 1. 1 + 2.3 :\/l4 vT+4=7 : V14.5. 
@2 bleiben nnr nod^ bie Steigungen gegen 

Cltaebtt, tt)o /M,v,7t, in tt^^t^tt; übergel^t, alfo 

.. . — cos = (/< + v + 7i:)7r,: V^^+v^+TT* V3 .7^,^ 

TtfTtfUf 



'tir @tanatoelief gel^t v,^,7r, über in nfin, = c : a : 00b, folgtid^ 

"... — cos = {fi-\' n)7t,:}J(ji^-\-v^-^7i^ V7^,^+7^,^ 



cos''-— te^?)!— 
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5ür SBürfrl ge^t v,fi,n, über in OO^r, =» c : ooa : oob, folglid^ 



OOtt, 



... — CO« = nn, : Vju* + v^ + 7t^ ^n, 



2 



S)a$ Sied^nen mit ben 3nbice^ fmt ift ein einfädlet 993eg, aber 
er pa§t nid^t fo unmittelbar jur Sinearprojection, bic man jur öoQ* 
ftfinbigen Sinjid^t ber Qonm ntd^t entbcl^ren fann. $ier wirb ein für 
aöemal c = 1 gefegt, unb ber äBertl^ ber anbem Ängbrfidfe wn ben 
Äjen ab abgetefen: 



— coa = ftft, + w, 
Ratten )oir unfere 

%mt tm, -- 

feft, fo ma^t bicfetbe mit 

' H,v,n, = 124 = 


+ 1:V^ 
= 123 = 

b c 

* = 2- = 4 

.4 + 1: 
+ 44:4. 
= 4, »•,= 

=2=^=4 

• 4 + 1: 

^ TT • TT 

2b gibt 

. 4 + 1 : 
|:4Vl4 
hi 

.4 + 1: 
4:4V^14 
oob gibt 

.0 + 1 : 

Vl4. 5 = 

.1 + 1: 
4:4Vl4 

.0 + 1: 
V2.14 = 

.0 + 1 : 


« + y» + 1 v///,» + V,« + 1. 
a:|:i=3a:|b:l . 

= 4a : 2b : c ben aSitttel 


— cos = 4 . 4 + 1 

= /t + T*T 

»eU /« = i, V = i ; ^, 
gür v,it,n, = 214 = 


V4 + 4 + 1 v^tV + 4 + 1 

4 V14.2I = 17:^14.21, 
= 4 ju fcfeen ift. 

'-=■ 2a : 4b : c lommt 


_ cos = 4 . 4 + 4 

= A + t't 

^^romibenoftaeber c : a : 


4V14 Vi + ^v+ 1 - 
V14.21 = 16:7V6. 


— cos = 4 . 1 +4 

= 4 + 4 + 
Seucitoeber c : 2a : 2b gi! 


4V14 Vi + 4 + 1 
= 5:|Vl4. 


— cos = 4 . 4 + 1 

-4 + 1 + 
^i^tantibenioütfet c : 2a : 


4 Vl4 V4 + 4 + 1 
.6 = 9:2 \/21. 


-cos = i.4 + 4 

= 4 + 4 •• 4 
Oltoeber c : a : b 


4V14 V4 + 1 
= 7:Vl4.5. 


— cos = 4 . i + 4 

= 4 + 4 + 
@ronotoebcr c : a : oob 


4V14 Vi + 1 + 1 
. 3 = 6:V42. 


_ cos = 4 • 1 + 4 

. =4 + 4:4 
SEBürfet c : ooa : oob 

— cos = 4 . + 4 


4V14 Vi + 1 
= 2:V7. 

4 Vli VT = 1 : 4 V l^. 
16 
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Steigung gegen ilttttel|ittnkt0ebenen. 

SDa bic SBinfcI ber regulären Äörper burc^ bie SÄittelpunft^cbcncn 
pufig I)albirt tt)erben, }o ^at eö SBei§ üorgejogen, nur biefe SBinfcI 
ju fud^en. SBir wenben babei bie gormel pag. 210 an: 

_ cos^ = ^b» — ya* : Va«b« + fi^* + v^s,^ Va* -h bS 
gibt für a = b = 1 

@8 ift bic Steigung ber @bene eines 48fläci^ner fivl gegen eine 
©ranatoeberpd^e 110, bie, wenn wir mit minus wegbiöibiren , aB* 
gemein lautet 

cos I = V — A4 : V2(/M« + v^ + n^y 

@ic folgt au^ unmittelbar an^ ber Steigung öon^^ ju OÜ, woraus 
fid^ baS negatiöe 3^^^^« (— »') erflärt. SBirb barin v = 0, b. 1^. ge^t 
bie Santeujonenlinie in bie SfEenfinie aa' über, fo lommt 

cos - =: fi: V^* + v^ + rt^, bie Steigung einer gläd^e fmi gegen 

bie Sljenebene ac. 

©ud^en wir jefet beifpielsweife ben aSinlel A pag. 232 beS 5ß9ra=^ 
mibengranatoeberS 123, fo l^aben wir 

^ . . . cos iA = 2 — 1 : ^2(1?) = V^ ... 79^ 6' 24". 
^ = ^-^ . . . cos ^B = 3 - 2 : V2(lT) = \/Ä . . • 79 . 6 . 24. 

^ . . . cos |C = 1 : Vil = V^ 74 . 29 . 55. 

S)ie6 ift unbebingt ber einfad^fte SBeg. S)a ber ^atbe SBinM 
Heiner ate ein Sled^ter fein muß, fo brandet man fic^ um baS ± SJor* 
jeid^en beS Cos. nid^t ju fümmern. 

fieredfunng ber Seiten (ebenen SBinfel). 

cos=min, + nn,4-pp, :Vm* + n* + p* Vm,* + n,* + p,*. %^x p=p, = l 
cos = mm, + nii, + 1 : Vm^ + n^+l Vm7+VT~1. 

in unb n brüdEen in ber Sinearprojection bie Soorbinaten ber 
gu§^}un!te bon ben ^^mtnaitn avi^. S)ie Soorbinaten in ber ^ßro*' 

jectionSebene l^aben immer bie gorm — H , wobei bie britte 3)i* 

menfion c = 1 gebadet wirb. SBir fönncn bal^er, um nid^t mit Srttd^en 
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.ju rc(]^ncn, foglcid^ ben ÄudbrudE in ma + nb + pc umfc|cn. ©ud^cn 
wir j* S5. ben SSSinlel, tt^elc^cn bie ^oncnaje 

c; t + J unb c; I + I 
mit einanber mad^ten, fo l^ätten toir mit S3rüci^en bie ettt^o^ ^mftänb^ 
lid^ere SRed^nung 



9 S 
T T 



COS = ii + ,v + 1 : V|i + A + 1 y/H + tV + 1 



5 ^ . . . i:u» = 7^ -r^v -r 1 i v„ -r TT "^ ^ Vtt t- fr 

= 71 : v/ll5 . 45. 
äßit gonjen ^^^tcn 935 unb 524 fämen wir etwa« fd^neHer jum 3id^/ 
nemlid^ 

935 * / ;— -^ / 

— - . . .cos = 45 + 6 + 20:v81 + 9 + 25 V25 + 4+16 = 71 : Vll5.45. 
524 ' 

3)er ©runb ift leicht eiitjufel^en. 9Äan belommt in ben SRed^nnngen 
batb eine fold^e Uebung, ba§ man beibeg, SSrüd^e ober ganje 3<^^^^^' 
mit gleid^er Seid^tigfeit bemeiftert ®a^ Sfted^nen in ber (Sbene unb bie 
t)oQftänbige Ueberfid^t in ben ßonen ^at eben aud^ feine SSortl^eile. 

CItarlietlaitttn ^oben i^ren gugpunft in 

a 1 + unb b . . . + 1 , f olglid^ 



cos 



= Q + 0+ l:Vl+0 + l Vo+1+1 = i 60^ 



1 + 
+ 1 

@tanatoeberIatttrn ftetien in jwei anOegenben iften Äantenjonen, 
'fotgli^ 

\-Zri • • • cos = 1 — 1 + 1 : \/l + i +1 \/l + l+l = i .. 70.31.44. 

äßittfellanten getien ben Sljen parallel, bal^er 
c» + 



4- oo " • • cos=0.oo + 0.oo+l: Voo^ + OHl v/ooHO«+l 

= ^ = . . . 90\ 

S)ie SRed^nung ift ©piel; nur bie Slnfd^auung mad^t ©d^wierigfeit : 

Wir l^oben immer eine gläd^e 123 = ^ : - : |^ = c:|b : 3a ju fijiren: 

wirb biefe '^t|tainillieiniftaeJier c:b:2a, fo ift i^r Äantenjonen^ 

punft ^ = I , bie ßonenaje ber öon c auaf nad^ biefem Äanten=^ 

gonenpunite ftral^Ienben 5ß^ramibenlante ^at bal^er 

c; |a + |b = 2a + 2b +3 c; 
folglid^ bie öom Sfenpunlte b augftral^Ienbe 5ß^ramibenfante 

c ; — a + I b= — 2a + 3b + 2c, 
imb bie öon a ouSftral^Ienbe c ; |a — b=3 — 2 + 2, woju eg ^liti^t 
einmal ber ^rojection bcbarf. ©ud^en wir nun aud^ gleid^ bie Tanten 
be§ juge^örigen S)eItoebcr, fo ge^t bie tjon c ftra^Ienbe gebrod^ene 
letraeberlante c; 2a' + 2b, benn il^r gu§^3unlt wirb bur^ bie ber 

16* 
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244 SHefluIärfj^ftem : öered^nung bcr ©eiten. 

©ectiongfinien a' : 2b' beftimmt ; bie öon b ftra^lcnbc 

c ; a + ^b = 2a + b + 2c, 
benn tl^r gu^punlt xoixb burd^ 4a : |b' beftimmt. Slße bicfc 5ßunfte 
liegen in ber ftEirteti ©ection^Iinie b:2a, unb bürfen nur abgclejen 
ttjerben. SBie bie ^rojection jcigt, fo l^anbelt e3 fid^ babci um fed^ö 
gtäd^en: 

1) c : b : 2a ; 2) c : ä : 2b ; 3) ö : ^a : ^b ; . 

4) c : b : 2a' ; 5) c : a' : 2b' ; 6) c : ^a : ^b' , 
tooöon bie erften brei in einem Dctanten, bie übrigen bret in je einem 
ber anbern Dctanten liegen. Sltteg bag fann man ol^ne 3^i^^« öom Äör^jer 
ablefen, unb toäre ein Slnfänger nic^t im ©taube, ben gugpunft ber 
^onenaje in ber ©ection^linie b : 2a gteic^ ju finben , fo barf er nur 
fd^neß bie ß^nenpunftformel pag. 188 anwenben, j. 93. für bie ge^ 
broc^ene letraebcrfantc D burd^ glä^e c : a' : 2b' erzeugt 

t I gibt — |a + |b + |c = — 2a + 2b, 

unb ber $unft liegt f(ar ba. SBir ^aben^ alfo im glcid^feitigen ©reiedfe 
be3 ^ß^ramibenoftaeberg 2a : b bie SBinW : 

OftaeberedfenttJinfel — .... cos = 2 + 3 : v/4 + 4+9 Vi + i 

= v/li . . . 30 . 57 . 50. . 

OOQ 

aBürfelecfeuiüinfel r^ . . . cos = — 4 + 6 + 6 : v/l7 Vl7 

262 

= .V 118 . 4 . 20. 

Seltoebettiiinlel in ber gebrod^enen 

223 1— 

Xetraeberlante — . . . cos = — 4 + 4 + 3 : Vl7 V9 

=^^ ... 75 . 57 . 50. 

291 
S)er SBinfel in ber StetraeberedEe ~ gibt cos == — 4 + 2 + 2 = 0, b. 1^. 90^ 

Sic Summe im S)reiedE muß 2 R, im SDeltoeber 4E c^eben. SBeun 
bie* gegenüberiiegenben BonenaEen diagonalen bon gtäd^en finb, fo fonn 
man aud^ bequem bereu Äantentt)inlel finben. ffig bilben j. SB. bie - 
Soncnafeu f + | öoru mit — | — | hinten 

223 

223 • • • ^^ = — -* — ^ + ^ ' ^ + 4 + 9 = tV 

bag gibt "ben SBinfel, tt)e(d^eu eine Seucitoibp^e |a:|b mit |a':4b' 
leinten mad^en »ürbe. 

• ßettcitoeliet c : 2a : 2b = 112 l^at in ber 
4gl. ®dEe lU^ . . cos=0 + + 1 : Vi+l \/4+l=|=0,2..78.27.47 
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311 
39I. ®<*« j3j;- • • cos= — 3— 3+1:3»+ 1 + 1 ^—^'^ ... 117.2.8 

29I. @de ?^...cos = — 2 + 1 : V5 ^11 = — VÄ ...82.15.2. 

oll •• 

3m' jügcl^örigctt ^titaiittkeiittttiieket Iiaben bic ©citm in ben 
Setracberedcn 

^^. ..cos = — 3oo— oo+l:v^lT V2Öo«= —V^.. 31:28.56. 

S)a§ negative SSorjeid^cn beutet ouf baS ©uppletijent , tocld^eg burd^ bic 
SBerfd^iebung ber ^jce bei ber ^rojection ftatt be8 toasten SSintetiS jum 
5Borf4«tt lommt. 

^ramikeiitiijttfel c : 2b : ooa = 012 i)at in ber 

901 

4gl. ®rfe —.. .cos = 1:4 + 4+ 1 = 1 = 0,1111 ... 83.37.14. 

3gL®dte -^..cos=2oo:\/4+4+T Vöö^«| ..0,6666.. 48.1 1.24. 
^ (»Ol 

3m jugeprigen ^t|rit0e)iet l^aben bic paarigen ©citcnwinfcl on ber 

3)ad^lante ^ . . . cos = |oo : Vöö« Vi + 4+1 

^ /— 

«V^V . . -102. 36. 16. 

39I. ede ^...cos = — 4+8+2: l+4«+2« 



421 



2 



4 ... 106 . 36 . 3. 



un^jaariger SB. T^y • • • cos = — 16+4+1 : 4»+2*+l 

= — U-- • 121 . 35 . 18. 

^t|tami)ieilgtanatoe)iet /ur;r= 123 = j^:-:|^ = c : |b: 3a; 

iSectionSünic |b : 3a, in welcher bie gug^)unfte aQer ^onenajen liegen. 
aSer bie 5ßunlte nid^t unmittelbar abjulefen öerftcl^t, fann fi(§ natürlid^ 
aud^ ber ^ugelbejeid^nung pag, 226 bcbienen, unb bamit bie fjugpunfte 
auöred^nen. ?lber @e^en ift leidster, atö 9ied^nen. 3n ber loloekrif^m 

4gt. ®cfe A/C ^ . . . cos = 3 + 2 : Vs \^dT+2^ 



= Vu . . . 36 . 48 . 31. 



111 



77 



3gl. ©de A/B ^ . . . cos « 5—1 + 1 : V3 Vö^+l + l 

= Vif ... 56 . 15 . 4. 

b c 
3)enn 132 = a r - : - = c : |b : 2a ift bie ©ectionälinie |b : 2a ber 
o ^ 

mittlem Dctantenfläd^e, weld^e in 5a — b fd^neibet. 
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246 9'le0«(ärf^ftem: B^red^nung ber ©eiten. 

29I. ©de B/C ^ . . . cos = — 3 + 2 : v/9 + 4 V25+1 + 1 

= - ^/:^ ... 86 . 56 . 25, 
ncgatiü, weit in ber ^rojection baS @u<)plemcnt auftritt. 3n ber 

ZttxatMt bleibt bie breigliebrige Scfe be« ^ß^romibengranatoeberS, 
bagcgen fommen jtüei neue SBinlel I)inju, in ber 

Setracbererfe — ^^^ . . . cos=— 15— 3 + 1 : V25+I + 1V9+9+ l 

— + 

= — VffI ... 41 .21 . 37. 

29t ©cfe — 4^...cos=— 3 + 3 + l:V3 VP+S^+T 

— + 

= V^^ . . . 82 . 23 . 19. 
eg fommt I)ier blo« bie SP^^^öje 3a' + 3b l^inju, wetd^e fic^ burd^ 

bie ®6cne 213 = | : b' :|- = |a' : 3b' : c, b. 1^. burd^ bie ©ectionS^ 

linie 3b' : |a' ergibt, loa^ man eben immer nur ablefen barf. SDic 
g^vttoebvie gibt öier neue SBinfel: bon ben Qontmien bleibt 

123 1 9^ 

C = 123 ^ "^^^ ^*' ®*^ gebrod^ene SBürfettante E= J^ ^ 3a + Ob 

— b' c ~ - 

toirb burd^ 123 = a:-:^ = 3a:|b beftimmt. (gg bleiben nur nod^ 

bie beiben SR^omboeberfanten 
T, 123 a . 7b „, , 

^=312=5 +T = ^+^^-^^ 
= (2 . 2 — 1 . 3) a + (3 . 3 — 1 . 2) b + (2 . 3 — 1 . 1) c unb 
123 
F = i^ = 7a' + 5b= (1 . 2— 3. 3)a+(2 . 3-1 . l)b+(2 . 2—1 . 3)c. 

@g muß bei ber 9ied^nunj forgfältig auf ba§ SSorjeid^en gefeiten werben, 
ttjoburd^ leidet Errungen entftel)en fönnten, bie fid^ jebod^ burd^ einen 
Slidf auf bie allgemeine ^rojectionSftgur Jofort |eben. 2)arnad^ ift 
in ber 



C/E2gr. @cfe ^.. 

032 


.cos = 2:Vl3. 10 = Vt\. .. .79.53.50. 


C/F2+lgM(^arf|^.. 


.cos = 17:^13 V'49 + 25+l 


E/F2+l9l.ftu»H)fjJg.. 


= Vi»i 57. 0.50. 

. cos = 8 : VTÖ VtS 




= y/VA ... 106 . 59 . 6. 


F/F Sgl. @cfe J^^ . . 


.cos=— 7 + 35 + 5: 75=^1-... 116. 6.14. 


360« = 4 R. 
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S)a« ®t|r0etiet 123 f^at in fetncn fünf ebenen SBinfeln nut einen 

in ber Sl^omboeberedfe 116 . 6 . 14 mit bem gebrod^enen ^ß^ritoebcr flc* 

123 123 — 

mein, benn bie ßonenajen P finb — - = 175 nnb -- = 751. S)ie 

123 

©ad^fante G fäUt mit ber beg ©tanatoeber« 1 + 1 = -— , b. 1^. mit 

©d^nitt ber @ection8linie 3a : |b unb 2a' : |b jnfammen. @d bleiben 
nod) bie öon Äje c ftral^Ienbcn Äanten H 

wdd^e einem 2mi\6)tnotiaeitt onge^ören, unb botnoc^ leidet oaf bet 
Jßrojectiottäebene gefunben »erben, äßir ^oben bo^et 116. 6.14 

6/H |y=— 3 + 9 + 5: Vä V9 + 81 + 25=11 : v/sTTTs 

= \/iU ... 126 . 18 . 51 
G/F Hi=— 7 + 5+1 : Vs ^49+25 + 1 = — ! : ^3 . 75 

1 1 

= --v/;i;... 93.49.21 

F/a ^ = 9 + 21 + 25 :V75 Vsi +9 + 25 = 55 : JbTVb V5.23 
93o • 

= ViU . . . 126.18.51 

H/H ?^=— 27 + 27 + 25:81+9 + 25 = 25: 115 = /^.. 77.26.40 

^ 395 

540^=6 R. 




S)aS Xetavtoeliev 123 f)at ebenfalls nod^ bie St^omboeberlanten 

^ " ^^^ " 3^2 ^"^ ^^^ " kl- ®^^^8en 
i 'treten in ber j;etraeberedEe jtt)ei neue ^onenajen 
/ 9(etd^tt)ert]^i8e> Äanten J auf: 

"»-— = — 7+11 + 5 burd^ ©ectionattnie 

o 12 

|a' : 2V unb 

123 ab' 

,T-r = 11 + 5 + 7 burd^ ©ectionglinie - : r- 

ZoX 2 o 

beftimmt. S)qju !ommt noc^ bie S)ad^fante K 

— = 3ooa — lcx)b + c = 6"30, beftimmt burd^ @ection8linie 3a':|b'. 

Xdiö 

S)arnad^ ergeben fid^: 
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K/J ^-^-| • • . cos=— 42— 33 : ^36+9 v^49 + 121 + 25 



= —75: v/45. 195=— VlJ... 143.11.29 



630 



K/P ^ cos=6— 21 : \/45 Vi + 49 + 25 



— 15 : v/45Tf5= — v/^V • • • 75 . 2 . 12 



F/F ^ C08=— 7 + 35 + 5 : V75 V75 = 33 : 75 

751 

= 14... 116 .6.14 

F/J • / ^ ^ . . . C08=— 77 + 25 + 7:^75 v/l21 + 25 + 49 



— 45:\/75.195=— v/tV".-- 111.50.44 



11.5 .7 



J/J ;^^-^^~...cos= — 77 + 55+35: v/l95 Vl95 

= 13: 195=TT... 93.49,21 
540^=6 R. 

Hed^nitna mit )en tan^tntmfüxmtln pag. 213. 

©eitc +ctg=mm, + nn, + pp,:V (h,p— np,) * + (mp,— m,p) * 4- (mn,— in,n)*, 
ttjetd^e ft(§ für a =: b = c = 1 ergeben , ift am ttjeiüäuftgftcn , obxodfji 
elegant, ©nd^en .toir beifpieföttjeifc cos A be8 ^ß^ramibengranotoeber? 

ftVTt = 123 = - : - : ^ = 3a : |b : c unb 

9i b c 

^,y,7r, = 213 = -:-:-== $a : 3b : c, 

:v/(1.3 — 2.3)'+(1^ 3— 2.3)»+(l.l— 2.2)» 
= 13: V3*+3*+3» = \/^... 158. 12.48. 

Oftaeber n| " * ' "~<'*8= 1— 1 + 1 : V(— 1— 1)»+0+(— l— 1)» 

= Vi ... 109 . 28 . 16. 

©ranotoebet Jyj . . . — ctg=l : Vi . i— o)»+(i . l— 0)«+(l . i— 0)» 

= Vf . . . 120 ". '___ 

Slod^ber 5ormd + ctg=l+^|<,+w,:v/(y,—v)*+(A<—/u,)''+(/uy,— /*,»-)• 

MnneÄ toir jwar bie emfo(|m Äörper, j. 85. ba8 DItoebet yr fc^tteller 
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l^tttf d^reiben , aber e8 Mcibt immerl^itt tttoai urnftänbltd^cr. S)affelbe 
gilt nic^t immer bei ber fürjern gormel öon ben 
leiten ± ctg = l + min, + nii, : V(m— m,)*+(D,— n)*+(inn,— m,n)*. 
©etitt jud^ten toir ben SBintel be8 S)reiedfg öom ^^ramibcngranotoebcr 
123 = 4a : |b : c in ben- brei Sdten pag. 226 , fo finb bic gn^* 
pmttte üon 

^/^ ^, = ^ • • • + <^*« = 1 + + I : V^l+i + 4 

= 5:^14 = V||.. . 36.48.31. 

A/B .... 11 . . . + ctg = 1 + 5 — 1 : V16 + 4 + 36 

Ol " 

= 5 : V56 = Vti . . . 56 . 15 . 4. 
B/C .... ^ . . . + ctg = 1 + 0- I : V25 + ^ + ^* 

= — * 14^100+ 25 + 225 = — Vltl ...86.56.25. 

» * B so 

3)a8 ©injd^reiben mad^t auci§ l^ier feine ©d^toierigfeit. 

2)ie Sßeig'f^e Xanümtenfonitel pag. 213 lautet im regulären 
Softem ebenfaU» einfad^: 

Äante tg = Vi + m* + n* : n^ — mi» = sin : cofl. 
©eite ctg = V 1 + /M* + v* : vm — ^n = cos : sin. 
5Da6ei l^aben toir nod^ ben aSortJ^eil, bag in ben SitmUn ber 

sin = Vl+m' + n* 
öott fi unb V unabl^ängig bleibt. SBoQen wir beider j. 85. bie SQBinlel 
ber crften Santeujone 1 + 1 im gugpunfte ber 

^u mt^ittUntt auSred^nen, fo n)irb ffir aQe 
sin = Vi + 1 + 1 = V3 unb cos = 1 . ^ — 1 . y = ^ — v ober 

tg = V3:(ai-i^). 
SBir l^aben e8 bal^er nur nod^ mit jWei gried^ifc^en Sud^ftaben ju 
t^un. @ibt 

(Sranotoebcr 1-^-0=1, b. 1^. sin : cos = V3 : 1 = Vs . . . 60®. 

48fl. äugere |— 4=^4 Vs : 4 = V27 . . 79 . 6 . 24. 

48f[. mittlere 4+4=4 V3^: 2 = V4 . . . 40 . 53 . 36. 

48ff. innere 2 + 3 = 5 Vä": 5 = V^ .. 19 . 6 . 24. 

Seucitoeber 2+1 = 3 Vs : 3 = V4 . . . 30. 

2(79.6.24)=158M2'48"=A; 79.6.24—40.53.36 = 38® 12' 48'' 

= ©upplemtt). H. 
Afiiiteit)0neii l^aben im SlQgemeinen m = n, gibt 

i« = Vi + 2m* : m (^ — v) = \J ^ + 2 : Qu — v) Äante. 

9l|tii!|iitnfte l^aben 
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in a für n = ober in b für m = 

tg = Vl + m«:my = \/— j+l:y tg= Vi + n^n^ = y -, + Irju. 

®arauÄ gcl^t fofort für bic 

Oftatkerlanteiijtne m = i bic tg = V2 : y unb für n = i 

tg = V2 : jM Ifcrtior. SBcnn man bei bcn Äantenjoncn eg mit sin=ju—i', 

fo l^at man eS bei ben Sljenpunften blojJ mit einem einfad^en Sud^* 

ftaben ju tl)un. ®S ift alfo faum mel^r afö ein Slblefen bcr Saf)Un, 

a b 
gür bic SReignng einer gläd^e -: - gegen bie ^auptaje c, b. 1^. 

für ben ©eitenfantemninfel ift 

tg = 1 : V^«+v* pag. 218. 
Sencitocbcr cos = 2, ba^er tg = V4 ; ?ß^ramibeno!taeber cos = i, 
ba^er tg = V^ ic. 

a b 
Stimiitetvif^e 2)iagonal}0ne 2+2 ^^^* m = n = 4, folglid^ 

sin = Vi + | + i = i V 6 unb cos = ^fi—iv == 4 (fi — v), b. 1^. 

. . tg= ^ß:{fi — v), 
fo bag äße SBinfel bicfcr fläd^enreid^en 3^«^ i^i^^^ ©nbtraction jttjeict 
Qa^Un gefnnben finb. ©reifen n)ir eine bcr 

itttfDmwettif^ett ^i agottalaanttt 2a + b l^eraug, fo ift m = 2 unb 
n = 1, folglid^sin = Vi + 4 + 1 = Ve unb cos = ^u— 2v, b. f). 

tg= V6:(^-2v). 

^ier loirb nun ber SBinfel burd^ bie,3Wittdpunft§ebenc nid^t l^alBirt, 

id^ mug balier für ben einjdnen Sffiinfel jttjci 9ted^nungen augfü^ren, 

njag bie ©ad^e tttoa^ unbequem mad^t. ©ud^e id^ j. S5. bcn SJBinfel, 

loeld^en bie ?p^ramibengranatoeberfIftd^en 

a b' 

- : - unb 4a : 3V mit einanber mad^en, fo gibt 

Ji ö 

|4=2, »-=— 3b. ^.cosj = 2 + 6=8.. tgx=V^ . . 17. 1.26. 



a b' 

2 '3 

3 

-a:3b'. . iM=|, y=— 4b.^.cos2 = | + |=| ..tg2=\/Y. .61.26.21. 



2 

135.35.5 44.24.55. 

@g ift ber Sffiinfel, torfd^en bie gegenüberliegenben S)i^eEaeberpd^en 
123/321 mit einanber ma^en, unb bec ber S)ad^fante G be^ ©^roeberS 
124/T42 gleid^ ift. 

pr bie fUmnttttifdien QnntnJfunitt, n^omit man es meift }u tl^un 
l^at, ift aud^ bie aBei^'fd^e 9fied^nung elegant unb einfad^. 2)enn bie 
formet nimmt für bie Äantenjonen n = m bie für je fjorm an: 
tg == V 1 + 2m* : m{fi — v) , toorin m = ^v, 
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un^ für btc Äjcnjoncn n = o 

tg = v^l + m* : mv , tooritt m = /u. 
ÄQcg bog gibt bie ^ßrojccHon unmittelbar oti bie ©anb. 

a)ie gormd bcr ©eitcn 

cos : sin = ctg = Vi +/m*+v* : mv — n/i 
crleibct bicfdben SRängd unb SBortiieile. $icr ift umgelcl^rt toie bei 
ben Tanten cos unabl^ängig üon ben 3<>n^npitn'K^n m unb n. ©ud^e 
ic^ bie SBinfcI auf ber ©eclionj^linic ber Dftaeberfläc^e 1:1, jo ift 
cos = Vs unb sin = m — n. 

Pr bie Oftaeberftäd^e fclbft ift n=0, m-= 1, folglid^ ctg=v/3=:30<>. 
S)ag ©ranatoeber V : cx)a fd^neibet in 2a— b, folglid^ m=-2, n= — 1, 
gibt ctg = v^4 2C. 3ci& barf olfo äße möglid^en fünfte nur öon ber 
@ectionSlinie ablefen. 9!od^ einfad^er n^erben bie Sinien fia h oob, n^eil 
bann y = h)irb, unb 

ctg = \/T+p : n/i = - \^TTP : n. 

Sn biefen beiben $äQen toerben bie äßinfel burd^ bie äßittel))un{tdebene 
l^albirt, ein ^ßerpenbifel üon c ober öon Q auf bie ©ectiottölinie f)aU 
birt biefdbe. JBei ben anbern Sinien ift bag nid^t ber gaU, id§ mu§ 
bal^er aud^ I)ier toieber jtoei SBinlel red^nen unb abbiren ober fubtra^iren. 
Seifl^iele. ©ud^ten tt)ir g. 83. ben ebenen SBinlel A/C in ber öier*» 
gliebrigen @dEe be^ ^^ramibengranatoeber« 3a : |b , f o 
liegt berfelbe jtoifc^en ben gu6))unften 1+1 unb + i- 
Unfere fjormel gibt aber ben SBinfel an, toelc^en bie 
3oncnajen A unb C mit ber fiinie cP ber äWittelpunftg* 
ebene cPQ in ber ©ectionSlinienebene 3a : |b : c mad^en. 
SBir muffen bie gnjei Xl^eite PcA unb PcC befonberiS 
red^nen unb abbiren. 3)a ^ = i, v = 4, fo ift 

ctg = Vi +i + |:|m — in= VTi : 2m— n 
'm=n-=l gibtctg= Vl^:l . . . ^. . . . 14.57. 474- 
m=0,n=4gibtctg=Vl4;| = |vl4«=V? 21.50.434. 

36.48.31. 
a ^b 
3 *2 




aßäl^len wir bag ?p^ramibengranatoeber ^ : ^ öorn im redeten 



Ouabranten, unb fud^en ben SBinfel, weiten ber Oftaebcrfantenftral^lo 
unb SBürfelfantenftra^l w barauf erjeugen, fo ift für ba8 reguläre 
©Aftern a=b=l, unb für bie @ection«Iinic /w=3 unb y=2, ba« gibt 
ctg = Vi 4- 4 + 9 : 2m — 3n, 
'^* worin nur nod^ m unb n ju bcftimmen ftnb. 

Dftaeberftral^l erzeugt ben ^onenpunft P = ^-—^ 

ba er eine Äantenjone bittet, fo ift m = n = |, alfp 



R" 



S)er 



1 ♦ 
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ctg= Vli:— i= — 5 v^ 3" 3'. 

S)« SBürfelftro^I ^ot im ?ßunfte ^ für n = .j, m = 

ctg = V^il:— 4 ==— 4 v^ll 21<^50'. 

2)0 beibc ÄuSbrfidc negattt) fitib, fo faUcn fie auf bie gteid^c 
Seite beiJ ^ßerpenbilefö h, id^ tnug fie bälget öon eittanbet abjiel^en, um 

bie gefud^te ©eitc 18<^ 47' = 2l<> 50' — 3^ 3' jtoifd^en P unb | ju 

belommen. 

SBcnben toir jur Sontrole bie 6ofinu8formeI (1) pag. 221 on, fo 
ift toie t)ori|itt 
m = n = I unb m, = 0, n, = I, 



1 _i_ 1 v/i _!_ 1 . 1 %/i . 1 11 ,/27 5 
eos=l + -:V/l + 25+^\/l+4 = 10^V25-4 
_11 /20_ /ll« 0.7. 

3rt Meiern gaQc ift bie (SofinuSformel bequemer. SBoUte id^ bagegen 
atte ©d^nitte auf ber gaujen Siuie bcred^nen, fo toirb bie Siangenten* 
formet toieber in SBort^eil fommen, toeit id^ e3 ba immer nur mit ben 
jioei Uubefauttten m unb n ju tl^un l^abe: fo l^at ber ©iogonaljonen* 
punlt be« Dftaeber«, toetd^en a: b mit a' : c»b mad^t, m = — 1, n = 2, 
gibt— 2 — 6 = —8, ctg=— -* v/Ti, liegt a(fo aud^ red^t« üom ^ßer** 
f)enbifel. S)ie ^antenjone bei^ ®ranatoeber8 a : c»b mit b' : oob, l^at 
bagegen m = 1, n = — 1, gibt 2 + 3 = 5, ctg = 4 y/Ti, liegt toegen 
be« |)ofitiüen SSorjeid^en» auf ber anberu Seite beS Jßerpenbifetö. 

^ätte id^ bie @ection8tinie be« ©ranatoeber^ a : 00b = a : -, fo 

toäre iM= 1, y= 0, alfo ctg = V2 : m, id^ lönnte aße« öon ber Sinie 
abtefen. 85ei ber ©ofinuSformet loürbe jtoar aud^ m = 1 unb n = 0, 
aber bann bleiben immer nod^ cos = (l + m,) : V2 \/l + m,* + n,*, 
bie bann bod^ nid^t fo leidet ju überfe^en finb, als bei ber ctg ber ein* 
fad^e SBud^ftabe m. 9iod^ toeniger ift ba8 bei ber ©ectionäinic be8 
Ottaeberg ber %aü, wo ba^ 5ßerpenbifel auf bie Sinie a : b bie ©eite 
l^albirt, unb für ^u = y = l bie ctg = v^ : (m— n) nur toon m unb n 
abt)ängig bleibt. SffioUte man birect ablefen, fo »äre bie gonenaje t)on 



c nad^ - + - gleich Vi + i+| = V4 = cos; bie Slbfd^nitte auf bem 

sin rationale aJiultipta öon v/2, gür bie l^alben SBinlet ber Oftaeber* 
feite ift sin = | v/^== \/^, ba§ biöibirt ftd^ gegen ben cos = \/$ tt)eg, 
alfo bleibt v/3. Slud^ in fold^en göQen ift e8 bequemer, nid^t abju«* 
lefen, fonbern bie gormel anjutoenben. 
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gür ^dbirte SBinfel, namentlid^ ffir gegcnüberlicgenbc Äantcn in 
beu atjen* unb 3)iagonaIjoncncbenctt nel^men bie Sofinugformetn eine 
fel^t bequeme gorm an. S)etttt für fünfte in ber 

Aantenaone tpirb tjorn n == m unb leinten n, = m, = — m , e« 
fommt fofort 

1 — 2m" 

gür etnanber gegenüberliegcnbc ©ranatoeberlonten ift m => 1 , folglid^ 

cos = — 4 . . . 109^ 28'. Stt ber 

9l|tneiitne ipirb »orn n = o, leinten m, = m unb n, = 0, eg • 

!ommt fofort 

1 — m* 
- cos = -— =. 

1 + m' 

gür einanber gegenüberiiegenbe Oftaeberfanten ift m = 1 , folglid^ 

cos = 0, b. 1^. bie Oftaeberfanten fd^neiben fid^ unter red^tem SBinfel. 

9Kan fielet leidet, toie bicfe beiben @ä^e aud^ für Äantenttjinfcl mit SSor«^ 

tl^eil toerttjertl^et tt)erben fönnen. 

Steigung gegen tite 9l|eit. @i$ ift für bie 9led^nung im ®ebanfen 

^jractifd^, fid^ biefer älteften SBei§'fd^en SRetl^obe ju bebienen. 3)ic 

SBinfel im ^auptfc^nitte be« Oftaeberä finb bamit außerorbentlid^ fd^neU 

unb leidet gefunben. S)ie Steigung einer fjläd^e a : b : c gegen bie 

ab 
^aüpta^t c = cos l^at im sin == s = -=== pag. 90 ; eine gläd^e 

ya" + b* 

- : - ; - Bat bafier 

c ^s. . ab /a« . b« ab 

cos = - Uttb sm = - . - : v -^ + -s= 7=T=i=f=iri5 ^\^ W ^— 1 

tg = Trab : y/y'a" + ^ »b». ®ib t f ür a = b = c = 1 

tg = TT : V/i^TT« = v/ ,''' , . ./J-j^^ . . . J ,^' , ' 

Dann gibt ctg bie $Reigung ber gtäd^e gegen bie ©afig, alfo ben l^alben • 
SBinfet ber Santen be§ ©afatfd^nitteg. SBollen ttjir bie befonbern 
gormein, fo ift 

Dftaebertoinfel , , 

Scucitoeber a : b : ^c 
^*« = V rri = ^2 . . . 35<> W SReigung jur JBapö; 

ctg = yY4^~2^ = Vi . . . 65® 54' gebrod^ne Dftaeberfante. 
^^ramibenoftacber a : b : 2c = ^a i^hic 
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^^ramtbcngranatoebcr a : |b : |c 

ctg = V ^a I 38 = V^v . . . 74« 30' SReigung gegen bcn 

^ttptfd^nitt bc. 

9Rit gtt $ilfenai^me beä Äantenjonengefe^eg würbe man aud^ bie 
onbem Santen leidet l^craug finben, bod^ ^at baS tociter feinen pxoi'^ 
tifc^en aSert^. 

5Die SiltkteeS nnableitbarer gldd^en ju erl^alten, ttjenben wir bie 
©äfee pag. 218 an. 

SBöre bie Oftnekevlante a : c bnrd^ ein fjlöd^enpaar mit bem 
SBinlel 141® 3' 27" jngefd^ärft, fo l^aben wir in ber Formel für bie 
äjen^nnftc pag. 219 ^0 = m == 1, nnb a = b = 1 jn je^en, jo fomntt 



b Vi + m'a- 






== V2 ctg 70 . 31 . 44 = 0,5 = 4, 



mtg ^ ^ .^.^... .-.,.- -I, 

a b 
bie gläd^e — : - gel^ört a(fo einem ^^römibenoftaeber a : 2b an. 

SBöre bie @taniit0e)ietlante c ; a + b bnrd^ ein glöd^enpaar mit 
bem aSinfet 158® 12' 48" jugefd^ärft, fo ift in ber gormel für bie 
Äantenjonen pag. 219 m = l unb a = b = 1 jn fe^en, bann fommt 
^ a^g + ab Vi + mMa^"+P) _ tg + V3 _ . . . .^ir Vs 

= 4 + i V3 ctg 79® 12' 48" = 0,5 + 0,166 . . . = 0,666 .-. . = f 

vo = 4 — 4 V3 ctg 79® 12' 48"=0,5— 0,166 . . . = 0,333 . . . = 4, 

wir erl^alten bal^er baö gewö^ntid^e 5ß^ramibengranatoeber 

ab . «, , . 1 

c : — : - = c : }a : 3b = 4c : 4a : b. 

fio vo ^ * »2 

SBäre bie SBitfellante burd^ ein fJWd^enpaar c : —:00b mit bem 

SBinfet 143® 7' 48" jngefd^ärft, fo ift 

~ = ctg (71®. 33'. 54"— 45®), 

1 ctg 26® 33' 54" = 0,30103, num. = 2. 
3)a8 einjufelien, bebarf eiS nnr eineö änfriffeiJ in 
ber SBürfelftäc^e, woburd^ ber Sbjng öon 45® fofort flar wirb. S)enn 

— ift bie Sinie öon nad& 2a , Slje co = 1 , unb ber SBinfel bei 

2a = 26 . 33 . 54. 

Äeine 8one befannt, finbct fid^ öfter bei bem 48p(^ner, nament* 
K(^ wenn biefer bie (gcfen j. 83. be2 «Bürfel« jufc^ärft. äWit ber ©nt* 
werfung ber ^rojection Wirb bem Äunbigen aud^ fd^on bie Söfung Har. 
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SKad^cn toir in bicfcm gaQc wm ©Aftern @tbxanif, fo bürfcn totr 
nur auj^ einem Dftanten bie brei gifteten Nr. 1 2 3 
projiciren, ju gteid^er ßcxi bie brei ©ranatoeber* 
flächen Nr. 4 5 6. S)ie ©urd^fc^nitte mit ben 
SBürfelebenen geben bie l^alben SBinfel C, bie 
3)urd^fd^mtte mit ben ©ranatoeberftäd^en bie l^alben 
SBinfel A unb B. 3eber SBinlel erfd^eint jtoei 
aJial. 3)enn e§ ift eine aflgemeine Sigenfd^aft ber 
Srigonpol^eber , ba§ i^re Äanten in bie ©d^nitte 
ber ©ranatoeber* unb Säürfelfläd^en faQen müften. 
eg fei 

A = B = 79 . 6 . 2, C = 74 . 29 • 55, 
fo finb brei gälle möglid^: eS lann AC, AB ober 
BC gegeben fein. 

1. SBöre AC in ber löxptxliä)en ®dEe AoC 
gegeben, fo ift ber SBinfel bei o = 45®, b. 1^, 
cos 45<> = sin Ab^ = V4. SBir l^abcn alfo für 




bie ©eite a in ber Slje b 

cos A + cos C . cos 45® 



cos a = 



cos A V2 + cos C 



siu B . sin 45® sin B 

9lennen loir bann im re^winflid^en fpl^ärifd^en 3)reiede fmy bie ©eite 
(in Slje a) fico = y, fo ift v == iga unb ^ = tg y ?= tg C . sin a. 

2. SEBäre A'B gegeben, fo f)at ba« DreiedE A'ßD bei D 60®, benn 
e^ entfprid^t ber fd^arfen ^ante, n^elc^e gtoei anliegenbe ©ranatoeb^r^ 
pd^en mit einanber mad^en. 5E)aI|er ift 

^ __ cos B + cos A' cos 60® __ cos B + -J^cos A' 
^^® ^ sin A' . sin 60® "^ sin A' \/T 

Da nun bie ©eite a'cD am Oranatoeber bie ^älfte beg letraeber* 
toinfefö ift, fo ift bie ©eite j^ifc^en A'a' = /» — 35® 16' = oi^ folg^ 
lid^ terl^ätt fid^ im Dreiedfe A'a'c, ttjoran bie Sinie a'cj= V2 ift, 

AV : sin ft> = V2 : cos co, A'a' = tag co V2. 
3m red^twintlid^en fpl^ärifd^en 3)reiedfe A'a'/t, fenne id^ ©eite cd unb 
Äante A' , bal^er ©eite a'/i, = a' genannt 

Sinie a>, = tga' — tg A' sin co. S)arauS lö^t fid^ ii,v, fofort finben. 

3. Sääre B'C in ber lörperlid^en (ädfe B'b'C gegeben, jo ^at bie^« 
fette ted^g bei b' einen redeten SStnlel, folglich ift 

cos B' cos 79 . 64 . . . 9,27642 

9,98390 



cos /S = 



sin C sin 74 . 30 



cosy *= 



cosC 



1 cos /J = 9,29252 
cos 74 . 30 ... 9,42690 



. 78. 414 = /J 
45 



sin B' sin 79 . 6^ 



33 . 4H = /? — 4R 
1 cos y = 9,43481 ... 74 . 13 = y 



9,99209 
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1 tg 33 . 4H = 9,82380 . . . num. 0,666 . . =;= y, = | 
1 \/2 tg 74 . 13 = 10,69925 . . . num. 5, lüOtQUiJ fi, = 2 Ult* 
mittelbar folgt. 

aScrglci^t man bicfc SRed^nungStocife mit bem ©ud^en ber Snbiccg 
pag. 235, jo i[t unfcr SBcg bcr ftirjerc. 2)cnn iff einmal bie gigur 
entworfen, fo bebarf e8 weiter feine« SWac^benfeng, aUe« .gel^t noiö^ bem* 
felben ©d^ema. 

2. iJtergltektges B^ftm. 

SRed^nung mit ^ofinu^formern. 
^ier ift pag. 206 a = b ju fefeen, folglid^ erl^atten wir für a =^ - 

unb a = -. 
a 

1. ©eiten + cos = a' + mm, + nii, : v/a*+m*+n* v/"*+m,*+n,*. 

2. Äanten+cos = z^+ fifi, + w, : Va*+^* + v* \/a*+/M,* + y,*. 

Slßgemein. 

3. @eiten+cos=mm, + nn,+pP;a*: \/m*+n*+p*a* \^in,*+ii,*+pV. 
4.Äanten+cos=/M|U, + w, +nn:,si^: ^fi^+v*+ Tt^a,^ V^,*+y,*+7r,*a*. 
aJian l^at atfo nur eine Unbcfannte a. 3)iefe ju finben, mn§ irgenb 
ein SBinfel w gemeffen werben. SlUgemein lägt pd^ ba8 etwas nnbe* 
quem löfen, and^ filiert ba§ jn nnpraWfd^en SRefnltaten. 3)od^ lägt fid^ 
ber ju meffenbe SBinlel fo wölkten, ba§ er entWeber in ber Ä|e, ober 
in ber biagonalen Sti'tf^enaie liegt. 3)abei mng ftetg erwogen werben, 
ob ber SBinfel ftnmpf ober fd^arf fei. 

3n ber Äje mag ber ftnmpfe SBinfel in - öon irgenb einem SSier*^ 

a b 
fantner - : - (a = b) gemeffen fein, fo wäre für bie (Snbfante 

^ ^ fi, == fi unb V, = — V 

ju fe|en. S)ie Äantenformel (2) ginge über in 

a* + A** — V* 
— cos ft> = 




a* + /M* + v* 

— cos (0 (/M* + y*) — a*(coso) + l)e=/M* — v* 

2 — ^^ — y' + Qu' + y^) cos fti 

"" l + cos (W 

gfir 74 = y = 1 , b. 1^: für ba« einfädle Oftaeber wirb bie gormel 

o 2 cos ft> 2 (cos io)^ — sin lio^) . , a , 

a* = — 7— = — — ^ 1 — -«-^ — ^ = tg icti* — 1 

1 + cos CO 2 cos 4cti* ° ' 

a = v^tg^w* ~ 1. 
3m fd^arfen SBirdel - wirb y, = y unb ^, ^^ — ^u, folglid^ 



y 
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COS io = , , ^o T -^' ®*^ für /ti == V = 1 

g 2 cos CO 1 . a , 

a* = = ctg 4 ca* — - 1. 

1 — cos w ^ * 

a b 
gür bie ©eitenfantcn cinei^ Oftaebcr^ - : - öom SSicrfantner l^aben 

ttjtr in gormel (2) nur /i, = — a* unb v, = — y gu fc|cn, gibt 

a* — ^* — v^ 

— cos (O = -ö— ; ö— 5 » 

b. I). ben SBinIcI gttjeicr in bcr SnbedCc fid^ gegenüberliegenbcr gläc^cn. 
gür bag ©runboltacbcr a : b : c = a : a : c toirb bann ^ = y = i, 
unb njir erl^alten jofort 

a* 2 

« 2 — 2 cos (w 2 (1 T- cos CO) ^ ^ ^ . 

1 + cos CO 1 + cos CO o 2 ' 

giltig für bie ©eitcnfante. 

©uc^te id^ in ber 3tiiifd|eita|e bcn SBinW o, öom jugeprigcn 
Oblongoftaebcr, fo toäre 

i"f = y = > 

— cos CO, = a* : v/a^ + /m* y^a* + y,*. 
S)a3 gäbe intmcrl)in eine ©leid^ung jtoeiten ©rabeg. ©c^en »ir aber 
jti == y, , b. 1^. l^aben »ir bag wirHid^e näc^fte ftumpfere Dftaeber im 
äuge, fo ift 



— cos (O, = 



a« + Ai* 



.^COSCO, =^^(,g., ,,_,), 



1 4- cos et», 2 
gibt für /u = 1 ; 

®ie ©citentanten be« näd^ften ftuntpfern Dftaeber« b,: c: ooa, geben 
bie einfad^fte gormel. S)enn l^ier ift 

y = y, = unb ^M, = — ^, folglid^ 

a* li^ 

"^ ^^® ^ = o« ■!■ »2 ^ a* = i"^ tg 4 co^ 
a "T f* 

b. f)^ loir J^aben ben SBinfel, »eld^en bie in c gegcnüberliegenben Sljen 
mit einanber mad^cn, »oju bie eigentlid^en ©eitenlanten bag ©upplement 
bitbcn, 

®ibt für iu = 1 im ^auptoftaebcr 
a = tg ^0). 
©ag aiefuttat toar tooraugjufel^en. S)cr ^albe SSSinfel (4co) bebeutet bie 
Steigung gegen Stje o,.'affo öer^ätt fid^ 

Ouenftcbt, J(«9ftaaogta:|)l^ie. 17 
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a : sin 4co ■= c : cos |ce), 
tt)ag für c = 1 bie gormcl gibt. 

S)a bie SBinfet ber cinfad^en Körper burd^ bie 2Kitte[punftöe6cnc 
l^albirtttjerben, fo fürjt bo^ bie 9iec^nung bebeutenb ab, tüenn tt)ir bie 
befonbere gormel pag. 210 

+ cos = {fifÄ,h* — w,a«) : \'ä^h^~+~i?WT i^* V^u^^b» + ^^a« 
ju ®runbc legen, bie für b = a fofort in bie öiergliebrige gormel 
cos = fifi, — w, : \/a* + /i^ + f^ v^/u,* + v,* 

a b 
übergebt , unb giltig ift für eine glöd^e c : - : - unb eine ©äule 

a b' 
ooc : — : -. S)urd^ bag geftrid^elte b' !ommt ba« negative Qti6)m in 

ben ^äi/in ber gormel. iRec^nen Xoxx l^iermit am Sioftaeber bie l^albc 
ßnbfante in ber Qtox\ä)znaie, fo ift ^ = r = 1 , tt)ir erl^aften bie fe^r 
braud^baren gormcin: 
ßwifd^enfanten cos -jw = ^ — r : \/a* + fi^ + y* V2, 

cos 4 Cd ^ cos 4 CO* ^ ^' 

gär /i = V = 1 ift cos 4 Cd = = cos 90®. ©efeen wir bagegen 

/£ = 1 unb y = — 1 , fo l^aben xoxx eine gläd^e a : b' : c im ©inne, 

bag gibt für bag (Somplement ber falben ©ettenfante be§ Dftaeber^ 

g 2 — 2 cos 4 Cd* ^ , , o 
a* = — I — = 2 tg 4 Cd*, 

cos 4 Cd* ©37 

mie oben. Slod^ einfad^er wirb bie gormel für bie ^enenbfante, benn 
bag gibt /w, = unb v, = oo 

SIjenenb!ante cos i cd = y : Va* + ^* + y* in a 

cos I Cd = ^ : y/a* + ^w* + y* in b 
« 2 _ /i' - cos 4 Cd* (^* + >'*) _ /i* ^^, ^ ^2^ 



cos 1 Cd* 


cos 4^ 0)^ 


@ibt für bag §au))toftaeber /ti = v = 1 




a* = tg 4 Cd* - 


■ 1. 



2ine§ entwidfelt fitf) fo leidet unb ol^ne Stad^bcnlen, ba| wir ba« 
SSSeitere nid^t Verfolgen. 

3<i^Ien6tif^ieI. Seim JRuffifd^en Sefuöian mag §err ö. Äot 

f^aroto (aKateriatien gut* 2ÄineralO0ie 3luilanb§ 1853. I pag. 117) am Dftaeber 
a : a : c bie 

enbfonte 129® 20' 30" ^cd = 64 . 40 . 15 

a = Vtg 4 Cd* — 1 1 tg = 10,3248445 

^ 1 tg*= 10,6496890 . . . num. 4,4636 

a = VM636 

©eitenfan te (©upp lement) 105® 33' 15" 4cd.=: 52 . 46 . 374 

a = V2tg 4 Cd* 1 tg = 10,1193739 
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1 tg"= 10,2387478 . . . nnm. 1,7320 

a = v/3,4640 
S)tc aSurjcIgrö^e weidet b(o^ um 0,0004 ab. ©ic ciflentlici^c ©citcn=^ 
fantc 74 . 27 mug natürlid^ a = yj2 ctg | w* geben. 

2)ic SBinfelrcd^tiung mit ben fjormeln gefd^icl^t gatij in bcrfelben 
SQScife, wie bei bem regulären Softem pag. 221, Mo« bog je^t ftatt 1 

bic Stjcn a* ober «* = -^ fielen. SBir lönnen alfo toieber ol^ne jeg^ 

a 

lid^c SSorfteQung ber Är^ftaBform mit ben giäd^enjeid^en red^nen. 
©cfud^t toirb ber SBinfel, njeld^en gtt)ei SSierfantnerfläd^en 
a : ^b : ^c I a' : |b : 4c = a : 4a : ^c | a' : Ja : ^c 
mit cinanber mad^en. S)ie Äje b ttjirb nur gebrandet, ma bag Äuge 
ju fijiren: e§ ift eben bie Äante gemeint, »el^e üon 4c nad^ 4a gel^t. 
^icr ift alfo 

^ = 1, V = 3, ^ = 2 unb ^, = — 1, V, = 3, TT, = 2 
in ber allgemeinen Äantenformel (4) ju fe|en, unb toir l^aben 
_ cos = — 1 + 9 + 4a« : Vi + 9 + 4a* y^l + 9 + 4a« 
8 + 4a* 4 + 2a* 10,928 
" 10 + 4a* ~ 5 + 2a* "" 11,928 " - ^^^ ^^ ^^ ' 
Sri ber fleinem gormel muffen bie -gtäd^en auf bie fjorm 

2a : 4a : c unb 2a' : 4a : c 
gcBrad^t werben, bann ift fx = 4 , y = |, un b / u = — 4, y , = 4, gibt 
— cos = a* — 4 + I : Va* + 4 + I Va* + 4 + 4. 
_ ?L_±_t_ - 4a^ + 8 ^ 2a* + 4 
"~a*+ J^""4a*+10 2a* + 5* 
SBenn toir e^ mit gWd^en ein unb beffelben JJörperg gu tl^un l^aben, 
fo lieben fid^ wie beim regulären ©^fteme pag. 225 bie SBurjeln, unb 
bie allgemeine formet gel^t in 

— cos = ^^; ^ — ^-f — ~Y ' ' • ' (SSterlantner) 
^* + y* + 7r*a* ^ ^ 

über, worin aDc übrigen einfad^ern Äörper entl^alten finb. S)a wir eg 

mit ganzen Saf)Un ju t^un ^aben, fo mad^t ber Sljenbeifa^ für bie 

SRed^nung leine fonberlid^en SBeitläufigfeiten. 

85ei ben SSier unb SSierfantnern (2)iocta* 

ebern) mit breierlei Tanten jeic^nen fid^ junäd^ft 

brei ^auptfäHe au^: 

©nblanten ber $au<)tajen (1/7) unb gwi* 

fd^cnajen (1/2) unb ©eitenfanten (1/6), wie 

nebenfte^enbe SBrojection beS ©ioftaeber^ 

1 1, 1 
4a : 4b : c = -a : -b : — c 




17* 
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jctgt, tocldöcs öfter beim SSefuöian gcfunbcn tft. S)te oHgcmeinen ©^m* 
bole ergeben fte^ fogteid^. S)a nun ju = ^,, v = y,, tt = ^, wirb, 
benn oöe gläd^en l^aben gleid^e Stjenaugbrüde, fo fommt: 

liVTT — iM* + y* + TT* a* 

1) 1/7 ßauptenbfante ^ .... — cos = — f- — r-^ — s— =-. 

«a ... ,241 ~ — 4 + 16 -f a« 12 + a« 

»etfptel: ^^^ .... - cos = ^ + ^e + "^ = 2"^^^- 

2) 1/2 BtPtfc^enenbfante ^ .... - cos = ^. ^^.^^.^. 

241 16 + a« 

— cos 



421 ^"" 20 + a«* 

IITTT — li* V* + TT* a* 

'- .... — cos = ^ 5 5 — 5- 

^mi /u'' + V* + TT* a* 



3) 1/6 ©eitenfante ^ — cos = -yg 



241 _ 4 + 16 — a' _ 20 — a^ 

241 • • • • + ^^« - 4 + 16 + a« " 20 + a»' 
S)a jebe gläd^e jebe fd^neiben muß, fo bleiben nod^ fofgenbe öier 
SBintel über: 

241 8 — 8 4- a« a* 



1/3 

1/4 
1/5 



421 * * * 16 + 4 + a« " 20 +T«' 
241 4—16 + a^ ^ a»— 12 

241 •* * 16 + 4 -f a«~" 20 + a«' 
241 — 8 — 8 + a^ _ a^ — 16 ^ 
421 • • * 16 + 4 + a« "" 20 + a*^ 



241 8-8 + a« a« 

^/^ • • • 7?rT 



421 * * * 16 + 4 4 a* 20 + a«' 
SBie bei bem regulären fläd^enreid^ften Sörper breiunbjtoanjig , fo 
l^abcn tt)ir bei bem üiergtiebrigen nur nod^ fieben, woöon jWei 

1/3 = 1/8= 



20 + a« 

werben, toeit ba§ S)io!taeber, wie ber "^^xat befagt, fid^ in jtoei gleiche 
Dftaeber üon 3wif^ciiP^ßw«Ö B^^^^gt. 

$att)itoItae)ier c : - : - geben für bie 

®nbfante: /m = ^, = y unb v, = — /u: 

- ^'^^ = 2 't^\ a» ' ^^'^ /^ - 1> - cos = ^^-, 
©eitenfante: y = ^, ^, = v, = — ^: 
^2 2/^2 a^ 2 

9leIienoItae)iet c : ~ : ooa geben für bie 
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©nbfante: v =: o^ fi, = 0, v, = fit 

'^' = ;in^' tür^= 1, -cos = ^-^. 
©eitenfante: v = v, = 0, //, = — /u: 

2)ic gotmdtt finb äugerft |)raftifGl^: bie SSefuüionoItacbcr Robert: 



— cos = 



cos = 



3,464 

aV+ 2 " 5,465 
a« — 2 1,464 



a* + 2 5,464 

a^_ _ 3,464 

^^^ ~ a« + 1 " 4,464 
a« — 1 2,464 



— cos = 



129^ 20' 26" 
105^ 3V 30" 
140^ 53' 40" 
123^ 30' 9" 



$au))toItaeber. 



SUcbcnoftaeber. 



a« + 1 4,464 

®6cn fo leidet ift bie SBercd^nung ber Seiten (ebenen aßinfel). ©e|en 
tüxt babei 

- = a = v/0,2887, 
a 

fo ift im ^au^toltaeliet a : a : c für ben ebenen SBinfel an ber ©pifee 

m == 1, n = unb m, = 0, n, = 1. 

®ibt nad^ gormel (1) pag. 256 



(@pi|e) cos = «2 + + : Va» + 1 + Va* + + 1 = ^^ - 

gür bie SBinfel an ber JBafi« 

m = 1, n = nnb m, = n, = oo. 
(Safig) cos = a* + c» + Ooo : y/a* + 1 + Va* + oo* + oo« 

tJür aSefuüian ift 

o« 0,2887 „^. ^, ,^,, 



c» + 1 1,2887 * • 

Vtt-*^— ^ = V n cir,. ... 51« 28' 22". 
V 2a* + 2 V 2,5774 

^robe 77« 3' 16" + 2 (51« 28' 22") = 180« = 2 R. 

9lelieno(tae)iet a : ooa : c gibt fär ben äBinfel an ber ©pi^e 

m = n = 1, m, = 1, n, =i — 1 



(©))i|e) cos = 0*-+ 1 — 1 : v/a* + r + 1 y/o* + 1 + 1 

pr bie SBinlel an ber SaftS 

m = n = 1 unb m, = 0, n, = 00, 



tt« + 2 
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262 Singliebrisee Softem: aBintelted^nung, Xangentenfotme(n. 

(»oft«) -cos = o» + + oo : v/a* +J_+_1 v/a* + + oo* 

= l:V^*-T2 = v/^2- 
Pt aSefuöion ift 

«« 0.2887 g20 45, 12". 

a«T^ - 2,2887 •••^^ *^ ^^ ' 

V^ärfä = V^2X887 •■•''' ''' ''"• 
^robc 82« 45' 12" + 2 (48« 37' 24") = 180« = 2 R. 
@e^cn iüir a = I, fo fontmt für bag ^auptoftacber cos = | unb für 
bag Siebeitoftaeber cos = 4 , entfpred^enb iben SBinfcIn bc^ DftoebcrS 
unb ©ranatoebcrg im regulären ©tfftem pag. 243. Ratten toir ben 
äBinfel beg Dftaeberö 2a : 2a : c ju beftimmen, fo bürften mx nur nac^ 
bem ßeucitoeber pag. 244 jd^auen, um für ben SBinfel an bcr @})i|e 

ben cos = T~r~i l^injufd^reiben, ber im regulären ©^fteme 

1 

''' = nr4 = - 

war. ©efeen tt)ir ben reciprofen SBert^ ber?lje -, = «*, fa werben 

a 

beibe gormein für ©eiten unb Tanten ber gorm nad^ ebenfaßg öößig 

gleid^, nur ba§ bie gried^ifd^en unb lateinifd^en SBud^ftaben fid^ mit ein* 

anber üertaufd^en : 

leiten cos = {a^ + mm,-\-jin,) : Va^ + m^+n* Va*+ni,*+n,*. 

Äanten cos = {a,^+ ^, + vv,) : Va*+7<H^ \/a*+^,*+ v,^ 

gür bag SBel^alten ber gormein ift bag erfreulich. 3Kan barf auc^ 

l^ier pag. 221 bie ©^mbole nur über einanber fe^en 

a + m+n . & + u + v 
— ■ ober — , ^ , — , 

unb für ba8 erfte ®Iieb bie 5ßrobucte ber über einanber ftel^enben SSud^* 
ftaben, für ba§ jweite bie Duabrate mit bem Slöuräeljeid^en l^infd^reiben. 

S)enn eS ift ber Souenpunft l + ma 4- na == - + m + n unb ber 

a 

gfläc^enau^bruc! 1 : ?^ : ?^ = 1 : i : 1. 

/ fA V B, fl V 

%ed^tittn0 mit htn 9:an9mtenformelit, 

^ier ift pag. 213 (5) b == a ju fefeen, folglid^ 

1) Äanten tg = y/'l + (m* + n^) a* : n/w — inv. 

2) ©eiten ctg = \Jl + {ji^ + v^) a* : wn — /un. 

®iltig für ma + na unb - + -, o* = -|. 
° p V a' 
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3)ie gotmcin bcr Kanten nnb ©citcn öerl^attcn fid^ nad^ aUcn 

Sejtcl^ungcn ttciJfUt: tüic jur tg bic ctg, fo üer^äft fid^ ber gried^tfc^e 

111 
SSud^ftabc jum lateintfd^cn , benn m cntfprid^t -, n...-, a...-, 

,...L. 

?tuS gormel (1) ergibt fid^ fofort aßgemein 
g _ tg'(PA^ — my)^~l 
m« + n« 
Um fo leidster lä^t pd^ a in ben befonbern gätten beftimmen. Solcher 
finb breierlei: 

^anptoftaeber, 9?ebenoftaeber, Dioftaeber (4 + 4fantner). 

^MpUttatUt - : - l^oben i^re ©nblantcn in ber Stje a, baj^er ift 

ju fc^en, nnb wir ermatten fofort 

enbfante tg ^ - VÄ^M^aT« . . . tg = v l^Tä«, ft == v/tg«"^!. 

©eitenfonte tgo = ^V2 . . . tg«= •^, a = p = ctgo V'2. 

° a ® a tgo "^ 

3m leitern gaUe ^abe id& bie ttjirflid^e Äante, nnb nid^t bie SReignng 

jnr aje im Singe. 3)ie Sieignng gnr ?lje c gef)t auö ber aßgemeinen 

gormel (1) ^eröor, wenn man v = ^, m = — ^n==— — fe|t. @g 

fi fi 

lommt bann 

@ibt für /i = 1 im Dftaeber tg, = -^ b. 1^. bie 9ieignng ber Dfta«* 

eberfläd^e gegen bie Stje c. S)urd^ Umfel^rnng belomme i^ bann bie 

n/2 
Slcignng tgo = ^ — gegen bic Safi«, weil beibe fid^ ju 90^ ergänjen. 
a 

9ltUmttütUt - : ooa Iiaben tl^re ©nbfanten in ben S^ifd^enajen, 

bal^er ift 

V = nnb m = n = - 

JU fefeen, nnb wir erlialten fofort 
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(gnbfottte tg = - V|u« + 2a* ... tg = Vi + 2a», a = V -^V"^' 

©citenfante tgo« - , . . . tgo= - , a = r— = ctgo. 

ßcfetere fann tnon unmittelbor ablefen, bcnn cg ift bic Steigung bcr 
S)iagona(e - : c gegen bie ^orijontalaje a. 5)a]^er 

sin : cos = 1 : — , tgo = — . i 

^ ° a 

a)ie ©leid^ungen für a ge^n l^erüor , ttjenn wir ^ = 1 fe|en , unb \ 

ftimmen mit benen überein, weld^e wir bei ben ©ofinng^SIeid^ungen 

pag. 257 etwa« umftänblid^er fanben. S)ie Sied^nung mit ben Seiten* ! 

fanten gibt bag Supplement, wag bei ber Slnwenbung ftet« erwogen 

werben muß. 

SioItaebcY (4 + 4fantner) öerbinbet befbe. 35enn feine ©nbfanten i 

liegen in ben ^aupt* unb ^\Q\\i)zyi^itXi, gür jene ift n = 0, für biefe ' 

n = m, folgli^ | 

ßttblante §dupta£e tg = Vi + mV : mv = - V/m* + a*. | 

©nblante ^^if^^naje tgi = V^l + 2m*a* : m 0" — v) | 

©eitenfante tgo= - V^^ + ^^ 

a 

Steigung gegen Slje c ctgo= - "^ y? + y*. 

a 

^a ber Äantengonenpunit m = — — unb in ber öorbern Äjc m = - 

ift, fo fonnte m leidet eliminirt werben. 35ie ©eitenlante finbet man 
am ieid^teften nad^ ber SBei^'fd^en äKetl^obe pag. 253 



sm 



a a ^ /a* . a^ . 

- • - • V -9 + -¥ ^nb c = cos = 1 



für bie Steigung gegen bie %it c. SBoIfen wir bie formet anwenben, 
f mu§ ber ^onenpunft m + n = moo — noo gefegt werben , unb 
e« fommt 
tgo = Vl + (m* + n*)oo*a* : — (n^oo + m>'oo)=aVm*+n*:ii^+iiiv. 

©e|en wir barin m = - unb n — -, fo fommt 

tgo = a\/i + l: ^ + ^ = a : V^u« + v\ 

b. I). wir l^aben bie Steigung ber ^ioltaeberfläd^e gegen bie Äje c ge* 
funben. SBirb für bie ©nbfante ber SttJifd^enaje ^m == v, fo ift tg = oo, 
b. 1^. ber äSinfel 90®, bag 3)ioctaeber ge^t in ein Dftaeber über. 
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S)cr «jcntoertl^ a Iä|t fid^ au8 bcn brci gormdn fofort ableiten: 
a« = r« tg« — ^> . . . tg» — 1 ffir iu = y = 1. 

._ ^_Z5? ■ ...vi fj,^=,.,. 

tgo tgo 

Settiinting ber Seiten ift wie im regulären ©Aftern pag. 251, 

nur nitt§ «* = -ä wit in SRed^nung gebrad^t werben, gür bie SBinfel 
a 

auf hen gfäd^en beg $auptoftaeber3 a : a : c ift ^ = y = i , wir 

crl^olten 

<^tg = Vi + j>* + v*)«^ : ym — ^n = Vi + 2a* : m — n. 

3e^t l^ängt bie Seftimmung ber ebenen SBinfel in ber ©ectiong* 
linie a : a nur nod^ Don ben 3^t^^^ °"^ ^^^ i^^rin liegenben 3onen^ 
punftc ab. SBir befommen ben SBinlel, weld^en bie ju ben ßonenpunften 
gel^örigen g^nenajen mit ber ^albirung^finie ber Dftaeberfläd^c madE)en. 

gür ben Iialben SBinfef an ber ©pifee beg ^auptoftaeberg ift m = 1 
unb n = 0, folgtid^ 

ctg=VT+2ä«^... Sefut)ian Vl+2 .0,2887 = Vl,5774 . . 38^ 31' 38". 
aifo ber gauje ©ubf^i^enwinfel 77^ 3' 16", wie oben pag. 261. 

3)aS nä^fte ftumpfere DItaeber a : ooa : c ^at /i = 1, y = unb 
m = n = 1, gibt 

ctg = VTT^ . . . VT;2887 ... 41^ 22' 36" etc. 

Xangentenfovmeln ber gattjen SSitilel finb etwaig weitläufiger, 
©efeen wir pag. 211b==a = ~, fo gelten fofort bie eleganten gor* 
mein ]^crt)or: 



©eiten+ctg= (a* + mm, + nii,)V(m— m,)*«*+ (n,-~n)*aH-(mn,— m,n)^ 
8anten+ctg=(a2+ ^ifi, + w,): VOu — iM,)*a^ + (v,— v)2a« + (ftv, —fi,vy. 
@ie üerl^alten fid^ gegen einanber ebenfaHö öollftanbig reciprof; nur 
ctg bleibt, weil bie ^crpenbifel auf bie gfäd^en- ©upplementwinfel ein* 
fd^Ke§en; eg änbern ba^er nur bie SSorgeid^en. 

S9eif)iiel. gür ben ebene» 8BinIe( an ber ©pifee be« Oftaeber^ 
a : a : c Wirb 

m ■-= 1, n = unb m, = 0, n, = 1 
--2 Q 2887 

+ ctg=«-V««+«'+l = ^|=^ = ^;7^....77.3.16 

SBefuüian pag. 261. 

Äante beffelben Dftaeber^ ^at 

iu = 1, V = 1 unb /i, = 1, y, = — 1 
2 1 732 

— ctg=a* : V4a2+4 = ^ : Va»+1 . . . ^jf^ 129.20.27 pag. 258. 
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S)orftcUung be8 SScfuöionf^ftcm«. 

§crr ö. S^P^ö^Oüid^ {^l^mQihni^tt aWatl^. «Raturto. ©r. SGßien. Slcab. 
1864 »b. 49. 1 pag. 10) tote« barin folgcnbe 46 öerfd^icbene gKc^en* 
jctd^cn nad^: 

©crabenbfläci^e 001; 

Dftoebcr 1.1.20, 1.1.10, 119, 118, 117, 116, 115, 114, 113, 
112, 335, 445, 111, 885, 221, 331, 551; 

Sttcbenoftaebcr 102, 101, 302, 201, 301 ; 

S)ioftaeber 747, 212, 423, 211, 421, 737, 833, 319, 315,. 629, 
313, 312, 311, 61.20.20, 411, 511, 711; 

©äulcn 110, 530, 740, 210, 310, 100. 

Unter ben Dftaebcrn fel^It auffaöcnbcr SBcife ha^ olte ^au^'fc^c 

r 441 = ^ : yic, toeld^eg id^ neben bem ^^iHip'fd^en p 331 = |^ : |:c 

4 4 OD 

mäf alter ©etoöl^nung nnb namentlid^ »egen feiner SBafirfd^eintid^feit 
nid^t gern miffe. Senn l^alten wir uni^ an bie bentlid^fte gigur (§au^ 
Traitö ed. Weiss tab. 47 fig. 74), fo erjengt r nid^t anf s311 fonbern auf 
X 411 ein Parallelogramm, r mvL% alfo in bie Stjenfantc x/x = c : -Ja 
faQen, ^Jreilid^ tt)iberfpric§t bem bann bie barunter ftel^enbe ^orijontal*» 
projection , bie id^ (©anbbud^ minex. 1855 pag. 230) in biefer Sejieftung 
„t)erbeffert" copirte. könnte man ba« ©Eemplar fe^en, fo würbe 
ein aSUdf ben ©treit löfen. 2)?er!mürbig ift eg, bag fie nad^ ber S5e* 
l^auptung Don Qtpf)axot)\ä) noä) nid^t toieber beobachtet würbe. 

Um uniJ nun in bie SKenge ju finben, nel^men wir bie ^rojcction 
auf bie SSürfelpc^e tab. 2 fig. 1 gur §anb. S)enn ba bie ^origontat 
ajen aa gleid^ lang finb, bie ungleiche c unS nid^t ju Stugen fommt, 
fo lägt fid^ bag öiergliebrige SSilb nur au«, bem gläd^encomplej er* 
fd^Iiegen. @iJ gerlegt fid^ ber 

1. föfirfel 100 = a : ooa : ooa, weld^er im aüegulärf^ftem brei 
gfäd^en begeid^net, jefet in 

©erabenbfläd^e P 001 = ooa : c»a : c, bie 
eingige 6t«8 beg @t)ftemeg, unb 

3weiteOuabratjäuIeM=100=a:ooa:ooc. 
S)ie gtäd^e 100 ift gweibeutig, benn fie bebeutet 100 
unb 010, ba a = a b. 1^. a : ooa : ooc = ooa : a : ooc 
fein mug. 

* 2. OftaebtV lll = a:a:a Wirb c 111 = a:a:c, 
bleibt aber üierbeutig, ba e« wie im Siegulärf^ftem 
4 Quabranten füQt. 
3. @Yanatoebet l lO = a : a : ooa gerlegt fid^ in 
Srfte Duabratfäule d llO = a:a:ooc, bie ©eitenfanten unb 
SRebenoItaeber olOl ==a:ooa: c, bie ©nbfanten beS DftaeberÄ 
abftumpfenb. 



^ 
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4) ^titumilitntofitftl 102 = a : 00a : 4a, ierlegt fi^ in 
Sld^tfcitigc ©dulef 120 = ai^aiooc, Äantc M/d obj'tuttH)fenb, 

ballet in jebcn Ouobranten jioci gfäd^cn foßen; ein 

jd^arfcgSRebenoItaeber u 201 = |a : 00a: c, unter oÄjcn* 
tonte z/z abftumpfenb, unb ein 

ftumpfcS SRebenoItaeber V 102=a : c5oa : |c= 2a : 00a :c, 
^orijontalfante o/P abftumpfenb. 

Sßir l^aben alfo eine üoQftänbige SBerbinbung Dom biergliebrigen 
^ejaib, Dftaeber, S)obecaib,unb ^^ramibenl^efaib , bie fic^ öon einer 
regulären ^rojection in SRid^t^ unterfd^eibet, außer ba§ in ber Slatur 
biefette nid^t öier fonbern ad^t gläd^engruppen bilbet: eine ffinbflad^e, 
brei ©äulen unb üier DItaeber. 

SRe^mcn tt)ir je^t auger ben ©ection^Iinien nod^ bie ^Jläd^enorte 
^inju, fo lontmen junäd^ft bie fünfte beg 

5) Seucitoeber 112, ba$ fid^ gerlegt, in ein gerabe nid^t l^äufigeS 
DItaeber m 112 = a : a : ic = 2a: 2a : c, 

bie ^origontalfante c/P abftumpfenb, unb eines ber 
tDid^tigften 

S)ioItaeber z 211 =4a : a : c, baS in jebem 
Quabranten jweimal erfd^einen , alfo eine 4+4* 
fantige 5ßt|ramibe, ben aUgenteinften Äörper be« 
©tiftemeg geben mug. JTud^ ba« 

6) ^tirawibenoltaeber 221 ift nod^ t)onftänbig öertreten, benn 
längft befannt ift in Xtirol unb Siußlanb 

Dttaeber w 221 = 4a : ^a : c fc^marunter gläd^e c 111 ge* 
legen, unb baS 

Sioftaeber 212=4a:a :4c=a:2a:c ftumpft bie fiante o'c ab, 
unb fommt an ben fd^toarjen Är^ftaHen üom JR^mpfijd^ttjeng bei germatt 
t)or. gur SSottftänbigfeit fe^It nur nod^ baS 

7) ^^YamibenAranatoeber 123. @id^er ift baüon an SSefuü'fd^en 
Är^ftaQen ba« längft gefannte 

S)ioftaeber 1 132 = a : 4a : 4c = 2a : |a : c, toeld^e« in bie 
©iagonatjone beS ^auptoftaeber« fällt, toie man auiJ ber ^rojection 
be« regulären ©^ftemeS erfiel^t (awct^obc Äri?ft. 1840 tab. l). Seö^ gab 
aud^ nod§ ein »eiteret SDioftaeber i'231 = 4a : 4a : c 
(in, wai^ ieboc§ nad^ nebenftel&enber ßeid^nung wal^r* 
fc^einlic^er ein 

3)ioftaeber 241 ift, jum näc^ft Pufigen 

Srigonpol^eber be« regulären Softem« geptig, bag 

aud^ fd^on eingefe^t ift; 2)ann muß eS aber in bie 

ftante x/x unb d/s faßen. Stud^ öom britten Xrigonpot^eber 135 burd^ 

bie ©ectionStinie beg SeucitoeberS pag. 159 eingcfefet, toirb wenigften« ein 

©ioftaeber a 135 = a : 4a : 40 = 5a : |a : c t)om SBübfreujjlod^ 
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im ?ßfitfd^tl^al, freilid^ unftd^cr artgegeben (Zepharovioh i. c. pag. 88). Um 
fo toid^tiget ift bo« gleid^foH^ etngefefete 

Seucitoib 113, weld^eg mit feinen beiben Äör|)em gu ben ge^^ 
toö]^nli#en gläd^en ge^rt, nemlic^ baS 

Df taeber n 113 = a : a : 4c = 3a : 3a : c, unb ba^ l^&upgfte 
unb größte 

©ioftaebers 131^a:4a:c, todä^tS 
im ®aa^Ü)att jogor als felbftftänbige @n^ 
bigung Dortommt. 

yttf^mtn toir bajn bann noä) bie n>ei' 
tern DoIIftänbigen Sencitoibe 114 mit 411, 
115 mit 511, 117 mit 711; ferner ba8 
t)oIIftänbige ^^ramibenoftaebcr 133 mit 
\>tm Ottaeber p 331 = |a : ^a : c unb 
bem3)ioftaeberyl33=a:-ia:4c=3a:a:c, 
nebft bem ^^ramibentDürfel 130, looöon bie ad^tfeitige ©äule h 130 
= a : 4a : c»c unb baS fd^orfe Siebenof taeber 301 = 4a : ooa : c be* 
fannt ift, fo mödE)te bamit \do\)1 ba^ SBid^tigfte ertoä^nt fein. 

Sein einjigeg Srigonpol^eber ift t)oHftänbig, obwol^l bie junad^ft 
bei ber SJebuction eingefe|ten 13^, 241, 135 wenigftenS burd^ ein 
ajioftaeber vertreten finb. 

5ß^ramibettoiEtaeber finb jttjet t)oHftänbig: 221 mit 122, unb 
331 mit 133; 

Sencitoibe fogar fünf: 112 mif 211, 11? mit 311, 114 mit 
411, 115 mit 511 unb 117 mit 711. 

5ß5ramibentt)ürfel ift ttjenigften^ ber gemö^nlid^e Ijäufig bo, 
aug ©äule 210 unb jmei Df taeber n 201 mit 102 beftel^enb; ju bem 
jtt)eiten 310 mit 301 mu| baS fd^drfe Dftaeber 103 = 4a : oo : c nod^ 
gefunben werben. 

©ranatoeber, Dftaeber unb SBürfel wirb felbftöerftänblid^ faft bei 
leinem Diergliebrigen ©^fteme »ermißt. 

@^ect{i|4 tiieYglietiYiB ift bie äRenge aber einanber liegenber 
Dflaebcrpd^en , bie jum größten X^eil über Um ^auptoftaeber fteljen, 
folglid^ bie fiante jioifd^en Dftaeber^ unb Snbflä^e abftumpfen. @ie 
gel^ören atte ßeucitoiben an, bie barunter ^^ramibenoftaebern. SSon 
ben fed^gjclin Dftaebern liegen öier (885, 221, 331, 511) barnnter, • 
jmölf (445, 335, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 1.1.10, 
1.1.20) barüber. 5ß^oronomifd^ fönnte man in bem Uebermiegen ber 
Obern Dttaeberftäd^en eine öorl^errfd^enbe SBirfung ber ^auptaje c er* 
/* f ennen , bie \a ba§ gange ©^ftem belierrfc^t. S)enn 
tt)ir!te paraHel ber aufrechten Slje c = 1 eine Äraft fi, 
unb paraHel ber ©eitenaje a eine Äraft «, fo wäre op 
bie SDiagonale biefer beiben wirfenben Äräfte /m unb a. 
(Sine Sinie fenfred^t auf biefen Siräger pag. 58 Würbe bie ^orijontalaje in 
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a "^ 
fd^neibcn. 3)icfc Stnic /« : fi*a = 1 : jua fteßt ober bte 3)ia9onatc eincg 

SReftcnoftaebcrö c : /wa : c5oa t)or. 35a c = - = Vo,2887 ift , fo cnt* 

a 

ftcl^t ba§ ftumpfe Oftacbcr 102 = a : ooa : |c = 2a : ooa : c bc8 ^^ra* 

mibentoürfcte, toenn ^ = 2 unb « — Vo,2887 ift. SBa« für bic Sieben* 

oltaeber gilt, gilt aud^ für bte Oftaeber, unb für aße gläd^en. (Sinfac^e 

Sal^len finb babei tt)ünfci^en3tt)ert^, unb aud^ Wa^rfd^cinlid^, bo(^ weicht 

felbft bie %t&ä)t 2pa : 20a : c auf ber URuffaalp mit ISl^ 44' Steigung 

gegen bie ©etabenbpd^e nod^ fiber 2® üom geftredten SBinfel ab. 

9ttbenaItatlieY, njeld^e mit ben ©äulen jum ©ranatoeber unb ju 
ben $5ramibenn)ärfeln jä^len, finb nid^t üiet öor^anben. Sie ftumpfen 
]^au))tfäd^lid^ bie (SnManten t)q;rl^anbener Oftaeber ab : löl geprt ju 
111, 102 ju 112, 201 ju 221, 301 jtt 381. 9lur 302 l^at bei ben 
Dftaebern feine Unterlage, ba mu§ man bann inm SJioItaeber 312 
fd^reiten. S)ie ©fiuten ftumpfen bic ©eitenfanten ber Äörper ab, 110 
gcl^ört ffimmtlid^en Dftaebern, 100 fömmtlic^en SHebenbftaebern an. S)ie 
übrigen muffen bei ben 2)ioftaebern untergebrad^t werben: 210 ftumpfen 
bie ©eitenfanten aQer ab, bie mit 21 beginnen, alfo 211, 212, 
423 = 2l|, 421 = 21^ liegen bamit in einer ^one; bie am l^äufigften 
gefunbene 310 l^at ba^er bie meiften S^nen, nemlid^ 311, 312, 313, 
315, 319, 629 == 31|. SBa^rfd^einlid^ gehört baju auc^ 61.20.20 
= 4i . 1 . 1, »eil eg ber 311 au^nel^menb nal^e fommt. SSon ben 
übrigen finbet 740 nur 747 öor, unb 530 l^at feine, fie »ürbe gleidEifam 
öon ben gewö^nlid^en Xrigonpol^ebern 531 f orbern. 

aSon ben fiebje^n 3)ioftaebern faDen elf in bie erfte ftantenjone 
a : c, wie man aug bem ßeid^en fogtei^ erfel^en fann. SSeginnen Wir 
mit bem langajigften : 

©ranatoeber = ooa : a : c 
133 = a : 4a : |c = 3a : a : c 
377 = 4a : |a : |c = ^a : a : c 



122 


= a : 4a : ^c =■ 2a : a : c 




477 


= 4a : 4a: 4c = -Ja : a : c 
Dttoeber = a : a : c 




211 


= 4a : a : c 




833 


= ^&: {&: ^ = |a : a : c 




311 


= 4a : a : c 




61.20.20 


=T*Ta:Aa-7Vc=f|a:a:c 




411 


= 4a : a : c 




511 


= 4a : a : c 




711 


= fa : a : c 
SBürfel = Oa : a : c 
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aSon bm übrigen fed^« faßcit 423, 421, 312 in bic S)ia9onarjonc 

^ + I be« ^au^jtoltacbcrg, unb bcn übrigen brei 319, 315, 629 fel^ft 

eg nid^t an 3onen, mie ber ©nhonrf unferer 

^voieetion tab. 2 fig. l auf bie ©erabenbfläd^e fogleid^ geigt. Qu 
bem dnbe tragen wir auf bag Mjenlreuj ab bie Sinien a : a, 2a : 2a, 
3a : 3a, 4a : 4 a, 5a : 5a ein. SBeiter brandet man nic^t ju gelten, aber 
man fann, wenn man ben ^afe ni(^t ju fparen l^at, bie ^igur bi§ 
20a : 20a augbel^nen. fragen wir bann nod^ bie ©äulenpd^en dd 
ein, fo ift bag 9ie| für bie übrigen gläd^en vorbereitet, ^^^äd^ft laffen 
wir bie SRebenoftaeber "^a : ooa unb 2a ; ooa fol^n. S)araug fann 
man bann f of ort na^ bem Santenjonengefe| bie fünfte für ja : ooa 
unb |a : ooa conftruiren: benn man barf nur öon a : ^a jieljen, fo 

(ommt auf ber 3tt>if^enaxe —-^ = - ; ebenfo öon a : 2a . . |d. S)ie ©oulen 

f=a : 2a : ooc unb h=a : 3a : ooc fönnen Wir aug ben 5ßunften unmittelbar 
ablefen. Senn f gel^t öpm SRittelpunft jum ä^w^np^i^Jt a+2a, unb h 
jum a + 3a. ^tten Wir bag 9?e| weiter auggebe^nt, fo würbe 350 
burd& 3a + oa unb 470 burd^ 4a + 7a gejogen Werben, allein man 
fann fic^ ba auc§ mit JaH- |a unb ^a + ^ja bel^elfen. 3e^t bleiben 
nur nod& bie !£io(taeber, wef^e meift in ber erften Äantenjone liegen, 
b. 1^. burd^ ben Sljenpunft a gelten. Qnx flareren Ueberfid^t würbe 
nur ber eine üorbere linfS eingegeid^net. Sie ©tral^ten bon a nad^ 3a, 

2a, |- gelten burd^ fd^on gegebene fünfte. Sagegen mug a : |a nad^ 

a' 
bem fünfte ^ + 4b gejogen werben. Senn eine Sinie burd^ biefe 

ßonenpunfte gibt md) pag. 196 

? , , ^a : |b : ^c = a : 4b : c, 

ba wir ben Sljenfd^nitt inüertiren muffen, fo gel^t bie fiinie burd^ 
|b = |a. @o einfad^ bie «nwenbung ber formet fd^on ift, fo fann 
man fie boc^ no^ abfürjen. Senn wenn ber jWeite ^onenpunft, nac^ 
Weld^em bie ©ectionölinie gel^t, im Quabranten a'b liegt^ fo ^aben wir 
allgemein 

mi!^'^- ^- (^ - Ö)a : (l+m)b + (n. l + m.O)c = a : ?^\ : c. 

Ser «jenfd^nitt ^at alfo ben STugbrudf — 5— a, ba icft inöertiren mufe. Sft 

m + 1 



= 7 



m + 1 

unb fefee i^ n = 7, fo ift m + 1 = 4 ober m = 3. ©ine Sinie 
t)on a nad^ 3a' + 7b gejogen, gibt ben ©d^nitt |b. @efee x^ vx 
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m + 1 '' 



n = 3, fo tft m = 7, 



folglid^ ber 5ßunft 7a' + 3b bcr crforbcrlid^c , ju wefd^em öon a \)xn^ 
gcjogcn 4b lommt. 

gür — ^— = I unb n = 1, ift m = 2, alfo 2a' + b, 

— — - = 4 unb n = 1, ift m = 3, alfo 3a' + b. 
©0 finbct fi^ für i . . . 4a' + b, ffir | . . . 6a' + b ic. 

§ättcn wir ^^j "" *^' ^^ ^^^^ ^^^ n = 20, m = 60, ein 
ferner 5ßunft 

60a' + 20b ttjürbe alfo ben ©d^nitt |jb geben, ftotfd^aroto er- 
XD'äf)nt fogar einer gfäd^e ^h : a : c, ba« gäbe für n=100, m=302. 
§ätte er ^^ Qeroä^U, fo wäre ber 5ßniilt 300a' + 100b, wa« un« 
toa^rfc^cinli^er erfd^einen wiQ. SDer p^oronomifd^e ©nflug ber äje 1 
toürbe fid^ barin beftimmter ongfpred&en. S)a ber ßonenpunft wie j. SB. 
7a + 3b' für a : |b fd^on etwaS Weit abliegt , fo fann id^ leidet einen 
näl^m ermitteln. 3c§ barf gu bem @nbe in ben aßgemeinen «nSbrudf 
n 

I nnr n = | fe^en, fo befommen wir 



m + 1 



n 3n 



b. ]^. 2m + 2 === 8, ober m = 3. 



m + 1 2m + 2' 
Sie giöd^e gel^t alfo and^ bnrd^ ben 5ßnn!t 3a' + 4b. ®anj auf bie^» 
felbe SBeife finbe i^ für a : -f b ftatt be« fünfte« 3a' + 7b ben nähern 
a' + ih jc. ^ 

S)ie übrigen S)ioftaeber bürfen wir nur einjeid^nen, namentlid^ 
wenn baS SRefe big jn lOa : 10a du§gcbel)nt wirb. 

SBir tonnen nun aber aud^ in berfelbcn gigur bie fünfte ali 
gläd^enorte anfeilen, wie ba3 im ^intern Ouabranten gcfc^el^en unb ein* 
gefd^rieben ift. 3e|i brauchen wir einen großen Il^eil ber Drte nur 
l^injufe^en, unb wäre bie S^gur au^gefül^rt, fo würben wenige fel^len. 
Sfber man fann fie eben fo leidet conftruiren. @o liegen j. 85. bie 
Drte ber 5)ioftaeber aus ber erften Äantenjone in ber ©ection^Iinie 
a' :00b. S)ie meiften 151, 141, 131, 121, 111, 212,313 finb burd^ 
bie gewöl^nlid^ften Sinien eingefefet; nur bie fettenern Drte 383, 747, 
737 woßen fi^ auf ben erften Sfid nid^t red^t fügen. 2)a 383 = 1 +| 
ift, fo barf id^ nur 4 öom fünfte 131 weggeben, um feine @teße genau 
anjugeben. (£ben fo ift 747 = 1 + ^ unb 737 = 1+ |. S)er ©d^nitt 
I ift im üorbern Quabranten eine befannte @Jrö§e, fofgtic^ lägt fic§ bie 
©teße leidet finben. Aber wir fönnen fie aud^ wieber mit ber ©ec»* 
tionglinienformel pag. 195 fud^en. 3)entt ba bie ßoncnlinie 
a' : 00b gel^t , unb bie erjeugenbe £ini? bm allgemeinen äu^brudf 
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a' b 

- : - l^at, fo mu§ bic Sontrolformd pag. 199 

" '^ 

mfi + ny = 1 

gelten. 6« ift ober in aßen gäßen m = 1, folglid^ 
u + UV = l ober n = -. 

*^ V 

©u(f)en tt)ir je|t ben ©d^nittpunft 737 = 1 + 1, fo mu§ m+n=:l+4 
feitt, 

11 * 1 

©e^en wir barin y = 7 ober - = -, fo ift /* = — 2 ober -== — *, 

V § f* 

bie gläd^e, »eld&e ben ^unft 737 ergengt, ge^t alfo ^a : |b'. 

3)a ei^ nun aber jebe beliebige gläd^e beS ßonenwirtetö a' + |b 
fein fann, fo bürfen tt)ir für eine ber ju unb v jebe Qa^ Don bi^ oo 
fefeen, unb finben baj^u ftet^ einen rationalen äuSbrud ber anbem. 
®eben wir b^r ©leid^ung bie gorm. ^ 

7 — 7/i = 3v, 
unb fc|en ju = 4, fo ift y == 2, b. ^. bie gläd^e 7a' : ^b' erjeugt ben 
^unft, ba 

1.1 + 2. 1 = 1 

ift. SSon ben übrigen fed^g 3)ioftaebern finb bie 5ßunfte 

241, 132 = 4 + I unb 243 = I + I 

burd^ bie gewö^nlic^pen ©ection^Iinicn gegeben. S)ie nod^ übrigen brei 

139 = i + i, 269 = ^ + I, 135 = 4 + I 

liegen in ber ©ection^linie h 130 = ^ : b : 00c, worin ja aße ^t&^m^ 

ö 

orte faßen, bie mit 13 beginnen. S)a 4, |, i gefunbene ®rö|cn finb, 
fo laffen bie Orte fid^ fofort mittelft eine^ red^twinHic^en SBrette^ be* 
ftimmen. SBiß man eS mit ©ectionSlinien finben, fo wirb 

139 auf h burd^ 4a' : 4b' 

269 |a' : |b' 

135 *a' : 4b' 

eingefe|t. Slatürlid^ fann man baju wieber aßgemeine fjormeln ent«= 

a' b 

widEeln. S)enn bie ©ection^Iinie einer ©äule : — wirb öon ber 

ju . 00 00 

ab 
DItaeberfectionSlinie - : - im 3^^^^^^^^^*^ 

^ +— i^ b 

gefd^nitten. SBir bürfen nur — /m . 00 : 00 unb ju, : /m, in ber Qonm^ 
punftformel pag. 188 fefeen. gür unfern gaß ift in ber ©ättleiu== 3, 
alfo gel^t bie aßgemeine gormel in bie befonbere ^ 
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— - H- -— Über, 
©efecn tt)ir ba^er 

^, = I b. 1^. - : - = -Ja : ^b fomittt Qontnpnntt ^ + - = 139 ; 

' /i, = 1 . . . . =|a:|b ¥+y=^^^' 

i", = 4 • . . . = 4a : '4b I + ? =" ^^^• 

®ie Orte ber ja^Ireid&en Dltacber felbft liegen in ber ©ection^Hnie ber 

©äule d, worauf innerl^alb beg Dftaeberortc^ 111 aUe gläd^en, »eld^e 

mit 11 anfangen, liegen muffen. 3)o bhs bie Äantenjonenlinic ift, fo 

fommt bei ä^ten 8rüc§en bie^ö^I burd^ einfädle Äbbition berStenner; 

j. S5. steiferen | unb | liegt 8=1 + 7. 3)ic Orte reid^en bal^cr iXoax 

nid^t fo nol^e an bcn äRittelpunft l^eran, tt)ie bie gleid^namigen SBrfid^e 

ber ©cctionglinien, aber immer no^e genug, um in l^ol^en QaffUn für 

ba§ ^ßrojectiongbilb feinen »efentlid^en Sinken ju bieten. 3)ie Orte ber 

@äutcnfläc§en liegen im Unenblic^en, unb wenn man ^la^ l^at, fo ift 

es für ben äbfd^Iug beS SilbeS jnjedfmä^ig, eS gu umircifen, unb in 

bie Kreislinien bie gfät^enorte ber Säulen ju ftcßen. SBir l^aben 

bamit bann fogIeic§ baS ©feiet ber 

ÄttBrtJitoicttia» tab. 2 fig. 2 gewonnen. S)ie 9iabien ber ©äuten 

bürfen wir nur in gang gleid^en SBinf elbiftanjen , wie in unferer ^ro* 

jectton auf bie SBürfelflä^e, eintragen. S)enn in aßen ©^ftemcn, wo 

a = b ift, bef ommt bie ©ectionSlinie , weld^e auf einen aRittelpunftS* 

a b 
ftral^I 0; ma + nb fenfred^t fte^t, ben »uSbrudf - : - = na:mb. 3ft 

nun a = b, fo l^at ©traW wie ©ectionSlinie ben gleid^en «uSbrudE 
na + ma = ma : na. Slel^men Wir j. S3. im t)orbem Duabrantcn 
%i&ä)e h 310 = 3a + b, unb gießen eine Sinie a : 3b, fo fte^t biefe 
fenfred^t gegen bcn ©tral^I. S)er ©tral^I, welcher mir als ©ectionStinie 
eine gfäc^e angibt, %k in b jum fleinftcn ©d^nitt fommt, gibt mir atS 
gläd^enträgcr bie gteic^wert^ige gläc^e, weld^e aber in a jum tieinften 
©d^nitt fommt. es finbet alfo ein Umfd^Iagen ftatt, waS aber auf baS 
aSilb feinen @influ6 ^at, benn waS für a red^t ift, ift für b bißig. 
SBiß man baS ©feiet nid^t auf biefe SBeife anlegen, fo mu§ man ent* 
Weber ßonenfreife jiel^cn, ober bie ©äulenwinfel bered^nen unb mit bem 
Transporteur eintragen. 

®.er Ort beS ^auptoftaeberS c 111 in bie ^wif^enajen d 
faßenb liefert gleic^fam ben ßarbinalpunft beS »ilbeS- Qu bem ®nbe 
tragen wir ben l^alben ©eitenfantenwinfel t)on 37^ 14' = dp als 
(Sentratwinfel ein, fo beftimmt eine Sinie üon p na^ bem «ugenpunfte 
P in ber SSerticale d ben Oftaeberort 111 in ber $orijontaIe d. SSir 

Q u e tt ft e b t , ÄttjftaKoötftpl^ie. 18 
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I^aben nun bie SBal^t, ntit bcn ^^^^^^^^^f^^ ^ ^^^^ ^ i^ beginnen, 
^eim regulären ©tiftem pag. 139 burften mx nur mit bem 9labiu§ 
V2 einen ^rei^ fd^tegen^ um im 5)urci^fci^nitt§punlte ber d ben Ort ber 
Oftaeberfläd^e ju beftimmen. S5ei ftumpfern Dftaebern mu§ ber Drt 
umgefel^rt ttjie bei meiner Sinearprojection , innerl^alb, bei jd^ärfern 
au^er^alb fallen, fo ba^ wir barin gleidj ein Kriterium be[i|en, ju be* 
urtf)eilen, ob bag ^auptoftaeber ftumpfer ober fc^örfer aU ba§ reguläre 
fei. Sefet muffen wir ben 9iabiug irgeni eineg Äreifeö fud^en. SBö^len 
mir j. ^. ben t)on m = 2a' : 2b', fo bürfen mir nur 'oon 111 nac^ 
110 bk punftirte Sinie jielien, in bereu 3Kitte ein^erpenbifel errichten, 
fo ift il^r 3)urd^fc^nitt m mit ber üerticalen d ber gefud^te äKittdpuntt 
beö @ection§freife§ m. (Sr mürbe üergtic^cn mit bem regulären ©Aftern 
bem Seucitoeber entfpre^en. 3ft ein folc^cr Sarbinalpunft burc^ ßon- 
ftruction f eftgefteHt , fo entmidEelt fic^ alles weitere mic beim 9legulör«= 
f^ftem. 2)aS näd^fte fd^ärfere Dftaeber o = a : c : oob entfprid^t bem 
©ranatoeber, unb bamit ift in o bie @inl)eit ber 8lje gefunben. ©al^er 
l^at obiges m = 2a' : 2b' in ber ßmif^enaje ia + ^b feinen Wlittth 
punft; ber t)on c = a' : b' in a + b; ber Don e = 6a' : 6b' in 

- a + ^ a , toeld^eS ber Äantenjonenpunft ift üon einer ©ectionölinie, 

a b 
bie bon - : - läuft. SltteS bag gel^t ol&ne SRed^nung, menn man mit 

ber ^reiSfigur eine ßinearprojection in SSerbinbung fe|t, unb auf bieje 
SBeife einen Duabranten fertig mat^t, bann bie Sinearprojection mieber 
löfd^t, unb bie flefunbenen SÄittelpunfte nur in bie anbern Duobranten 
überträgt. 

©d^on eine leidste JRed^nung ergibt, \>a^ für ben falben ©eiten- 
lantenminlet üon 37® 14' bie ©ntfernung ber m öom SKittelpunfte Q, 
Qm = 1,316, beträgt, folgtid^ ift Qo = Qm. V2 = 1,86 = äje a 
für c = R = 1. 

SJiefer überrafd^enbe ß^f^ntmenl^ang mit ber SlEenfänge ließ fic^ 
übrigens fc^on aus bem regulären ©tifteme in öiergliebriger ©teQung 
erf daliegen: bort betrug bie SKittelpunftSentfernung beS ©ranatocberS 1, 
mcil a = c = 1 mar. SBir fönnen alfo \e^t, menn mir ben SRabiuS 
beS ^ßrojecdonSfreifeS = 1 fefeen, ben SRittelpunft beS gefud^ten ^o^ 
becaeberS üom äßaßftabe a = 1,86 unmittelbar abnetimen. 2)arin liegt 
ber ©d^Iüffet für bie ©ntmerfung aller folgenben ©tifteme. 

2)er Semeis ift leidet: mir greifen bloS auf unfern fd^iefen Äeget 
pag. 137 mieber jurüdE, üerlegen j. f&. ben Slufrig in bie ätje aea', 
unb fud^en ben Ort q bon ber ©nbfante a : c, meldte für a = 1,86 
gegen c 61M4' geneigt ift. SBir l^aben ba^er 90®— 61<^ 44' = 28® 16' 
an bie tßolaje nA anjulegen, fo ift q ber gefud^te Ort, qr ba .S)urd^* 
meffer beS gefud^ten ÄreifeS, meil immer bie brei SBinfel Q, A unb r 
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^^ = U® 8', bic §älftc bc8 angelegten 

"^ SBinfefö finb. @8 ift aber 

oq=tgl4.8= 9,4010578 ...nTim.0,2öl8 
or=rctgl4.8= 10,5989422... num. 3,9714 



Solglid^ ber ®ur(^meffer qr= 4,2232, 
$aI6mefferpq=2,1116, 
tt)orau8 ber Äbftonb mm aWittelpunft op = pq — oq = 1,8598 = a 
folgt; wag ju bemeifen war. 

Sefet mu§ man fid^ nur no^ be§ ©egepfafee^ pag. 140 erinnern, 
weld^er jttiifd^en ben Sfjen a in ber untern, unb ben äjen a in ber 
obem ^rojectiongebene befielt. 3c§ ^obc jtoar in ber großen Sinear^ 
figur im ^intern Duabranten bie Orte, im üorbern bie ©ectioni^Iinien 
eingetragen, aber ftreng genommen ge^t bog eigentlid^ ni(^t, benn bie 
Orte bejiel^n fic^ auf bie »Eeu «, bie ©ection^Iinien auf bie »jen a. 
Allein in ber ^rojection auf bie @bene tritt ba§ nid^t ^eroor, benn in 
beiben gällen finb bie ©eitenajen einanber gleich, l^aben aber ein oer^ 
fd^iebeneg SBer^ättnife ju äje c, bie in ben ^rojectiongfiguren nid^t 
fid^tbar wirb. $sä) tarn bal^er im ®ebanfen bie eine protection an bie 
©teile ber anbern fefeen. ®g ift ba« aud^ toieber ein SSorjug tjor ber 
Sugelprojection, worin baS SSerl^ältnife t)on a unb a ju c fi^ aud^ in 
ber 2)arfteQung gettenb mac^t. 2)ie Meine Fig. 3 tab. 2 legt bag bar : 
für ben SRabiug = 1 ift am SSefnoian Qa = a = 1,86, unb Qa = « 

= - = 0,538. 3d^ fe|te ben SRabiug = 20 mm, bann ift 

a = 20. 1,86 = 37,2 mm unb a = 20 .0,538 = 10,8 mm. 
Srage id^ nun auf ber tjerticalen äje a oben unb a unten ab, unb be* 
fd^reibe mit ß^g^wtti^clcflw^g ^on a bie Äreife unterl^alb beg 3)oppe^ 
ftrid^g, fo beftimmen mir bie greife o = a : c : c»b, unb v = 2a : c : oo b 
bie ridjtigen gtäd^enorte lll = a:a:c, 211=4a:a:c, 221 = a:a:2c 2C. 
SKan fann biefe Greife, wetd^e einer ^tje paraHet ge^en, ßoorbinaten* 
freife l^ei^en. 2)agegen erfjalte id^ mit ^wg^unbelegung oon a oberhalb beg 
S)o^5^5eIftrid^g bie wirflid^en ©ectionSlreife o=a : ooa : c unb v=4a : ooa : c, 
c = a : a : c. 3Ran bemertt, ba^ o unb v unten unb oben gegen ein* 
anber umfd^Iagen, wie bag früher wieber^olt au^einanbergefefet ift. 2)ag 
Sinienne^ ift bei beiben jwar baffelbe, aber beibe öerl^alten fi^ gegen 
einanber reciprof : jwifdtjen ben gläd^enträgern unten liegen bie ©u^ple* 
raente ber Santenwinlet , weld^en oben bie gleid^namigen ©ectionSlinien 
einfd^tie^en; bie äonenajen oben bagegen f^Iie^en bie ©eitenwinlel ein, 
wetd^e bag ©upptement gu ben ftanten ber gleid^namigen Soorbinaten* 
freife unten bitben. 3)ag Reifet, wenn id^j. 83. ben SBinlel an ber 
©pifee be8 Dftaeberg auf bem ©ectionSfreife v oben fud^e^ fo ift ber 
bag Supplement öon ber ®nblante bcg Dftaeberg, wetd^e bie ©oorbi*^ 
natenfreife v/v unten einfd^Iiefeen. (£3 ift alfo eine 3ttt)ertirung im 

18 • • 
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§au^'fd^cn ©innc, wie frfil^cr f(^on toicbcrl^olt angebeutet mürbe: eine 
ber tntcreffanteften unb öon bcn SRed^ncrn faft ganj überfel^ene S3c« 
jieJ^ung^ in weld^er bie beibcn ^ßrojectionen ju einanber [teilen. 

2)a ed fid^ bei ber ^ugeI|)ro)ection t)orjugdn)etfe nm bie Orte 
l^nbeft, fo gel^t man nid^t t)on ben gried^ifd^en, fonbern ben lateinifd^en 
Äjen aug, Wie bei bem großem Greife fig. 2 gefd^el^en. SBoQen wir 
barin bie ^antenjone a, fo l^aben wir ben Soorbinatentreid a : c : ooa 
JU jie^en, worin atte liegen müjfen, ba bie glätten bag allgemeine 
ßeid^en 1ml l^aben muffen, Worin m jebe gange ga^t unb jeben Srud^ 
bebei^tet. @in gweiter ßoorbinatenfreig beftimmt bann bie mittlere Qa^ 

m, inbem id^ bie Äjenpunfte - jum äRittelpunfte nel^me. 

fdtxt(^mn% Her S^tl^i^^S* &a\\en bie gläd^en fid^ nad^ Qomn 
nid^t entwidfeln, fo mu§ man äReffungen ju §ilfe nel^mcn. ®o ift 
SSefuöian s = a : c : ^a juweifen fe^r gro§, unb bod^ fennt man nur 
eine Qont, bie erfte Santenjone oon gläd^e c/c. 
«ante s/c = 150^ 29^', .... 29^ 30^' = 180 — 150 . 29 

©nblante c/c = 129<> 21 64^ 40^^ = i (129 . 21) 

golglid^ glätte s gegen Äjenebene 35^ 10'. 

gläd^e s = a : c : - a , f olglid^ m=l, n = 0;/M=l gefegt, 

lommt 

tg = Vi + (m« + n>« : n/u — my = Vi + a« : y, y = y ^ '^ ^ 

1 + a* = 4,464 .... lg = 0,6497242 
1 tg« 35 . 10 ^ 9,6958254 



10,9538988 
*) 10,4769404 . . . nnm. 3 = y. 
Oft fann man s/P = 120 . 29 meffen, gibt l^alben SBinfel in ber Safi« 

59^ 31'. 3)ie 9ieigung ber gläd^e s = a : c : - a gegen bie Safi« ift 
sin : cos = 1 : (a.| : y/a« + |*) = 1 : yp= 

tg = \/'^ . ^ = VaHg*-l. 

^ 1 a* = 0,5395779 
ltg*59. 31 = 0,4602808 

0,3998587 . . . nnm. 10, alfo v = V9 = 3. 
SBfirben wir bie ßofinugformel pag. 257 anwenben, fo müßten Wir 
für bie ©nbfante = a tjon s bie SBud^ftaben /u = ^u, = l unb y, = — y 
ftfeen, eÄ fäme 
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-•'^^ =I^TTT-r^^^'^ ^' = («'^ + ^) 1^= ('^•+ ') »*«'«•• 
olfo bic glcid^c fjormcl, ober ouf mnftänMic^crcm SBcgc. 

2Rit ber Xangentcnformel lägt ftd^ bie ©ad^c leidet aud^ aDgcmcin 
löfctt. S)cntt fcfecn wir bie SBurjcIgröle = z, fo ift 

*^ "" nfi — mv ' ^f"^ ~ ^"^^ ^ ^' ^*^^9fic§ 

n tg mtg 

Siad^ ber ßontrolformet m/u + ny = i ift 

1 — iw 4, 1 — mu 

u = unb y = ^. 

m n 

S)arau8 folgt 

_ m tg + n v^l + (m*+n»)ä» . ntg— mVl + (m*+nV 

^^ (m« + n«)tg ""^''~ (m« + n«)tg 

3n biefer gormel ftcdtt obiger befonbere %aVi, benn wir bürfen nur 

m = 1 unb n = 

jefeen, jo fommt 

iu = 1 unb y = — 7 1 

toie oben, ©e^en wir a = 1, fo gelten bie gormein für ba« reguläre 
Softem. Sennen Wir bal^er irgenb einen gonenpunft m + n, worin 
bie ju fu(^enbe gläd^e fällt, fo bürfen wir in biefer blo« ben SBinfel 
gegen bie jugel^örige aKitte{|)unftgebenc (©äulenpäd^e) nieffen,-um fie 
fofort JU finben. 

aWiDer (Treat. Cryst. pag. 54) mmvxi beim Xungftein e = a : c : ooa 

ate ©runbform p = lll, bann ift «je a = V^2'. \/o,424 = Vo,848. 

eine gläd^ g liegt in ber a)iagonaIjone \^ + ^j üon p, unb mad^t 

p/g = 22® 31'. g^^ißK^ ift *^^^ SBinfel t)on g gegen bie Äantenjonen* 
ebene 90 — 22 . 31 = 67 . 29. S35ir l^aben in ber allgemeinen gormel 
ju fefeen m = n = ;, ut ib erl^alten fogl eic^ 

^_ ^tg + iv/i+(| + 4)a' _ . v/L±K' 

"" a+i)tg _Z__ ^ tg« 

unb.^i-V^- 

1 (1 + ^a») = 1 1,424 = 0,1535100 
1 tg* 67 . 29 = 0,7648370 
9,3886730 
V = 9,6943365 . . . num. 0,4947 = f 

Salier ^ = | itnb y = ^, gibt - : -:c = |a:2a:c=|a:a:-Jc=312. 
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gläd^c a mad^t in ber gleid^cn S<>«^ »lit p 68® 6', olfo I)akn toir 
tg » 21 . 54 = 9,2084466 
0,9450634 
v/= 0,4725317 . . . num. 2,968 = 3. 
©al^cr |M = 4 unb y = 2", atfo gläd^e 421. @ic entfprid^t unferer 
s = a : c : |a (§bb. SRinerar. pag. 500) , toctc^c bie Äantettjonenlinten in 



3 + 1*3 — ] 4 ' 2 

fd^neibct. ©c^cn toir barin Slje a = l , fo l^abcn \o\v ba§ reguläre 

©Aftern im äuge. 

3Kan fann ben @a| nod^ allgemeiner faffen, unb ben gemeffenen 

aSinfel au^erl^alb beg ß^^^^^pii^'f*^^ üertegen, bann toirb aber bie ^Rtd)^ 

nung umftänblid^er : ©emeffen fei berSBinfelA, 

weld^en bie beiben beliebigen ©benen 

a a c a ä 
c : - : - unb c : — : - 

Si a a 

^ mit einanber mad^en. ©ectionätinie - : - gel^t 

burd^ ben befannten 3o^cn|)unft C = ma + na. 

a 2)a bie Sinie BO = — ^^— : -^ gebt, fo ift 
^> ^ m.oon.oo 

ab 
il^r S)urd^fd^nitt§punft mit — : - nad^ pag. 188 

B = _^^_ + ^^ 




3)cnn für m=n mirb t% Äantcnjoncngefe^. SKittcIft ber ®ofinu8formeI 
für bie Seiten pag. 256 beftimmen mir bie S)iftanjen ber 5ßunfte 
t)om aWittelpunfte, menn mir m, = n, = fefeen, bann fommt fofort 
für bie ^olbiftanj C . 

cos= -^ + + 0: \/^+ m^ + n^ Vc^2 + + 



a V a^ 



+ m* + n*- 



gür bie ^ßotbiftanj t)on B lönnen mir gteid^ ben Slu^brudE ber ©ectioniB* 
Knie mit einüermeben, bann fommt 



=[Vi 



cos = - : v ^ + 



?luf biefc SBeife gelangen mir burd^ ©ubtraction ber beiben 5ßoIbiftangen 

jur ©eite «. Um im S)rciedEe ABC ben SBinfel C ju finben, mu| id^ 

. ^ sin B . sin a 
sm ß = ; — T 

sm A 

fud^en. ©efet man bann 
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A . CO 
cos B 



. T^ , . cos A . cos u 

ig B . cos « = tg u uno ö = <50s V. 



fo ift C = u + V. 3m ©reicdEc C - Icnnc id^ «ante C unb ncbft 

bcr jtDifd^enlicgenbcn Seite p, toorau« fid^ - naä) pag. 87 fiiibcn lägt. 

S)a nun ferner id/m + ny = 1 fein muß, fo ift mit ^ and) v befanut. 
3um ©d^fu^ noc§ etwa^ über bie Benennungen ber SSicrgliebrigen 
SJörper. SBir l^aben 

1) eine @iit3clf[td|e c : ooa :'Qoa, bie ftet8 l^origontal (bofat) ge^ 
[teilt mirb, unb bal^er ©erabenbfläd^e ^ei^t. Slaumonn nannte fie ?ßina* 
foib, wn niva^ baS Srett. 9lad^ alter SenennungiSttjeife tt)tirbe eS ein 
äJionebron, ein Sinfeit fein, ober xotnn man bie parallele mitjäl^Ite, 
ein 3)il^ebron. 

2) jwei Cuabtatfättlett, ©äute unb ©egenfäute, bie fid^ nur burd^ 
bie ©tellung t)on einanber unterfd^eiben a : a : oc c unb a : oo a : oo c. 

S)te ^wifd^enfaulen 4 (- : - : oocj finb $älftftä(^ner t)on ber 

3) ^ii|iialirat{ättle - : - : ooc SBenn man bie Ouabratifd^en 

©äulen tetragonal nennt, fo finb biefe bitetragonat. Iffieife nannte fie 
etma« weitläufig 4+4fantige, SBerner ad^tfeitige ©äulen, ba ade gläd^en 
))l^9fifalifd^ gteid^ finb. 

4) Oltaebct a : a : mc unb Siebenoftaeber a : ooa : mc, 
jene ber SRol^fifd^en ^au^jtreil^e , biefe bcr Slebenrcil^e angel^örig, aud^ 

tetragonale 5ß^ramiben genannt. 3)ie3tüifd^enoftaeber4(-:-:cj 

finb nur c^cloebrifd^e ^älftfläc^ner ber 

5) Siolttebet - : - : c ober 4+4 Äantner. ©ie befleißen aus 

einem Dftacber unb ©egenof taeber , aber beibe öon gmifc^enftettung. 
S)er 5Rame tourbe fd^on im vorigen Sal^rfjunbert öon ^iÖ eingeffil^rt. 
üRan fann eg aud^ afö ein gebrod^eneS Dftaeber paffenb bejeid^nen. 
a)itetragonaIc ^ß^ramibe, mit ad^t gleid^en ungleic^feitigen 2)reiedEen, 
a)er aUgemeinfte Körper beg ©^ftemS. S)ie |emiebrifd^en gormen: 
2^efraeber, ©calenoeber, ®^roeber, S^cloeber muffen im ßiJfömmen^ange 
mit benen anberer ©^ftcmc betrachtet merben. 
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3. jDretsltebnge^ <$t||leitt. 

dtedfmn^ mit ©ofmudformeln. 



1. ©citcn 



,:\/l+m»+3n»\/l- 



+ COS = -^ + mm, + 3nn, : \/-8+m*+3n* \/— ,+m,2+3n,^- 
a ' a '' a 

2. Santctt ' 
+ cos = a* + f4fi, + iw, : Vä^ + fi^ + 41^2 \/a« + iM,«'+iy,^ 

$ter ift pag. 206 b = a v/3 ju fcfecn. 3)tciS einjufel^ctt , t)cr* 
jcid^ncn toir un8 ein Sljcnfreuj a,a,, toeld^cS ftd) unter 120® fd^nctbet, 

üermanbetn baffelbc burd^ Um* 
fc^reibung bci^ ^arallelogrammg 
aba'b' in Santenjoncn, fo 6at 

a a 

eine Beliebige gläd^e - : -V in ber 
jtoifc^enliegcnben Slje b baS 3^^ 
d^en — — -, in ber au§erl)alb* 

a 

Kegenben a ba8 3^^^^^ _ 

pag. 191. 3)ie brei gleichen Stjen a fd^neiben fid^ unter 60®, unb 
jtoifd^en jebe je jttiei fann id^ eine Qm\(l^tmit b jiel^en, bie "fid^ in 
SBejiel^ung auf bie ©d^nitte öon a ganj gteid^ öer^Slt : eS liegt alfo 

jtt)ifd^en - unb ^7-^-7; ber ©c^nitt ^ 77-7— = o.. _ .. ^ ^^^ ä^*^ 




fd^en 



V 

a 



V — fl 



unb - ber ©d^nitt 



V fi + V 

b 



2v 
b 



, benn ic^ mu^ 



bag eine ober anbere mit umgefel^rten SJorjeid^en l^erüberfd&Iogcn. 2)er 

öoHftänbige HugbrudE einer ©ectionötinie wirb alfo: 
a ^ b a b a b 

fi ' fl + v' V ' 2v — ft' V — fi ' V — 2fi 

2Bei| pag. 34 f)at biefeg 3^^^^" ^^^^ ^^^ i^ ^^^^ anberer 
gorm äuerft aufgeftellt, unb bamit gered^net. ©ein SSettiei^ toar freilid^ 
t)iel umftänblid^er, afö ber unfrige, tt)elc|er fid^ faft burd^ unmittelbare 
Slufd^auung ergibt, äbbire id& bie Slenner jweier anftofecnben b, fo 

a ...a . a ^^^^ a 



fommt 



(^ + y) + (2„ _ ^) - 3v ^*^** v' ""^ 3y — 3fi 



S)a8 3tt>if^^nfantenjonengefe^ pag. 199 fommt, loenn id^ 



V — fi 

mit 



fi + V 



bem jtoeitfolgenben a b. i. 



V—f4 



öerbinbe, bann ift 
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2a 



2a 

2v 



(fi + v) + iy-fi) 

2)a nun im regulären ©ed^i^edt btc ©eitcn ben falben SJiagonalen a 
gleid^ ftnb, fo ift bag ^erpenbifel s öom 3KttteI<)unft auf bie Seite ge^ 
fant ia V'ä", folglich b = 2s = a Vä: 

Sä^rcnb ttrtr alfo aug unfcren öoDftänbigen ^i^xi^tn jeben Äugen* 
blidf bie ©d^nitte ber bret ©eitenajcn ablefen fönnen, tooöon nur jtoei 
befannt ju fein braud^en, fo ift eö für bie SBinlelrec^nung bequem, ein 
* für aüemal bie jmei rcd^toinflit^en Äjen beg 5ßaratteIogramm« bei ben 
aiec^nungen feftgul^olten. SBcgen ber ©rcigtiebrigfeit be« @^fteme8 
mu§ man natürtid^ brei SWal fold^e .red^toinflid^en Äjen wählen lönnen. 
S)ie gormein für ©eiten unb Äanten finb in aßen Sejiel^ungen wieber 
reriprof, ganj mie beim oiergtiebrigen ©^fteme pag. 256, fobatb wir 

_ = a fe^en. 

Um l^iermit gu red^nen, bebarf e« nurffber ^ßrojection bci^ SR^om* 
boeberg, ©iJ^ejaeberS unb 3)reifantnerg. S)ann erfennen wir brei ^itn 
b, weld^e je auf eine ber brei Äjcn a fenfred^t ftel^cn, SBirb ein ?ßaar 
batjon burd^ bidfere Sinien fijit, fo fommt fiir 




Mlotitlieeliet m angemeinen baiJ 3cid&en - : -, unb ifire 

enMttiite liegt in - , ba« gibt für bie »eret^nung be2 SBinfefö 
jWifd^en ben 

6benen c : - : - unb c : - : - 
V, = V ^ fi mb ft, = —fi, folglid^ 



cosa> 



= a« - A*« + ^' : ^/a« + ^« + ^ y^a» + ^/^ + ^ 



«2 2 2 2 . A S 3a* — 2jM* 

= a* — 1^« : a* + 4^« = ^ 



3a* + 4iM»* 
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®iU für bai ^anptt^ovxloAex in = l 

3a* — 2 a* — 0,666 . , 



cos CO 



3a» + 4 a* + 1,333../ 
S)oratt» folgt für bie Sercd^nung bcr ©cttcnasc 

a^i^V — r\ 1,333... 

•^ V cos* ^(0 

Ratten wir Qkiä) bcn falben JR^omboebcrlantentoinlel gcfud^t, \otld)tn 

a b 
bic gläd^c - : - gegen bic Äjenebcne bc mad^t, fo festen toxi in bcr . 

Äantcnformet 

V ^ fi; fi, ^ oo, y, = 0, alfo 

cos i« = a* + ^ . oo + : y a* + Z^'' + T V^a* + oo* + 

V/3a* + 4ju* ' 
tDorau^ 



a = //\/— l 4-»y/ 3(l— C08*4CO)~COS*4CO _ ^v/ tg2i^_i 

fofort ^eröorgc^t. SBie beim JBiergliebrigen pag. 258, fo lägt fid^ aud^ 
l^icr bie fürgcre gormel au8 ber jweigliebrigen pag. 210 enttoidetn, 
wenn wir b = a v/3 fe^en. ®8 fommt 



3. cos 



= m-Y'- V^»' +■/«' + T v/'^'' +^' 



ab ab' 

giltig für eine fjtäd^e c : - : - unb eine ©änle ooc : - : - , bie fid^ 

öon ber öiergliebrigen nur burd^ i neben v unb v, unterfd^eibet. S)urd^ 

b' lommt au6) l^ier ba8 negative JBorjeid^en in ben Q&iUx. ©ud^en 

a b 
mir nad^ biefer formet ben l^alben (gnbfantenwinfel t)on - : -, fo ift 

toieber wie öorl^in 

V = fi; fi, := oo , y, = 0, 

cos = /M . oo + : y a* + h* + j Voo* + = /m v's : v/3a* + ifdK 

Vtm bie SBertl^e öon oo unb einjufel^en , barf man nur bie SRittel* 

punftöebene 

^ , ab a '■ b 

Oa : oob = — ;-=: — :- 

oo ^, V, 

fe|en. S)te 

a b 
t£il|e|telier - : - ^aben baffelbe S^^^^^ / ^i^ We Sffi^omboeber, 

b a " 

aber il^re (Snblanten liegen nid^t in -, fonbern in -, bal^er mug für 
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bic gor^e ©nblantc w 

fi^ = V =: fi unb V, = — fi 
gejc^t tDcrbcn, folglid^ 

- cos« = a« + ^^* — ^ : ya« + ^« + ^-V»' + Z'* + ^' 

" ^^' = 3a> + 4iu« (®"Wantc). 
2)er SBinfel ift l^icr immer größer atö ein redetet, folglid^ cos negatit). 
gilt bie ©eitcnfanten fommcn bie beibcn gfäd^en 

ab . a' b' 
- : - unb - : - 

in Setrad^t, toeld^e einanber gegenüber liegen, folglid^ ben ©u|)l)lement*' 
toinlcl geben. SBir l^aben ba|er in ber aßgemeinen formet (1) 

^ = y; iu, = y, ==.— ^ 
ju fe|en, unb befommen fofort 

+ C08 = a« - /M« — ^ : y a» + ^« + ^ V ** + ''^ + ^ 
"" ^^' == ferT?« (©eitenfante). 
SBoraui^ fic^ a« = ifi^ | ^ ^^^ ^' = -lA*' tg« 4« ergibt. 

@ud^en mir-bie l^alben JiantentDinfel , fo ift für bie lalbe (Siii^ 
Ittnte in gormel (3) 

^ r ^' ^' ^ ^' ^' = Qo 

cos 4« = -^:v/a^+ iM« + ^' Y^o + ^ = iu : V^3a« + V. 



a = /M x/r -— « — 4 = ^ \/ 

*^ V 3 cos 4co* * '^ V 



1 *— cos i(o^ — 3 cos ^£0* 



3 cos ju)^ T ^* V g ^Qg ^^2 

a = ^ Vi tg ^w* — i_(enbfante). 
gfür bie lalbe Scitettlante bleibt -:-, aber bie SRittelpunftgebene 

njirb 

ab ab ab' 

— : — : 00c = : : c = — : — : ooq, 

fi f4 f4,oo ft .00 fl, V, 

folglid^ ift in (3) ju fe^en 

^ = /w; /"/ = ± /uoo, V, = + f^oo 

cos > = ^«co + ^-t^ : \/a« + ^' + J \/^'' • ~ + ^— 

cos 4« = 5/< : V3a* + 4jm* (©njj^jlemeut ber l^alben ©eitenfante). 
2)arattg berechnet fic^ bie ©eitenaje 
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3a' cos ico* + 4^* . cos {(o^ = 4(4* 
3a* cos i(o* = 4^* (1 — cos Jö)') =» 4/^' sin i«' 
a' = 1^* tg 40)* 

a = ^tg^w v/1,333... 

aRit bem ncgatiöcn — ^ muß man üorftc^tig fein , bcnn baffclbe tarn 

a b' 
öon bcr aÄittcIpunftöcbcnc — :- : 00c, todd^e fid^ mit einer @bene 

a b 

- : - t)orn im t)ofitiöen Duabranten fd^neibet. SBenn nun aber bie 

ab a' b' 

SKittcIpunltSebene — : — ober — : - gcl^t, bann ftimmt jte-mit ber in 

ber attgcmeincn formet angenommenen nid^t überein, eg mnfe alfo eine 
ber beiben negatit) genommen werben, woburd^ im ^^\tx eine ©ummi»» 
rung entftel^t. 

S)er t^teilttttttct (©calenoeber) in ber SRitte be8 S)reiedtg pag. 281 
l^at toie alle baS allgemeine 3^^^^^ 

a ^ b ^ a b a b 

©eine breierlei Äanten faßcn in bie Äje b, finb bal^er leidet auf fol* 
genbe SEBeife gefnnben: 

Vi - • 

1) ftumtife 6iililaiite liegt im ?ßnnlte + öa unb i^re ©co 

tioni^Iinien gelten öon l^ier nad^ - unb -, folglid^: 

y = y, = 2y — ^ unb /M, = — II 

_ a»-y + 4(2y-^)> 

— cos w -. ^^, + ^« + i(2ir _ fxY Va* + iti« + i(2r — ^)» 

^ 3a' — 2(1^ + 4y» — 4 ^ 
"" 3a* + 4iu« + 4v* — 4iMJ'' 

/M V3 /M V3 

cos -JCtl = ' = , 

V3a*+4iM* + 4v*— 4^ V3a*+4(A**+i'*— H 

S)cnn im lefetern fjatte wirb bie jWeite Sbene jur 3KitteIpunlt8ebenc 

a : 00b : 00c = — : b : c, 
00 

a a 

eigentlid^ Oa : 00b : 00c = — : 00b :00c = -^:b:c. SBir l^aben alfo 

V ^ 2v — (i aber /u, = 00 , v, = 1 

ju fe|en, woburd^ aui^ bcr gormet (2) 

cos 4w = /ucsp : Va* + /m* + ■i(2v — /m)* Vöö* 
fofort l^crtjorge^t, benn wir lönnen aUe ©lieber, bie nid^t mit 00 be* 
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l^aftct ftnb, foglcid^ tocglaffen. ©efecn totr in bicfcn gormcin /u = y, 
fo fommcn bic 3il^ombocbcr. 

2) fd|atfe diililattte liegt im ?ßunftc — — + 0, unb il^rc @cc« 

tionSlinien gelten 

a b V a' b 

unb 



V — ^ /w + y v — /M jM + y 

folglid^ l^aben loir ju fe|en 

— cosw=a« + (y— /M)0u--y) + i(iu4v)*:a*+(i'— iw)*+i(/M+y)'' 

"" 3a'+3y« + 3iM*— 6jiiy4-/M* + y'4-2fi>' 

_ 3a* — 2(1^ — 2y* 4- Sfiv 

. ^^^"^""Sa* + 4^« + 4y« — 4^y' 

(y - fi) V^3 (y-iu)V3 
cos 4ai = ^^ ~ ^ — 



V3a2 + 4/M» + 4y« — if^ V3a* + 4(/u« + v^ — fo^) 

S)cmi für bcn l^albcn fd^arfcn SBinfd l^nbctt cg fid^ um bcn ©d^nitt 

ber gläd^e 

» ^ a 

gegen a : oob : ooc = — : b : c, 



y — fi (ii + V ^ ^ oo 

e8 ift alfo /u = y — fi, y = f i + y; /u, == oo, y, = 1, fo f olgt 

cos |ö) = (y — fi)oo : Va* + (y — fi)* + Üfi + y)^ Voo*. 

@e|cn wir in bicfen gormcin y = 0, fo gc^t bie Sinie 

a b . a' b ,.. 
: — ■ — in - : - über, 

wir gelangen jur atl^omboeberformel. 

3) Seitenlattte liegt im fünfte ^_ ^ + o , unb i^re ©ectiong*« 

tinien gelten 

^ . a' ^ 

unb - 



, V, ' V — 2(4, V ' V — 2fi* 

e§ ift alfo y = v, = y — 2fi; fi = v unb /u, = — y ju fe^en, fo fommt 
— cos = a^ — y* + 4(y— 2jM)* : a* + y* + |(v — 2^)* 
__ 3a^ + 4fi^ — 2y' — 4/My 
"" 3a* + 4^* — 4y* — 4^y* 

, . p \/3 

cos 4cti = yoo : Va*+y*+4(y — 2jw)*Voo*=: 



V3a*+4iM2+4y*— 4A*y' 
benn wir l^aben im festem gaUe ben SBinlel gegen bie 3Kittel|)unftöebene 

b:c:Oa==b:c: — , Wortn /u, = oo, y, = l; fi = v,v=v — 2f<, 

im @inn. 

SBir benfen un8 in aßen biefen fJäHen bie breicriei Äanten in ein 
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unb bicfcttc Äyc b tjerlegt. Äjc a lägt fid^ ont Irid^teftcit au8 cos 410 
oMcitcH; morauf ja aud^ bic bequemftcn SRed^cnformeltt an^ ben gonjen 
S33infctn immer jurüdffommcn. 3)ie Slui^brfidtc meieren nur burd^ ben 

S&\)Ux = z V3 öon einanber ob. ©e^en wir im SKenner 
^8 + y2 _ ^v = N, fo ift 



,2 



~4N. 



cos ^w* 
%ixx bie 93ered|ituttg ber Sritctt nimmt formet (l), njenn toir 

-^ = a« fc|en, folgcnbe bequeme gorm an: 

cos = o* + mm, + 3nn, : Va« + m« + 3n* Va^ + m,* + 3a, ^ 

ßunad^ft l^at man auf bie ©ntfernung ber ßonenajen t)om SÄittel* 
punfte ju feigen, tt^eld^eg bie Snöertirung ber ^olhtftaii^cn gibt. äRan 

barf nur m, = n, = {e^n, um fofort '_^ 

cos = a* : Va» + m« + 3n« V^ = a : Va* + m« + 3ii^ 
jU erlitten. S)a bie ^olbiftanjen oft äufammenfallen mit ber Sieigung 
ber fjläd^cn gegen bie Äje c, fo cmpfel^lcn fid^ aud^ oon biefcr Seite ju^ 
»eifen bie füriern gormein. 

9tl|0lllboelietfltil^(ittoittlel in ber @)>i^e ber ^anpkde ^aben auf 

ber ©ectionSlinie .- : - . . . m = r-, n = ~- ; m, = 0, n, = 



cos 



-«'-2i-\/«' + 4T'+4i'\/«^ 



8 2 1 R 

cos = /i««« — I : V^u V + 3 V^««« + 3 = ^ g 2"^ : . 
2)t(e|actierflä$entiiitt(et in ber @<)i|e ber ^auptedfe ^aUn bagegen 
m = ^, n = 0;m.=^ i^, n,= i^ . 

cos =-- ^«a« + i : V^t^^^n Va^^MH = ^^X'+Y ' 

®a bei JRl^omboebern unb ^il^ejaebern bie 2)reiedEe gleid^fd^cnflid^ 
finb, fo finb mit ben SBinfcIn an ber ®))i^e aud^ bie gleid^en SBinfel 
an berSafiö Befannt. S)od^ ift eS jur Sontroie gut, aud^ bie gormein 
biefer SBinfel ju fud^cn. Sei beiben toirb m, = n, = 00, unb für 

fti^oinboeliet m == 0, n = - 
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1 

Dil^ejacbcr m = - , n = 

cos = ^ : v/««+^, V^^M^ä^ = 4 : V,7V+r= ^;^^. 

©d^on bic JBcrtoanbtfd^aft bicfcr bctbcn gformcln mit ben üor^er* 
gcl^enbcn gibt nn^ einige SBürgfd^oft für bie 8lid^tig!eit ber ©ntwicfelung. 
®ic ^orijontallinie, toeld^e t)om gemeinfc^aftlid^cn fünfte c ouß paxaM 
ber ©ection^Iinic a:b in^ UncnMid^e ftra^It, bittet im SRI^ombocbcr 

mit ber 3onenoje c; — h aEBed^felminfel, cos behalt ba^er gleiche 

SSorjcid^cn mit ber gormcl m; = n, = +c» ; fe^e id^ bagegen m, = +oo, 
n, = +00, bann l^abe id^ ben 5Rebentt)inIeI öom SBed^fetoinfel im ©inn. 
Srci{aiitJtrrpi|ettt0ijtlc{ l^aben bagegen ^loei Unbetannte, unb erft 
ber britte bient jur @ontroIe. S)ie brei jianten ber ungleid^feitigen 
©reiedte liegen in ben breierlei b jeglid^er ©ectionSlinie. SBir braud^en 

a' b 

nur einer, ber — — : — — unfere «ufmerffamfeit jujutoenben: ber 

SBinlel on ber S^t^e ber ^ouptttje liegt bann jWifd^en unb 

Vi Vi 

^ ; ber SBinfel neben ber Pittittifeii ©nbfante faßt jtoifd^en 

unb —^TT-^ er liefert un« ben gleid^en SBed^felwinlel; ber SBinfel 
neben ber fil^atfett ©nbfante jtt)ifd^n — — unb -370" ^^^^^^* "^ 

ben 9iebentt)inlel öom SBed^felwinfel, jtt)ifd^en — — unb _ läge 

bagegen ebenfalls ber gleiche SBed^fetoinlel. SBäpUcn toir bie ^Aufgabe 
allgemein löfen, fo l^aben mir bie brei ?ßunftc auf bie red^tminflid^en 
Soorbinaten ab ju bejiel^en. Slid^tö ift einfad^ev: benn ein ^unft 

— — liegt in ber %e b felbft , unb bie anbern beiben finb öon ber 

f* I y 

näl^ern a unb ber fernem b im SSerl^öItnife | : 4 entfernt, bie Soorbi»^ 
natenmertlie bürfen bal^er nur refpectiöe mit | unb ^ multipticirt merben. 
2)a^er mirb für ben 

Seitetttotttlel an ber @tiil^e 

1 3 .1 

m = 0, n = — ; — ; m, = 



^ + »'""- 2 (21. _ ^) ' "' - 2 (21' — ^) 



"^=°'+ 2f^f.U2v-^ V«' + (»J-.V»V^' + 



2(i«-|-y) (2v— //• V ** '^{nWf V - ' 4(2y-fi)« + 4(2v-ju)* 
= o«(/<+»') (2»-— /u)+| : V« V + ") * + 3"v'a*(2v — /u)« +"3. 
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neben fd|affet Sttmtt 

1 3 1 

m = 0, n = —-r-A m, = jr-p- j-r, n, = 



cos = a* 



ft + v' '~ 2iv — 2fiy ' 2 (y — 2a«) ' 

3 . /~~ 3~ . rr. 9 ' 3 



V^"'+(7^vT*V^"'+i(Äi?+ 



2(ft + v)iv—2fiy V ^(f< + y)* V _J(K-2^^4(v-2/i)« 

= o»(^+v)»— 2i«)— I : VeV+»')*+3 Va*(y— iiA')''+3. 

neben fiuiiMifev jliitte 

1 3 1 

m = 0; n = r-; m, = jr-T^r- -r-, n, = 



cos 



V — 2/*' ' ~ 2 (2» — fi) ' '~ 2{2v — fi)' 

a 3 / , 3 / , 9 3_ 

~" ■''2(y-2^)(2r-A<)*v" "^(v-2^)» V« +4(2i^'^4(2v-, 



4(2v-/u)* 
= a»(i'— 2/«)(2»'— /u)+| : v'a*(v— 2/<)*+3 v^a*(2v— /<)*+3. 
Sir l^aben im Ie|tern {^ade bie 6eiben %en ab gewed^felt, um 
m=0 jtt Belontmen, errei($en aber aud^ baffelbe 9ie[ultat, wenn 

3 13 1 



2(2»--^«)' " ~ 2 (2v-//)' 2(y— 2/«)' '~ 2(k— 2/«) 

gefe|t wirb. 

8eif)ii(I ^a%at^. WlomHocliev : ©nbtantenwinfel 105« 5'. $oIg« 
tid^ pag. 282 

«te a= Vtg* 52» 32'— 1 = \/ 1,37019; - = a= \/o,72983. 

Ä^x «»—1,5 0,73 — 1,5 0,77 ,n,orK< 

®^** ^^« " = ^iT X= 3,73 = - 3-;73 = ^'^ '' • 
^Oltliftan) cos = a : Va^ + m* + 3n*. SRl^omboeber a : a 
@nb tonte jurSlEem=:0, n==l gibt 

cos = «: v/^Mlä = V^= vis •••''"'*' ''"• 
gläd^c jur äjc m = 4, n = i gibt 

5ßrobe auf ber Stje b: m = 0, n = 1 ; m, = 0, n, = — .|, gibt 
gormcl (1) pag. 280: 

= 109^8' = 63.44.37 + 45.23.14 (SBitifcIbeg ^auptf^nittg). 
;^ilie|aelirr burd^ SR^ombocber unb ©egenrl^ombocbcr gebtibet. 

fftthfnrtf. «.. ^a*+2 3.1,37+ 2 6,11 iQOORq/ 

3a* + 4 3 . 1,37 + 4 8,11 
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^olbe (gnbfotttc ... cos = \/ ^^t\ ^ = V 8;n " ^^^ ^^^'^ 

©ettettlante cos = iK^t = öTl = ^»^ *^'' 

.•ja' + 4 ö,ll 

i)o©e ©citenfattte . . eos = y^ g^, ^ ^ = V sTl "^ ■**' ^^*'' 

Seite ort bcr @t»i|e cos = ^^^^^ =1^1 = **" *^'' 

an Der »af ig cos = v/^— y^ = V'j^ = 67« 39i' 

2.'67.39i+ 44.41 = 180». 
9loc^ ^oliiPttÄSfMmri ^t (gnMonte jur SCje m = 1, n = 

cos = a : Va» + 1 = V J^ = 49» 29^' = tg a. 

2)?e«0tttnet a : ^a : ^a QiU ^ = 1, »> = 3, folglich pag. 284 
fhmMife ©ribfonte, 

3a«— 2+36— 12 3.1,37 + 22 ^ 26,11 ^ mogy 

— cos CO - 3^2+4 + 36—12 3 .- 1,37 + 28 32,11 

'^^ ^" = v/3.a«+4(l + 9-3) " V 3:^^:4:7 - V32,ll-^'^ 
f^trfe @ttWaitte 

_ 3a'^2— 18+24 _ 3.1,37 + 4 ^ 84l_ ^ .^.0 gg, 

~ ''^^ ** ~ 3a«+4+36- 12~ 32,11 32,11 . 

eos.« = -^V:^=\/-ii- = 2\/^- • = 52019' 

' ^3^1 y 32,11 V 32,11 

©ettenf anten 

3a'+4— 18— 12 _ 4,1 1—26 21^ ^0 ^, 

- cos w - 3jj,^4_36_i2 - » 2,11 3 2,11 

cos iM = ^^^ = \/ ^^ « 3 \/rK^ = 23» 30V 

, "^ V3a«+4+36-12 V 32,11. V 32,11 

«'^^^^v/cs^-*^' 

N = /u« + V* — iUF = 1 + 9 — 3 = 7 , für b?n l^albcn ftumpfen 
enbfantentoinfcl ift z = 1, folglid^ 

a == J , ^^ ,o -¥= V^10,703 - 9:33^3 = Vi;370: 
V cos* 72 . 12 3 "^ 

gfir bie ©eittimitirlel be8 Drcierfg am ©rcifantner fowmt an ber 
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3 . , 0,805 

•'^^ = «• + 2X5 = V^«"+- ^^^r-^/^^ff^, - 24« 17'; 
ftnm:pfc Äante: 

3 , , 1,03 

cos = ««+_: V«* + 3 v/«'+,V= V3.75.0.85 •= '^*' '^'' 
fd^arfc Äantc: 

3 , , 0,355 

Summa 180^ 



cos 



He4|ttitng mit Hen Sangentenfortrteln Her lialtien IDiitKel. 
©c|en »ir in ben gormeln bc8 jweiflUcbrigen ©Aftern« pag. 213 
Äje b = aV's, fo fommt 

1) tg = V3" VI + (m* + 3n*)a*; 3/m — mv (Äante). 

2) ctg = Vi Vi + iß^ + iy^)«': 4my — /tm (Seite). 

©iltig ffir - : - unb ma + na. 
S)ie gomeln für Äanten unb ©citcn finb üottftänbig reciprof, toai 
pd^ QUd^ auf bic akwgente erftrcdft, ba .- = ctg ift. Unter a* »irb 

»ie frül^cr -^ öerftanben. 
a 

Kitmhwitt - : - : — ^^ — = - : - fcaben nur eine Äante m be«» 
/i fi ß — f^ ^ h - 

ftimmen, ba bie'anbere m^ @u)3:plentent bitbet. SSir wählen immer 

benjenigen Äantent)nnlt, meld^er in bcr SRcd^nung^aEe b liegt, gotglic^ 

ift für bie Ijatte %mmit 

m = 0, n=-;v = ^, gibt 

r* 

^ottptr^omboeber /m = 1 l^at tg = Va* + i, a = Vtg* — 4. 

a b 
I)i|e|aelie? - : - ^abcn in «je a il^re 

@lt)llaitten; folglich n = 0, m'= --; y = /m, gibt 

^Ik ffinbfante tg = Vi" y 1 + -^, a = /m \/^ tg» — 1. 

l^albe ©eitenfante tgo= ^ V4", * "^ to~ ^"^^ 
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a' b 
SDcnn bag ^ßerpcnbifel üom 2Stxttttpvintt auf bie ©ectionSlinie - : - tft 

a^ /a^ b;_ ab a^V^j" a ^- 

/l.^ • V ^2 + ^2 - v/^2(a2 ^. b2) - ^J^, - ^ V^. 

SDal^cr Sicigung ber ©iJ^cjoebcr gegen bie Äje 

sin : cos = — V-} : 1 , tg = - ¥4 , 

tooraug bie ©eitenfante burc^ Umfel^rung folgt. 

Smlaittnet unb 9lelieii)ii|e|iieliet (2)i^e{aeber ^toeiter Orbnung) 
lagern mit il^ren SBinWn in ben QvDi]ditnaicn b, mon mu§ bol^er üor 
allem i^re Äantenpunftc in b fijiren. Slel^men wir biefelben gäöe, mie 
üben bei ben 6ofinu8formeIn pag. 284, fo tft für bie 

(limHifc enblimte öon ^^^^^^ : ^ : c, 

°^ = ^' '^ = 2y_^ > y - 2^ — ^, gibt 

fd|iiffc @iililiiiite Don — -^ : —^ — : c, 

"^ = ^' ^ = Z~Z^' iu = y — /M, y = ^ + y, gibt: 
^ + y 

V if^ + vy fi ■}- V y — /i • ^ 

Settenlimte »on — ^-r- : - : c, 

y — 2^ y 
Toi^ = 0, n = ^_ ; iu = y, y = y — 2^, gibt: 

ctgo = V^3 \/l + , ^^'\, : —V - - V^i (y - 2/u)« +1^. 
o V (y — 2//)* y — 2^ y *_ '^'^ 

tgo Würbe bag ^omplment jum l^alben ©eitenlantentoinfel geben, 
ttJä^renb ctgo ben toirflid^en SSinfel gibt. 

35a in oBen gormein a^ nur einmal jlecft, fo ift e8 leidet ju 
finben , leidster atö bei ben' ©ofinu^formeln , man barf eS nur l^in^ 
jd^reiben: 

a* = ^Hg« — ^ — ^-^=^ = (y — ^)* tg, — ^^^^— 

= y' ctgj — ^^ — ^ . 

2)ie erfte unb britte gelten für y = ^ unb bie jweite für y = in bie 
Sil^omboeberformel a* = ^u* (tg* — i) über. 

19* 



^. 
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292 ^eigKebtlße» Softem: MnMtt^nm^. 

neketi)ii|e|a(liet ^oben alle bad 3eid^en: 

folglich gelten bie ©nblantcn bcr fjtäd^c — : - : c wn 9 mä) — , 
c8 wirb Qtfo: 

^ = 0, n = — ; y = S/ti, gibt 

Sdf^iet ©fcngtattjbi^cEaebcr 

a a a 



r = |c : a : 4a : a = c : |a : {a : f a = c : 




fi V V — fl 

Slcl^mcn »ir »je a = v/o,535 Qte befannt an, fo finbet fid^, ba 
i" = f iftf be r l^albc g)i]^ egacberenbfQntentoinfeI 

tg = I V* + 0,535 = V3 + 4 . 0,535 =^ N/4;2Ö4 64^ 

Seiten. SBoQen wir ben SSSinfel an ber @:pifee be8 Duarjbi^cja*« 
cber« ^aben, weld^en fd^on SR. be V^U (Essai 1772 tab. x % 2) 40* 
7« fanb, fo bürfcn wir nur ben l^atben S33in!ef fud^en, 
welcher jwifd^en ben S^^^^i^ ^P ^^^ ^^ ^^^^' ^Bir 
^aUn alfo in ber ©eitenformel (2) pag. 290 für bie 

a b 
©ectionslinic - : - , ii = v = 1 , unb für ben Romn^ 

:pnnft c; ma + nb, m = 1 , n = gtt fefeen^ fo fomm t 
ctg = Vi Vi + 4«* : 4 = V3 + 4a«. 
aSeim Duarj ift ber ®nbfantcnwin!el 133* 44', mithin 81 je 

a = V I tg* 66 . 52 — 1 = V0»82628", a = - = V 1,2101. 

a 

golglid^ ber l^albe ©eitenwinlel an ber B)f\%t bcS ©il^cjacberS 

ctg = N/3T~4'a* = yjTfi4. = 19* 39' ... 39 . 18. 

SaSoHen wir ben ©nbwinfel in ber afH^ombueberfläd^e, fo gilt ber 

Bonenpunft b, folglid^ wirb m = 0, n = 1, n nb e§ wirb 

ctg= v^i VT+iä« : l = -i N/3T4ä«=i V7^4=46* 58^' . . 93* 47'. 

Slögemein l^aben Wir für SJil^ejaeber nnb SR^omboeber r = /u ju 

fefeen, unb für ©iJ^ejaeber m = 0, n = - , für Stl^omboeber n = 0, 
m=-, 9t6t 

©il^ejaeber ^ : - ... ctg == V3 + 4^*«*, 



a a 



Sttiomboeber - : " . . : ctg = ^ V3 + 4/u*a^ 
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3)reig(iebvt0ed @^ftent: äBin!e(red^nun0. 293 

^vtantntt fyAtn if)xe brcicriei ©eitentoinfd cbenfaß« auf einet 

a b 

©ectionSlinie pag. 281, tooju »ir bic Sinie - : _ wäl^Ien tooDe«. 

S)ann ifi in ber ©citenformel, wenn toir junäd^fi t)on m unb n ob* 
feigen, 

^ = /u, 2y — fi =» y jtt \t%t% gibt: 

ctg = n/3'\/i+(^«+ fc:^^-«« : m. ^^^'^^ - n^ - Z : N. 

3e|t l^aben »ir nur nod^ bic brci 3oncn)3unfte 

b b b 



^ + y' 2^ — ^' y — 2a« 
in^ äuge ju faffcn. S)er 3ä^f^ ^^^i^* fö^ ^0« 9^^i^/ 6I«>* i«t Kenner 
änbert m unb n. gür 

1. ?ßunft — 7— ift m = ^. . V , n = ^r? — r— m 9** 
^ iu + y ' 2(^ + y)' 2 0M + y) ^ 

3 (2y^^) II ^2y — 2Ai ^ y-^ ^ jj 

2 0" + y) • 3 2(/i + y) 20m + y) y + ^ 

2- ^««Ö .27=7i ift m = 0, n = g,^' 9*^ 
2y — fi /M — 2y 

2(1-— 2/i)" 3 2(v — 2iu) 2(»'— 2//) v — 2/u 

gut ben gettö^nlid^en ©reifontner a: | ift /i=l, v=3, gibt für 

1. gJunft ctg = V3 V^l+U+V") : 1^1 = Vi+V"«* : I 

« ctg = 2 ^2^ 44 . . . 17» 13' 

2. ^un!t ctg = V2,6044;|= 5 ^ 2^4 .... 7« 4' 

3. «ßunft ctg= ^2^6044:3 = 1 V 2,6044 .... 61» 43'. 

®« ftttb bo3 bie IRcigungcit ber brci ffianten öcgen eine iDiogonoIe, 

a b 
Wdd^c id^ »Ott c 0U8 ouf bie ©ectiottgtittie - : __ fettlred^t jiel^c. 

©er SBittfel on ber @pi|e beträgt bol^er 7.4+ 17 . 13 = 24» 17'; 
tteBett ber ftuittpfeti Äottte liegt 61 . 43 — 7 . 4 = 54» 39'; neben ber 
f^arfen ba8 ©u^j^Iement t)on 61 . 43 + 17 . 13 = 78» 56". . 101» 4'. 
aifo oQeg »pie oben p^. 290, nur bo§ ie|t bie IRed^nung einfod^er ift. 
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294 a^teißlicbrigeÄ ©Aftern: SBinlelre^nung. 

^ü^'fäfi Hedittttngsttieife. 

^f>^, »etL mah. 1823 pag. 217. 

©eben toir bem aQgemeinen ^läd^enaudbrucfe pag. 34 unjere %om, 
a ^ b a ^ b a ^ b _ 

fi ' fi + v' p ' 2v — fi' V — fi' V — 2fi'' 

Vi K V» 

fo geficn bic brci Äantcn üon c nad& — ; — , r ^, ^r-, tote 

bic ^ßroiectionSfigur unmttteftar jur änfd^auung bringt. S)a c = 1 
gcfefet ift, fo ift bic SWeignng bcr ©nbfanten gegen 8(je c 

b , ^ b a\/3 

sin : cos = — ; — : l tff = — ; — = — 7—. 

h , ^ b av/3 

sm : cos = : 1 , tg, = r = ^ — 

2v— ^ ' ^' 2v— /< 2v— /< 

S)ie Sßcigung ber gWd^en gegen bic Äje \)at §um sin bag ^ßerpen«^ 

a b 
bilel t)om SRittcIpunIte auf bic ©ection^Iinic - : _ gefaßt , b. 1^. 

a b Z^" P aVT 

fi 2v—f4 y fi^ {2v — fiy 2Va4* + v*-^ 

3)a bic nad^barlic^en STjcn ab fid^ je unter 30® fd^neiben, fo ftel^t - 

Vi "^ V» a 

t)on s ttttt 3 . 30® = 90® entfernt: ebenfo — — uon unb 

- üon -7 — ^. gätte id& Quf bic @ection§linie — -— : ^ ein 
?PerpenbiIeI, fo fommt berfett(^e ^ugbrud 

., . aV3 

sm — - • ' 



. b a / b^ a« 



2 V/U*+i'*— ^ 

?me 5ßerpenbifet t)om SRittelpunfte auf bie ©cctionglinicn eines 
beliebigen S)reilantnerg geföHt geben bal^er 

. . aV3 , 

tff = sm : cos =5= — . : 1, 

unb bag boppelte eomplement baju bilbet ben ©eitenfantenttjinlel beg 
6 + 6lantnerg. 

S)a8 5ßerpenbifel t)om ÜÄittelpunfte auf bie enbfante üon c nac^ 

^—~ gefaßt liefert ben 

V ^ + /'S»—// 



cos = 1 . 



2v-fi- V (2y-//») V(2v-^)«+ 3a»' 



»ä'^renb bic 90» entfernte - ben sin gibt, olfo 
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Sreigtitbttfle« Stiftern: 3nt»(tttrun0. 295 

1) tg = - : , '^^ = - v/.(2v — ")« + a«. 

3)08 ^ctpenbifd ouf bte ©nbfante üon e na^ fteffißt 

liefert beti 



cos = 1 . — ; — : vi + 



b ./, . b» aV3 



/i + v' V (/< + »')» y/(^ + v)» + 3a»' 

to&l^renb bte 90<* entfetnte _ ben sin gibt, otfo 

2) tg, = -^ : , ^"^ L_ v/4(^ + v)»4--V. 

@nbKd^ ba« ^er^ienbifel ouf bie ©eitenfante »on e na^ —%^^i 

liefert ben 



C08 = 1.— ^:--:\/l + " *^^ 



-'■7^^v/i 



toäl^renb bie 90^ entfernte - ben mn gibt, alfo 

3) tgo = i : ^^^ - ^ = i v/4(v - 2fiy + a«. 

3)ie StMcitungen fönnen mit $Ufe unferer ^rojectionen nid^t Hörer 
unb eleganter fein, fo bog alle öermeintlid^en Serbefferungen ben Sßcifter 
on Sünbigleit unb Äürje nid^t erreid^t, gef^weige benn übertroffen Rotten. 

dnbertirung be^ ßa(If:pat^eiS. 

^au^ (SWinetarogte ed. Weiss IL 145) fal^ baÄ näd^fte fd^ärfere Sll^ont* 
boebcr 4a : ^a al8 eine ,,untgefel^rte Äerngeftalt" (chanx carbonatee 
inverse) an, njeit beibe, ^anpU unb Siebenr^ontboeber, bie Äanten*' unb 
©eitenttJinfet mit einanber »ertauf c^en , unb ben 3)reilantner a : |a 
nannte er metastatique, tt>eil feine fd^arfe @nblante mit ber ^ante, unb 
fein ftumpfer @eitenn?infet mit ber ©eite beg ^au:ptr^omboeberg über* 
einftimme. S)iefe intereffante Umfel^rung (Snüertirung) unb SJerfe^ung 
(aWetaftafe) ber SBinfel war bem atten SReifter ein mid^tiger ®runb für 
bie 3li(^tigfeit ber SBinfetannal^men t)on 104® 28' 40" (Tanten) unb 
101« 32' 13" (Seiten), ba fie brei 2«al an ben getoö^nliilften Äörpern 
be§ ©tiftemeä njieberfe^rten. S)od^ berul^te baS ©anje auf ber ein* 
fod^ften Slnnal^me, bag ber ölätterbrud^ gegen bie Äje 45« geneigt fer, 
b. f). c=s pag. 19 fein muffe. SÄit bem SRcfIejionggoniometer würbe 
biefer Qanhn ber ©ad^e genommen. Unfere gormetn jeigen baä leidet. 

©reifen wir nochmals auf baS reguläre ©^ftem jurüdf, fo ift 
— 1 + Uli, 4- w, , , 1 4- mm, + nn, 

+ cos = , , g - Y tt«b + COS = -r-^-; { 7 / , 
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296 3)teiöUcbtiöe8 ©i^ftcm: 3ni?ntiruttö. 

bic gricci^ifd^en Sud^ftabcn geben bic ©ectionäßnien unb bereu Äantcit* 
winfel ; bie tateinifd^en bie 3*>«^ttpunfte unb beten ©citenttJtnfel. S3eibe 
gormein unterfd^eiben ftd^ nur nod^ burd^ bag entgegengefe^te SSorjei^en 
beg cos pag. 208. Sei aöeu regulären formen, bereu Orte unb ?[gen* 
f d^nitte fi(§ öertaufd^en, finbet eine Uebertragung ber SBiuM ftatt. ®g l^at 
Dltueber ^ = v = ^, = i unb v, = — 1 (©ection§Iinic). 

©ranatoeber in= n = m, = 1 unb n, = — 1 (gläd^norte). 

golgtid^ ift — cos — + cos = i, b. 1^. bie Äante beg DttaebcrS 
beträgt 109 . 28 unb bie ©eite bcg ©ranatoeberg 70 . 32 , ber fd^arfe 
©eiteuttJinlel an ber SnbedPe, toorauS ber ftumpfe 109.28 für ben 
8ll^ombu8 folgt. Umgelel^rt ift bann für bie Äante beg (Sranatoeberg 

^ = 1, y = 0; /M, = 0, y, ^ 1; 
für bie ©eite be« Dftacberg 

m = 1, n = 0; m, = 0, n, = 1. 
®ibt DItaeberfeite 60® = + cos 4, ©ranatoeberlante 120® = — cos i 
pag. 151. 

(Sine gläd^e /u = v = /i, = 2, v, = — 2 entfprid^t ber (Snbfante 
beg ^^ramibenpftaeberg ^a : |b unb |a : 4b'; unb bie ©ectionglinie, 
-tt)eld^e bie Orte m = n = m, = 2 unb n, = — 2 öerbinbet, einem 
?ß^ramibentoürfeIoftaeber 2a : 00a. 3)ag ftumpfe Dftacber beg 5ß^ra* 
mibenttjürfetö öertaufd^t alfo feine SBinfel mit bem fd^arfen beg ^^ra* 
mibenoftaeber«. 2)a8 DItaeber beg Seucitoeberä 2a : 2a bagegen mit 
bem fd^arfen Dftaeber beS ^^ramibentt?ürfetö ^a : 00a, weil 
m=jU=n=i'=m,=^,=4 ift K. 

SaSag für bie oftc^ebrifd^e bag gilt nun au^ für bie rl^omboebrifd^e 
Stellung pag. 168 : bag 2;etraeber (Siiiomboeber beg DItoebcrg) öertaufc^t 
feine SBinfel mit bem Sfll^omboeber beg ©ranatoeberg , wie fd^on aug 
ben Dftaebern folgt. S^^f^^" beiben liegt ber SSürfel, ttjoöon ©rana** 
toeber bag ftumt)fere unb Setraeber bag fc^ärfere äil^omboeber bitbet. 
S)a fid^ bei ber ^ßrojection auf bie Dftaeberfiäd|ejöer!)ält: 

a : c == v/| : 1 unb a : c = v/| : 1 
fo bürfen toir in ben ßofinugformeln pag. 280 nur 

a« = I unb -3 = a* = I 

a 

fe^en, um fofort bie notl^ttjenbigen gormein gu erl^alten: 
+ cos==4+inm, + 3nn, : V|TmTf3n^ V| + m7+3n7 

= | + 4miii,+nii, : V^ + ^m^ + n* V| + |m,^+n,« (Seite) 
+ cos = 2 + 3^^, + w, : n/2 + 3^*-M^ N/2 + 3^,2 +v,« (fiaute), 
benn bie gormein finb ooUftänbig reciprol. ©ud^en wir jefet an ber 
$anb ber ^ßrojection beg regulären ©^ftemeg tab. 4 fig. 2 bie SBinfel öom 
SR^omboeber beg XetraeberS 00a : ^b mit ja : 4b', fo ift für bie 

Äante ^ = 0, v = 4; jm, = 2, v, = — 2, folglid^ 
— cos = 2 + 0—2 . 4: V2 + O+I6 V2 + 3 . 4 + 4=— i- 
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3wtfd^n ben Sottcn<)ttitften 4a + 4b unb |a' + 4b liegt bie 
©citc m = 4, n = 4 ; m, = — 4, n, = 4 , folfltid^ 

+ cos = 4-4 . 4.1+4 • 4 : V4+4 • tV+tV V4+4 . tV+tV 

= (4 - 4) : 4 = i- 
9ll^om6oeber he^ ^UMUtUti gibt atoifcl^en bem 

3*>«^"Vtt"'f*^ 3a + b unb 3a' + b für bie 
©eite m = 3, n = 1 ; m, = — 3, n, ==J 

+ cos := 4—4 .3.3 + 1.1 : V4+4.9+I V4 + 4.9 + I 
— » . 9 i 

Stoifd^en ben ©ection^Hnien 00a : b unb 2a : 2b' für bie 
ffiante fi = 0, v = 1 ; i", = 4, v, = — 4 
— cos = 2 + 0—4 V2T0+T V2T3T4"+4=» : 3=4. 

(5g \)at olfo ber — cos bcr S^ctraebedonte — 4 = 70. 32, ber + cos 
ber ©ranQtoeberfeite — 4 = 109. 28; unb umgefcl^rt ber + cos ber 
letroeberfeite 4 = 60® unb ber + cos ber ©ronatoeberfeite — 4 = 120®. 

gür bie gettJöl^nlid^en gonneln be§ breigtiebrigen ©^fteme« trifft 
biefer SBinfelttJed^fet ni(^t ein, unb jwar ift baron bag S5erl^äftni§ ber 
Äjeu ©d^ulb (§bb. 3Rinerar. 1863 pag. 396). SRur ber einjige goD, too 
s=c b. f). b=2c=2 toirb, mad^t eine äu^na^me. SBä^Ien wir §um 
SBetDeife bie langentenformeln pag. 290, fo ift 

b = a V^3 = 2, a = Vi unb ~ = a = V4 



^i 



ju fe|en, »ir erhalten 

^ank tg =r y/3 y/l + (m* + 3n*)4 : 3/m — mi' 

= v/3 + (m* + 3n')4:3im i — mf, 
©eite ctg = V4 }Jl + (ji* + 4v*)4 : 4mi' — jtm 
= V4' + ifi^ + 4v*)4 : 4mv — /m. 
38aS bei bem dtegulärf^ftem SEBürfel unb ®egenn)ürfel gab, ift 
je^t SRI^omboeber 

a : b unb erfteg fd^ärfere 00a : 4b. 
^ag Klomioeber W für bie l^albe Snbtante ben 

gonenpunft Oa + b unb bie ©ectionglinie a : b 
m = 0, n = 1 ; /M = V = 1, gibt 
Äante tg = \/ 3TlT4 : 3 = Vi, 
©eite ctg = V| + (1 + 4) 4 : 1 = V|. 
1 fdiarfere St^omlft. ^at für bie l^atbe @nbtante ben 
3ow^^P"w^t T» + 4*> ^^^ ^^^ ©ectionglinie 00a : 4 b 
m = 4, n == 4 ; /M = 0, v = 4, gibt_ 

ftQUte ty=: V 3 + (A + tV) 4:4»4 = V4. 
^ ©eite ctg = V4 + i . 16 . 4 : 4 . 4 . 4 = V4. 
Um JU enttoicf ein, l^abcn wir hm weitläufigen SBeg eingefd^Iagen. «(m 
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298 ^rftgliebrtgH @Vflem: Jtugeljrapjection. 

fürjeften litten toir bie allgemeine dorntet fär bie betreffenben SSitäel 
l^itiflefe^t: 

IRl^ombocbetfante pag. 290 tg = Vj + ^= Vs- + A> 

ft= 1 gibt v/4 ... 52« 14', 
im f^ifetn IR^omboeber ^ : ^ ift 

/< = 2 gibt Vi . . . 50« 46', 
©reifantnet pag. 291 tg, = — — - ^i(ß + v)* + i für 

ft= 1, y== 3 gibt V4; 
«l^ombfeitc pag. 292 ctg == |_V3 + 4^«««* = \/i(l + /*«) 
gibt für ^ = 1 . /. V^ ; ^ = 2 . , . v/l etc. 
gür bie ©citcn ber S)rcifantner tt)äl^Ien tüir bie cos ber gonjen SBtnfel, 
bann ift ber ftumpfe ©eitentüinfel pag. 288 neben fd^arfet Äante 
cos = (x^iji+v) {v —2^) — i : v/ aV+ y)' +~3 Va«(v— 2//)«+3, gibt 

(1 . 4 — I) : Vj . 16 + 3 N/|T^3 = | : -^ = ^ . . . 78« 28'. 
SR^omboeberfeite pag. 286 

COS = ^ " . ; . . . f— ^ = — I • • 101« 32'. 
^>* +3 1 + 3 ^ 

+ i lommt bol^er, bog mir bag ©upjjlement finben. S)a nun 
ber SaSinfel cos = 4. gleid^ bem SBinfel t)on tg = Vf , fo ^aben toir 
in ben brei Körpern breintal bie gleid^en SBinfel ober beren ßomplemente. 

aSäre bie ^au^'fd^e anfielt rid^tig getoefen, fo Ratten toir im Sali'* 
fpot]^ ftott 3+1 Slje t)ier gleid^e' Stjen a, bag SR^omboeber befäme bag 
^et^^n 2a : a : 2a : a , toorin baS lefete a bie ^QUptoje c bebeutete. 
SBir t)erfoIgen bag ni(^t toeittj, aud^ übt e« Quf unfere ^ßrojection^figur 
burd^aug leinen einflujs, benn tote boi^ öiergliebrige ©Aftern bem regu* 
lären in ber oftaebrifd^en , fo gteid^t bag breigliebrige bemfelben in ber 
rl^omboebrifd^en ©tedung. 2)er einzige Unterfd^ieb liegt in ber SSieber^ 
l^olung ber fjfäd^en, benn ber 48fläc^ner jerfegt fid^ bort in brei SSier* 
fantner (S)ioftaeber), l^ier in öier 2)reifantner (SJirl^omboeber) jc. Sluf bie 

IhigeHiraiwtioit tab. 1 fig. 2 finb bagegen bie SBinlel üon ©in* 
flujs. aaSir §aben jtoar oben pag. 147 fd|on gejeigt, ba& bie Snttoerfung 
für bag regulöre @t)ftem leine (^toterigfeiten bietet. Sefet nehmen toir, 
toie bei ber üiergliebrigen ©teHung pag. 140, bie breigliebrige Sinear* 
projection ju $ilfc tab. 4 fig. 2 , unb f ommen faft mit ber gleid^en 
Seid^tigfeit jum ^\tU. SBir jiel^en einen beliebigen Ärei^, toorin bie 
brei fid^ unter 60« fc^neibenben ^aüptburd^meffer aaa ben ©ectioni^ 
linien bei^ ßeucitoeberg 112, bie ßttJifd^enafen bbb ben ©ranatoeber« 
flöd^en 110 entfpred^en. Sie bitben bie beiben fed^gfeiägen ©fiufen. 
2)ie ^onenpunlte ber Äanten fotoie bie Orte ber glasen fatten fämmt* 
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2)tei0liebri0e^ @^fiem: Jtugeltnrojection. 299 

lid^ in bte Stoi^d^tnc^t bbb. 3)entt man barf ftd^ bte ^gelfläcl^e nur 
fo um bic SBürfdcdtcn gelegt benfen, baß Beibe ÜKitteIpmrfte gttfattimen* 
fallen, burd^ toeld^e Präger unb gläd^en gelten. SHIeg fommt nun auf 

bie SBeftimmung bcr Äante b ober ber diagonale - an. S)a bie SBfirfel* 

flä^e 35^ 16' (l^alber 2;etraebertoinfel) gegen bie rl^omboebrifd^e «je 
geneigt. ift, fo barf id^ biefen SBinlel nur aö ffientrunröwinfel üon Q 

nad^ P einjagen, t)on P nad^ bcm Äuge a, jiel^en, fo ift - ber S)ta* 

gonalpunft; burdi n^eld^en ber SEBürfelfreid b gelten mu^. Z)ie Entfernung 
öom SÄittelpunft ift 

b = tg 17 . 38 = 0,318, für ben $aftmeffer a = 1. 

®in ^ßerpenbifel y im S)reiedf BQ -- auf bie Sßitte ber $^)30tenufe z er* 

rid^tet gibt ung auf ber gteifdienaEe b in B ben 3RitteIt)unft be« SBürfe^ 

frcife« h. S)er ülabiug r jttjifd^en B unb - ift 

r« = J-z« + y«, z = 1,05, y = 0,525 tg 72 . 22, 
b. ^. r =i V3. SBir bilrfen alfo nur,jtjie bei ber ^ßrojection auf bie 
SBürfelfläd^e , bie Duabrantfel^ne = V2 auf ber ^toifd^euaje wm 
2RitteIt)unfte au« nad^ B abtragen, fo ift ba« ber SRittelpunlt be« 

SBürfelfläd^enlreifeg h , benn öon l^ier nac^ a' ober - beträgt bie Sinie 

V3. 3fe$t nel^mcn tt)ir unfere ?ßroj|ection auf bie Dftaeberpd^e pag. 168 
jur §attb, fo ift auf ber ßtPifci^enaEe ^2 bie Sänge öon B, worauf fid^ 
bie Sänge üon A = V| burd^ bie ©eclionölinie ber SBürfeipd^e h öon 
felbft ergibt, ba B = V2 = aVs ift. SSir bejeic^nen fie jum Unter* 
fd^iebe öon ben ÄreiSfc^nitten mit großen SSuc^ftaben AB,, bann l)aben 
bie nebenliegenben ©ejtanten A'B'. 5ßunft tt = A' + ift ber SKittet 
:punft öom ©il^ejaeberfreife tt beg ^^ramibenttjürfel« 120; d=:4B' + 
ber aWittelpuntt beg ©ranatoeberlreifeg d. Der ÜKittelpunft beS Dfta* 
eberfreif^eg o = 2B' + toirb burd^ bie ©ectiongfinie beg ©ranatoeberg 
d erjeugt. S)ic ©ectionglinie beg Dftacbcrg o = 4A : 4A gibt mir baS 
ail^omboeber 1 beS Seucitoeberil 112 in -JB + unb ba§ ®it)eEaebcr x 
be« 48ftä(^ncr8 123 in 4A' + ben ©ectioniSheiS 6a : 3a : 6a. 3)ie 
©ectionSlinie beg ?ß^ramibentt)ürfelg 3A : |A : 3A gibt mir in B' + 
ben ®egentt)ärfel p, be8 $ßt|roraibenoftaeber8 221, unb in B +*5A ben 
35reifantner 1, = a : |a : 2a beS Seucitoebcr« tc. Die fd^ttjierigften 
ftreife finb mit Seid|tig!cit gefunben, man mad|t bie gigur mit ber* 
felben g^eube, ttJie bie Sinearprojection , nur muß man ein größere« 
'^apitx nel^men, fo baß aud^ t>on biefer ©eite bie geroben Sinien öor 
ben Äreifen ben äJorgug ^aben. Um für bie gnjifd^enrl^omboeber ben 
Sinfalpunit ber jtDeiten öirlelfpiffe ju finben, ft e« gut, bie «jenbe* 
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jcid^nttttgen ^ittjufc|ett. S)cnn ba wir j. 8. toiffen, ba| bcr S)tei* 
fantner bc§ ßeucitoebcrg 112 1, = a : |a : 2a l^at, fo borf id^ twm 
3WittcI:punItc 1, nur mä) a ober 2a fponncn, nm beti Sftabiug bc« ge^ 
fud^ten ^reifei^ ol^ne aQe^ äBeitere ju l^aben. S)od^ fönnen loir aud^ 
btc gtäd^e enttoidEctn: ba oHc Ärcigfel^ncn burd^ bcn aWittcIpunlt gelten 
muffen, fo l^aben toir nur ben ^)unltirtett ^abin^ üon 1, nöc§ beut 
3RitteIj)unItc ju §ie]^en, einen redeten SBinfel onjulegen, fo beftimmt ber 
im 5ßroj[ection8fteife ben ©urc^fd^nittöpunft u, unb bomit ben Slabiu« 
l,u beg gefuc^ten ÄreifeS, meld^er burd^ a : |a : 2a gel^t. «uf bicfc 
SSSeife lann man bie fj^Iäd^enau^briide ebenfalls meift ol^ne 9ied^nung 
enttoidEeln. 

S)ie Meine Fig. 3 l^abe id^ bancben gefefet, um bie (Sonfiruction 
nod^maÖ ju üeranfd^oulic^en : h ift bie gläd^enbiagonale unb k bie 
Äante eine« SBürfefö, toeld^e gegen bie Äje c tttoa 35® unb 55® mad^en. 
Segc id^ biefelben burd^ ben Slittelpunlt, fo faQen fie nad^ h, unb k„ 
unb beftimmen fo bie 5ßun!te P unb P, im ^ßrojectiongfreife , bie^bonn 

burd^ ben äugenftral^t a' md) ^ unb b projicirt werben, ©onj auf 

bie gleid^c SBeife fann id^ aber jebei^ beliebige SRl^ombocber conftruiren: 
ic^ barf bloS ber S)iagonatc h tab. 1 fig. 5 bie SWeigung ber SH^ombo* 
eberfläd^ gegen bie äje c geben, fo ift ber Sogen QP biefer Steigung 
gleid^, unb p ber Drt ber diagonale, burd^ ttjelc|en ber ©ection^freig h 
gelten mug. ©in 5ßerpenbifel y auf bie SRitte üon z = Qp gefäQt be^ 
ftimmt mir toiebcr bie Äje B. SRit h ift aud^ bie Sage ber Äante k 
gigeben, benn toie beim SBürfel, fo mu§ au(^ bei ben Sft^omboebern 
MN burd^ S gebrittclt werben, fo ba| MS = 2NS. Scge ic^ nun biefe 
k burc^ ben ^ittclpunft nad^ k«, fo faßt il^r Drt P2 nid^t mit P, ju* 
fammen. SSSie beim 4gliebrigen fallen alfo giäij^enorte unb ^ßrojection«*' 
freife augeinanber. 

SBir fönnen bie Sinicn jebod^ aud^ ol^ne ßonftructiönen finben: 
feigen wir bag reguläre ate jweigliebrig an, fo warben bie Sljen 
A:B:c = Vf^: V2 : 1, ba^er ^ 
a:ß:c = V|":V^: l = 4V|:i\/2:l; 
a unb ß geben uns bie ©ectionSfreife , A unb B bagegen bie gläd^cn*« 
orte: benn a = |B ift ber ÜÄittelpunft für ben ©ranatocberfreis d 2c. 
©ud^en wir ben ÄreiS üon 

TT =' ^B + iA = /? + 4«, 

fo ge^t er b : 3a, wie bie ^xQVix 2 jeigt. 3a bag SSilb ju entwerfen, 
braud^en wir unö um bie Se\(i)^n ber 3onenpunfte gar nic^t ju füm* 
mern, fonbern üerbinben bloS ben ÜKittetpunIt mit bem ©entrum, legen 
bie ÄreiSfcl^ne, unb jie^en ben ÄreiS, wo er ^in gelien mag. 

«ttllftiati tab. 1 fig. 4 l^at bie ©igent^ümlid^Ieit, ba§ bie gtäd^en 
fi^ gegen bie ^au^Jtaje etwa 45® neigen. SJal^er , ftel^t in ber Äugel* 
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:pr0jectton ber Ort P öom SRittcIpunfte gerobe fo weit ob, ate bcr 
$atbirungg^)unlt beS ©ectiongfreifeS P. SBir lönnen unS bat)on fofort 
übetjeugcn, mnn toir P über unb P' linfö unter ber $orijontaIOEc A 
45® im ^ßrojectiongfreife fijrfren, unb üon ben fijirten ?ßunften naä) bcm 
Sluge jiel^en, fo tuirb bie SScrticafaEe ß üon ber STugenlinie in P unb 
P' gefd^nitten. Sn biefem befonbern gatte geben bie ©ectionSfrcife auc^ 
gugleid^ bie f^Iäd^enorte, al^nnd^ toie beim regulären ©Qfteme. 

9lad^ ^ant)'^ ^nnal^me üerl^ält fid^ s : c = 1 : 1 . S>a nun jeber 
©ejrtont AAo ein gleic^feitigeg I)reied bilbet, fo ift 
A« = iA» + s« 

A* — tA> = {A* = 1, ober A = V*, 
toorau« ftc§ fofort B = A Va = 2 ergibt, gotgtid^ l^aben »ir bie 
ajcnöcrl^ältmffe 

A:B: c = \/j_: 2 : 1, 
a:/J: c = VJ:^: 1 = |A:4B: 1, 
s = 4B = 2/J. 
^iel^en tt>ir mit ber lateinifd^en STje B ben ©ectionäfreis f , beffen 
SRabiug = y/l + B^ ift, fo mi!& berfelbe burd^ iß gelten, olfo ben 

«Eenaugbrud ^ : ^ belommen. S)ie S)urci^fd^nittSpunfte ber bret Äreife 

iii liefern un^ bie Orte PPP. S)en Ort P mu§ aber aud^ ber @ec^ 
tion^Irei« P be8 $auptrl^omboeberS a : a treffen. S)erfelbc l^at ju 
feinem »oöern 3^^^« 

i. ^ X. 

b : a : - : a : b : 00a, 

tt)ir mfiffen b al^er um 2/J = s ben @ection§IreiS P mit bem SlabiuS 
= yjl + \ß^ jiel^en, b. \ jum Sftl^omboeber f ba« näd^fte ftumpfe 
Si^omboeber P nel^men. @inb auf biefe SBeifc bie 6arbina(punlte ge* 
geben, fo entttJidPelt fid^ aUeg anbere t>on felbft. >Die lateinifcfien unb 
gried^ifd^en STjen wirft man unter einanber, je nod^bem man fie brau(^t. 
SBoQen wir j. 35. Ort unb ©cction^Iinicn beS gewöl^nüd^en S)reilantnerg 

r = b:a:^4:^:J = B:iA = /?4- 3a 
4 o 5 2 

beftimmen, fo mu§ i^ Ort r = /? + 3c in bem ßoorbinatenfreife 
pag. 158 B unb ^A liegen, moöon man fid^ mit bem '^xAtX fogleid^ 
überjeugt; ber ©ectionSfreig r = B : iA l^ot bagegcn feinen SRittelpunft 
in /? + 3«, id^ muB alfo mit ß um 3« unb mit 3« um ß Sogen 

fc^Iagen, fo ift ber äRittelpunft für ben ©cction^frei^ ^"^2*3"'* 

conftruirt. SRiOer (Eiem. Intr. Miner. 1852 pag. 576) gel^t Über bie Äreife 
ber brei Sil^omboeber ni^t l^naug, er fd^eint übcrtiaupt bie Orte bto8 
burc^ aSintct beftimmt ju l^aben, bal^er bie ftielen SBinf elangaben , unb 
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baS Sttgerft magere 3onenbiIb. i SSal^rfc^einlid^ ma^tt if)m ba§ S(uf^ 
finben ber 3oncnfreifc SKül^e. SBir l^obcn fo eben für ben ©ectiongfreiö 
r nic^t blog a fonbern au^ /? mit. ju $itfe genommen. 35te§ ift aber 
nid^t notl^wenbig, fonbern nad^ pag. 160 fn(|en mir für bie ©ection^«» 

t^wi^ ö • ä ^^ gegenüberliegcnben ©ejtanten ben 5ßunft 2 «+ 3a, ma« 

mittetft anlegen eine^ Sftec^tecfg gefd^iel^t, fo ift ber aWittelpnnft am un* 
mittelbarften gefünben. Um ben Ort r ju betommen, bürfen mir nnr 
mit ^A nnb ^A Äreife fdjfagen, mo fie fid^ fd^neiben, ift ber gefachte 
5ßunft. 3Rit bem SlEenauSbrudPe ber gtäd^e finb bal^er auc^ ©ection^^* 
Ireig unb glad^enort fofort auf jmeierlei SBeife gegeben, gür fläd^en^^ 
teid^e Äörper bietet ba« ©ntmerfen ber Orte burd^fiditigere Silber, aber 
bie tobte 3Äenge l^at menig SBert!^, menn fie nid^t burdi eine SReil^e öer^ 
fd^ränfterer ^onenfreife gleid^fam belebt mirb. SBoöen mir bal^er öom 
Äafffpat|i eine üoöere Sinfic^t befommen, fo muffen tt)ir ^od^ftetter« 
gro|e gigur (3)enfWrift. SBöien. sifab. 1853) jur ^anb nel^men : in ber 
Äantenjone be« SR^omboeber« P, meldte in unfern 5ßttnft B faßt, merben 
allein 24 ©ectionSlinien gejeid^net, ^oöon mir ber SRetl^obc megen 
einige l^infefeen, unb hirj mit 1 bis 13 bejeid^nen. 3""ä^P M^« ^0^ 
in ben ^onenfreig f, mel(^en mir um B mit bem SRabiuS Vi + B* 
jiel^en. S)aS ' Sftl^omboeber P=l = B:A:s:A]^at feinen Ort in 
1 P , um benfelben im Qonmtttx^c f ju finben , bürfen toir nur ben 
3irfel mit bem SRabiug Vi + A* in einen ber beiben A ober mit bem 
Sftabiug Vi + s* in 8 einfe|en, in aßen brei gätten finben mir ben 
gefud^ten 5ßun!t. ®erabe fo gel^t eg mit 2 unb 3 , mo biefelben bie 
Äjen A ober s fdineiben, fefeen mir ben girfel ein. gläd^e r gel^ört 

bem gemö^nlid^en S)reifantner ^ : |, jeber ber ajeufd^nitte genügt, um 

ben Ort im S)urd^fd^nitte ber gonenfreife f unb g fogleid^ ju finben. 3)ie 
©äule 4 gel^t bnrd^ ben SWuHpunft, bal^er mu| il^r Ort am ffinbe beS 
fenfred^t bagegen fte^enben Slabiug im ÄreiSpunfte 4 liegen. @o finb 
äße. übrigen fünfte t)on 5 big 13 einfad^ mit bem 3^^^ ^uf Äreig f 
beftimmt, inbem id^ bie eine @pi|e in a, A, 4A, -JA zc. einfefee, mit 
ber anbern nad§ 8 = 2/? greife/ unb fel^e, mo biefe anbere ben 3ötten^ 
freiS f trifft. SRatürlid^ muffen bie Orte aud^ ber Steige nad^ folgen : 
bei P fängt eS im gonenfreife ayx, ge^t bann 2, 3, 4, r, 5, 6, 7 :c. 
3tt)ifd^en 9 unb 13 brängen bte5ßun!te ftd^ fo, ba& man fie laum nod^ 
l^inbringt. 9Wan brandet aud^ l^ier nid^t M08 bie ?ßunfte auf ber l^ori«' 
jontalen A ju nehmen, fonbern jeber ©d^nitt ber Äjen unb ^\\6:^tvi^ 
ajen genfigt. Sa id^ !ann fogar jeben beliebigen ^unft mäl^Ien. SBottte 
id^ j. 35. ben Ort ber SRl^omboeberfläd^e 6 fud^en, unb id^ tt)ü|tc nur, 
böfe fie burc^ irgenb einen ^ßunft x ginge, fo üerbinbe i(^ Mog x mit 
bem SKittelpunfte, fe|e im* \t%ivcti eine ©enhed^te bogegen ein unb Der* 
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längere fo weit, bte fie ben 5Proj[ection8frete in y fd^neibet, fo ift xy 
ber SRabiuä, loetc^er mid^ auf ben Ort 6 fül^rt. S)er jweite gonen* 
pnnft s mit ben SBirtelfttal^ten 1 biiJ 9 l^at ben 3ottenlrei3 P, njeld^er 
um s mit bem SRobiug y/s* + ^ == ^2 gejogen toirb. S)ie Orte finb 
wieber mit ben gleichen ^ö^Ien be^ieid^net. S)a8 ©i^ejaeber 7 liegt in ber 
^orijontalaje A gegenüber, gfäd^e 1 mu§ toieber am 6nbe be8 auf 
i^r fenfrediten SRabiug liegen, unb ba Sinie f ^orijontalaje A im Un* 
enblid^en fc^neibet, fo mn^ ber ßoorbinatenfreiS eine gerabe Sinie werben, 
bie ber SRebianlinie entfpred^enb in f ben Ort erjeugt. 

©teilen wir nod^matö bie ßugelprojectionen Dom ftalffpat^ unb 




giegulärf^ftem neben einanber, fo flnbet ber Unterfd^ieb ftatt, ba§ beim 
ategulären bie S)urd^fd|nittgpuntte ber aßfirfelfectionälinien w jugleid^ 
bie Orte ber SBürfeipäd^en finb, beim Äalffpatl^ bagegen nid^t. S)enn 
conftrüiren wir unS bie Orte ber Slötterbrfid^e mittelft s = c = 1, 
unb t)erbinben biefelben burd^ bie ©ectiongfreife P, fo entfpred^en biefe 
nic^t mcljr wie beim regulären ©^ftcme ben Orten berfclben gläd^en, 
fonbem wenn bie f(^warjen 9il)omben ben giäd^enorten P entfprei^en, 
fo finb nad^ ^gaut|'fd^er ännafime bie SJerbinbungöfreife P ©ectiong^ 
linien bcg näc^ften fdiärfern Sfll^omboeberi^. S)ie ©ectionSfreife be8 ^anpU 
rl^omboeberS entfprei^en öielmeiir ben Greifen d, welche mit ber Qua* 
brontfel^ne erjeugt finb, gerabe wie auf bem ^ßrojection^freife ber SBürfe^ 
pd^e bag ©ranatoeber pag. 141 gefunben würbe. 

aWand^e jie^en eg in neuern Reiten üor, wieber auf bie ^au^'fd^e 
anfc^auung jurüdf jugel^en , unb bie Äanten be« 3i^omboeberi^ ate brei 
gleid^ lange unb gleid^ fd^iefe Jljen ju nehmen. 2)ann fommen 
notürlid^, weil alle ©^fteme bem gleid^en Sonenconnej unterworfen finb, 
Slä^eujeid^en , bie gauj mit bem regulären ©^ftem übereinftimmen, 
fd^einbär einfad^r werben, afe bie SBeil'fc^en Sdä)tn, aber wegen il^rc8 
fd^iefen SBinfetö für ben Sr^ftaöograpl^en ein für oöc SRal etwag Un- 
bequeme« entl^alten. S)o^ lefen wir aud^ biefe äu^brüdfe au« unferer 
^rojection leicht ab, wie id^ ba« fd^on im §bb. ÜKineral. 1855 pag. 95 
nac^gewiefen l^abe. Qm ©runbe bebürfte e« boju feiner befonbem gigur, 
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bcnn man laitn bic Serl^öltntffe faft eben fö gut au3 bcr ?ßrojection 
be« regulären ©^ftentei^ auf bie SBürfelfläd^e ablefen. S)od^ um ba§ 
Äuge bcffer ju leiten, toä^Ie id^ ba8 Äalffpatl^rl^omboeber tab. 3 fig* 1 
al8 STuggangSpunft. S)ie jwei biden Sinicn AA' unter 102^ entf^^red^en 
ben Äanten be§ Äalff^jatl^rl^omboeberg. S)enfen toir unS nun bie brittc 
ottfrec^te nai) dorn geneigt, fo gel^ören bie brei punitirten Sinien in 
ber ®ranatoeber!onte q=A+A jura Seucitoeber 1= 2A:2A = |A:A', 
bereu ©ection^Iinien befannttid^ bie Hjen in breigliebriger ©teQung 
bilben. §ei§t it)r SRittelpunft q, fo ftc^t bie aufreihte Slje qc f^ni^ 
metrifd^ gegen bie brei ijoflinen Sll^omboeberfanten AAA, toir l^aben 
Qlfo 2 + Igliebrige Sljenorbnung. S)er augerl^alb ber ^rojection^ebenc 
liegenbe 5ßunlt c ift beiben gemein, nur ge!)t in ben tfoHinen ?ljen c 
nad^ Q, unb bei ben breigliebrigen c nod^ q. S)o§ 9li|omboeber, toeld^eg 
öon a : a : ooa ; c gcl^t, gibt un^ im punftirten ©tral^Ie bie Sljenein* 
l^eiten, toelc^e in qa = a unb qA' = ooa beftel^en muffen. SlQeS toag 
burd^ bie fünfte A' gel^t, l^at oo, fo namentlid^ bie Oftoeberfläd^c 
o, = A' : A' = ooa : ooa, bie ju gleid^er 3^^* ß^d^ bcr britten pvmU 
tirten Stje poroHel gel^t, S)ie brei onbern Oftaeberfläd^en, ba^ näd^ftc 
fd^ärfere 9fl^omboeber bilbenb, gelten 

o = A : A « A : A', 
il^re ©d^nitte mit ben brei punitirten Sljcn beftimmen unS ia, benn 

a' a' 

ba« näd^fte fd^ärfere St^omboeber ge^t J^ ö • ö"- 

3)ie ©ranatoeber d, = A : ooA unb OA : OA' geben un8 bic brei 
^wifd^enajen b , bie anbern brei A' : oo A unb OA : OA ha^ näd^ftc 
ftumpfe Sft^omboeber d = 2a' : 2a'. 

@o erl^atten tt?ir aHmäl^Iig o!)ne irgenb eine Sled^nung immer mel^r 
befannte ©Quitte. Qvl unferer greube bemerfen tt)ir, ba§ bie quer ge* 
lagerte ^)unftirte STje in gleid^em SSerl^ättnig gefd^nitten mirb, tnie e^ 
bei fenfeed^ter ©teßung ber ^auptaje c ber galt fein ttjürbe. 6g mu^ 
bag ja fein, tpeil c bagegen fenfred^t bleibt. SBir l^aben barin eine be« 
queme ^anbtiabe, alle 9lt)omboeber fofort abjulefen, ba jtt?ei Stjeufd^nitte 
ja gtei(| finb, unb bie britte Slje im Unenblid^en getroffen töirb, alfo 
bie ©ectionSlinie notl^ttjenbig burd^ A' = ooa gel^t. 

83eif})ietett)eife mu§ eine Sinie p = A' : 2A bem @egenri|omboeber 
a' : a' augel^ören, ba 2A = a ift, in A' ber $unft ooa liegt, unb bic 
britte a parallel gel^t, ttjoburd^ il^r gnpeiteS a beftimmt ift. S)ieg SR^ombo» 
eber fom augge^eidinet felbftftäubig im JBafatttuffe am Sötte bei Dttjen 
Oberamtg Äird|l)eim öor, unb entfprid^t, ttjie au8 A' : 2A folgt, bem 
©egenttJürfel beg gettJötinlid^en ^^ramibenoftaeberä pag. 229. Äanti 
man bie Qa^ nid^t unmittelbar ablefen, fo genügt bie Heinfte 3oncn»= 
punftred^nung , benn bie ©ection^Iinie 2A : 2A ift atten gemein, unb 
ber SÄittelpunft q = A + A. ©in Seucitoib A' : |A bilbet bal^cr mit 
2A : 2A nad^ ber QonmpmtiHoxmd pag. 188 -^^sk + x\a benn 
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A/,= -l ^=1 9t6t (Y — l)a+(l+5)l>+a+|)c 

13a + 9b + 11c = Jfa + ^\h. 
®a nun q=-l:|A ift, fo t|at bag 3l^omboeber ^^V (13— ll)=-j\a : ^^a- 
@6ettfo finbet fid^ üom Seucitoib A' : ^A bog JRl^oinboeber ^a' : ^a'. 
2)a§ c§ ein 9?ebenrt|omboeber fei, folgt au§ ber Sage im gegenüber* 
liegenben ©ejtanten. 

Slud^.bie ®irf|omboeber (©reifantner) ergeben fid^ jum %^txl oußcr* 
orbentlid^ leicht. 3^^^ Seifpiet alle Sinien, tt)e(c^e ben beiben Sljen 
qA' paraUet laufen, muffen bur^ a ge^en, alfo in ber erften fianten^^ 

jone liegen, ©al^in gcl^ören gleic^ bie beiden tt, = OA : - A' , meldte 

ji 

a 
in — fd^nciben, alfo einem S)reifantner a : ^a = a : -Ja : ^a angepren, 

o 

ttjomit bann auf ben beiben f^mmetrifc^en Sljen bie ©d^nitte | nnb i 
beftimmt finb. 3)a§ Seucitocber h = A : ^A' gel^t burd^ 2a, fofgüd^ 
l^aben wir, ba 4A = a ift, 



a a ia _^ a 



2a = a : ia : 2a. 



©0 bringen toir ade ©d^nitte mit Seid^tigteit l^erauä, namentlid^ menn 
n)ir nn§ ber ©ntmidtelung beim regulären ©^[tem erinnern, too j. 95. 
TT — 3a : |a : 3a ein 3)i^efaeber mar. SBir t)aben l^ier ba§ @igen*= 
tijfimlid^e, ba| bie SReifjenfoIge |a : 3a : 3a ge^t. Slttein mir muffen 
bebcnlen, ba§ A' nnb A' bie 5ßunfte 00a im brei* unb einajigen ©tifteme 
bcjeid^nen, unb ba§ eine 3a bieffeitö, bal anbere 3a jenfeit§ jenem 00a 
liegt; tiefet ift ba^er negatit), unb mu^ ^erüberf^lagenb gebadet merben, 
fo ba% |a rid^tig in bie äßitte wn beiben fommt. 

2)a mir auf ber breigliebrigen Gueraje alle Su^brüdEe unmittelbar 
ablefen , fo bebarf e^ für bie SRe^nung blo^ noc§ be§ ©d^nitteS auf 
einer ber beiben anbern Sljen. ^ier bringen mir ia^ Santenjonengefe^ 
in Slnmenbung. Segen mir bag SR^omboeber mit feiner gtädje QAqA 
auf bie ^rojection mit ber 9leigung ber britten Äante cQ nad^ üorn, 
fo läuft bie Si^omboeberaje üon c nad^ q. Qk\)t id) bann bie ®erab= 
enbfläd^e c : ooa : 00 a : ooa, meldje bem Oftaeber c : A' : A'^entf priest, 
fo ift e§ eine allgemeine (Sigeuf^aft ber 9l^omboeber, bag bie Sinie qq' 
burd^ Q gebrittelt mirb. 6^ ift eben immer mieber ba§ Slantengonen* 
gefe|. 3)enn beulen mir un§ bie Slje c alg bie Siefultante ber brei 
Äantenfräfte> fo mu§ eine gtäd^e burd^ bie ßidiadtanien gelegt britteln, 

^^^^ TZTüTT ^ ^ ^'^^' ^^^^ mad)en UJir dnen 2lufri§ burd^ cqA' 

tab. 3 fig. 2, b. 1^. in ber ©bene ber fe^^feitigen ©äule a : a : od a : oo c, 
f liegt bie mirflid^e breigliebrige Slje qa' fenfred^t gegen qc : eine Sinie, 
bie t)On c nad^ A' gel)t, mu^ Slje qa' im Unenblid^en treffen. 3)a§ 

a u e tt ft e b t , Är^pattogro^l^ie. 20 
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tt)or ja bcr @tnn, toenn n)ir fagtcn, tt)a« burd^ $ßunft A' gel^e, muffe 
in bretgliebriger Stellung unenblid^ l^aben. 9iet|men njir nun nid^t 
QA', fonbern qA' = A' ote Einheit ber fc^icfen ätjen, fo Bilbet cqa'A' 

A' 

ein 5ßaraHeIlogramm , worin cq — A'a' = 1 gefefet, eine g(äd^e — 

leinten ^ (üorn ^ \ l^aben ntug, tueil l + // — 1 = ^ ift. 

Ginige SBeifpiele njerben bag erläutern: 

P = — : - - -gibt yZI\ ' Y^ZT = a' : 00a = a : a : 00a 

d = -r- • 77V 9^^* ' . : ^ ^ = 00a : 2ä' = 2a' : 2a' : 00a 

a' a' 
0, = A' : A' gibt : = 00a : 00a' = 00a : 00a : cx)a 

a' a a' a' a' 

-T^m==~";2-=^2^2 

TT = |A' : |A' gibt 7^^ : — ^ = 3a' : 3a = 3a : |a : 3a 

. . A •*- . a' a' a' a' a a 

n,= 4A' :iA gibt ^-^ : ^— j = -: - = a : - : -. 

©0 fönnen toir jeben Sluäbrud mittelft ber jttjei ftjmmetrifc^en Sljen 
finben, unb bie Querc^fe als Eontrole netimen. 

2Rit Seidjtigteit läfet fid^ bie ©od|e aud^ umfetiren, b. ^. l^aben wir 
einen breigliebrigen SluSbrncf, fo fotten bie Äjenfd^nitte auf benSl^ombo:' 
cberfanten gefunben werben, ^iel^men wir ju bem Snbe bie ^rojectiim 
auf bie Oftaeberfläd^e tab. 4 fig. 2 jur §anb, fo liegen je^t in ber 
SBürfeledfe bie brei gleid^en Slfen, wie ba§ in ber Meinen $ßebenfigur 
tab. 3 fig. 3 nod^ befonberg marfirt ift. ©ine ber brei Tanten j. 85. 
Q mag SluHpunft ber brei Slfen fein, fo muffen aöe brei 9l^omboeber* 
fläd^en burd) ben gemeinfc^aftlid^en auj^ertialb (iegenben ?ßunft c ge^en. 
©ie würben bann auf bie neuen unterhalb AB üegenben Stjen ab be? 
jogen bie SluSbrüdfe 

1 = Ob : a : c = b : 00a : 00c uub 2 = Oa : b : c = a : 00b : 00c 
betommen. 2)age9en mug 3= 00a : 00b : c Ijaben, woraus tieröorgel^t, 
ba§ bie $ßunfte A unb B ben Ort Unenblid^ bebeuten. 8[Ue gläd^en 
(©ranatoeber unb ^^ramibenwürfel) , welche burd^ biefe fünfte ge^en, 
muffen eine ber beiben Slsen a unb b im- Unenblid^en jd^neiben. S)ie 
?ßroj|ectionSebene 0, weld^e ben Sinien QA unb QB parallel läuft, mu| 
a : b : c gelten, alfo liegt im Unenbtid^en biefer Sinien bie Sljenein^eit 
a unb b. 2)ie anbern brei Dttaeberftöd^en bilben baS nöd^fte fc^ärfere 
SRljoin^oeber , folglidj ift j. 83. 4 =? a : b : c. 3)amit finb bie beiben 
anbern Sljeneinfieiten fijirt, wie baS aud^ auS ben ©ranatoeberftäd^en 
5 = 00a : b : c unb 6 = 00a : b : c Ijeröorgel^t. ®arauS nel^men wir 
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fogletd^ bie tt)id^tigc JRcgcI a6, bag aöc @eclton§Iinien , tueld^c bic brci 
Sljen in ber (Sin^cit fd^neiben, entttjeber burc^ bcn S)iagonolpunIt bc8 
SR^omBoeberbreiecfS ober beffen ©eitert parallel gc^en muffen. S)er 
^^ramibentoürfel 7, njeld^er bie ©eite B in ein 2)rittel fc^neibet , ge^t 
c:ooa:.jb. ©0 fortfal^renb fönnte man eine äWertge Earbinatpunfte 
feftfteQen. 36) ^abe für fold^e Setrad^tungen mir ein für aUe SRal 
eine große gignr mit farbigen Sinien gemad^t, tnoöon äWetl^obe Är^ft. 
tab.-e fig. 1 ein unöoaftänbigeö «bbilb ftel^t. »uf biefer gignr lieft 
man fofort alles otine irgenb eine Sle^nung ab. SRur baS Tanten* 
jonengefel njirb babei lieber angetoenbet. S)ag Aar ju mad^en , l^abe 
ic^ tab. 3 fig. 4 ttjieber einen fleinen Slufrife burd^ äje C nnb B ge* 
legt, bann fte^t im ortfjometrifd^en ©tifteme äje b fenfred^t gegen c, 
unb man ftet|t nun leidet ein, ba§ (tt)ie üorl^in in fig. 2) eine gtäd^e 
t)on C nad^ B gejogen ber untern Slje b parallef ge^en mu§. 6ine 
C : 4B erjeugt b, tt)eil 1+1 = 2 i[t; C : ^B erjeugt i, weil 2 + 1 = 3 

ift, furj - gibt — — -. ©o ift eö red^tS t)on Q. Sinte bagegcn er^ 

b' 
jeugt Ci^B' ben Stfenfd^nitt - , toeil id^ jefet abbiren muß, 3+1=4; 

4 
C : B' fd^neibet in 4b', unb C : ooB' muß b' treffen , weil 1+0=1 
ift. $at man fid^ einmal l^ineingebad^t , fo ift eS eine wa^re greube, 
fid^ in biefer SBeife auf ber gigur ju ergel^en: wir fefen bei einiger 
Uebung bie einen SlfenauSbrüdfe fo fd^nell, wie bie anbern ab. 

SJem 9M^n fc^eint eS bequemer, bie ©ad^e mit bloßen S^W^ 
ju bewältigen. SBir bringen ber^^ mit bem Stantenjonengefeg pag. 191 
am beften ju ©tanbe. Reißen bie Snbicet^ einer gtfid^e auf brei Slfeh 
bejogen 

a A a 
mnp = - : — : — 
ni n p 

auf bie jugeprigen üier Stjen bagegen 

■ c a a a 

f^ ^ ^ fo ift TT = V — f4. SfuS bem Äantenjonengefege folgt 

""^ fogleid^ 

l)A = m + n + p 

2) ^ = n — p 

3) V = m — p 

4) n = m — n = v — /u, 

worauf wir bei ber Slnwenbung beS Äantenjonengefefeeg nod^matS jurüdf* 
fommen. ©obalb m > n > p ift , wobei bie negatiöe g^^l Heiner afe 
SRuH genommen wirb, geben bie üier ©leid^ungen pofitiüe SluSbrüdfe, 
woraus fid^ mnp leidet bcftimmen läßt. ©leid^ung 

20* 
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1 + 3 + 4= 3m = ;i + v + 7r = A+ 2v— fi = m 

1 + 2 — 4= 3n =A + /u— 7r==i— v+2^ = n 

1 — 2 — 3 = 3p == l — fi — v==l — fi— v^p. 

S)enn ba ein Symbol bicfelbe gläd^e auÄbrüdEt, mag eö and) mit irgenb 

einer Beliebigen gat)! multiplicirt fein, fo ift -—3—^ = ™»P ^^^ 

gefud^te giäd^e. 

S3ei ber Slntt)enbung mu| man an ba^ Dftaeber in breigliebriger 

©teHung pag. 168 benfen: eine gläd^e mnp = -:-:- über ber 

a' b' c' 

Oftacberftäd^e ^at il^re ?ßoraQete in mnp = -:-:-, fie liegt an ben 

— a b c' 
©nben ber Stellung; eine gläd^e mnp = —:-:- liegt bagegen an 

a' b' c 

ben ©eiten, unb ^at it)re ®egenf(äd^e mnp = - : - : - ebenfalls an 

ber gegenüberliegenben Seite. 

93eifpiel. ?ß9ramibentt)ärfel 210 l^at in feiner breigtiebrigen ®tel^ 

lung oben 210 = mnp, feitlid^ 20T = mnp, fotglid^ 

oben feitüd^ 

A=m + n + p=3, 1 

^= n — p ;^ 1, 1 

V = m — p=2, 3,bag gibt 

c a a 
oben - : a : - : = c : 3a : 4a : 3a S)i^efaeber. 

o JL It "— 1 

feittid^ c : a : - : = c : a : - : - ©irl^omboeber. 

O ö i O Ä 

Sendtoeber 211, 211, 211 
mnp mnp mnp 
Seucitoeber 211 = mnp gibt: 

Xyyn = 401 1 = - : cx)a : a : a = c : 4a : 4a. 
4 

211 = mnp gibt: 
Xlivn = 2231 = 1 : ^- : ^- : a' = c : a' : |a' : 2a'. 

211 = mnp gibt: 

-k n/vo"rr c a« a a 

liivit = 0033 = ;r : ;r : ^ : 77 = a : a : 00a : 00c. 
ü o o 

Der vorige 3)reif antner If^vn = 1132 getjörte jur erften Drbtiung, 
tt)eil^<!7r ift; ber 2)reilantner 2231 jur jweiten, toeil umgefe^rt 
^> n ift, b. 1^. ber Seucitoeberbreifantner l^at feine ftnmpfe Sante wie 
bie fiante beg SBürfefö (^auptrljornboeberö) , ber $ß9ramibentt)ürfelbi:ei* 
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fantner tt)ic bie %laäie beg SBürfcI« liegen. 2)a man bieg nun aber 
fc^on t)on üorn l^ercin au§ ber ^rojcction, ja felbft an^ ben SRobeHcn 
erfiel^t, fo brond^t nton auf bag ± gar nic^t fo öngftlid^ ju ad^tcn. 

©0 fic^t man am 48f{äci^ner 123 = a : - : ^, bag äße ber jtoeiten 

Slbtl^eitung angepren. S)cr oberfle ©rcifantner ^at äße @(§nitte po^ 
fttii), batier 

123 ... 1 — 2 = 1, 1 — 3 = 2, 2 — 3 = 1, 1 + 2 + 3 = 6. 

®tbt |c : a : I : a = c : 6a : 3a : 6a 

ba§ befannte 2)i^eEaeber pag. 169. 

2)er bavunter fiegenbe mittlete S)reitantner fommt mit bcm größten 
jum negativen Sd^nitt. bal^er 

T23...r-^2=3, I— 3 = 4, 2 — 3 = 1, T+2-f3=:4 
gibt 4c: a : ^a : ^a = c : 4a' : a' : |a'. 
®er folgenbe untere fommt mit bem mittlem jum negatiöen ©d^nitt, 
ba^er 

123 ... 1 — 2 = 3, 1 — 3 = 2, 2 — 3=5, 1 + 2 + 3 = 2 
gibt 4c : 4a' : 4a' : 4a' = c : a' : »a' : |a'. 
S)er folgenbe tinter^e fommt mit bem fleinften jum ©d^nitt, bal^er 
123 . . . 1 — 2 = l, 1 —3 = 4, 2 — 3 = 5, 1 + 2 + 3 = 
.., c a a a a 

^0 5 4 4 

eine üier nnb üierfantige ©äule. Ueber bie ?lnorbnung ber Qücl^m 
fann fein Snjeifel fein, ba immer bie beiben fleinften SBrüd^e jum Stjen^ 
fdönitt fommen, npb ber größere batier an ber ©pifee fte^t, b. 1^. fommt 

- : - mm ©dftnitt, fo ift bag ßeic^en : - : - , benn bie ©umme 

ber 5Renucr mu^ iunncr bie ttcinfte QaiH in ber SWitte geben. 

SBoÜen \t3ir jcjjt bie 3 + l ajigen ©d^nitte auf brei aijen jurüdE* 
fügten, jo ()at ber getaötjitlidje Dreif antner 
- A c ;.& : 4a : ^a . _ l/uvTt =* 1132, folglid^ gibt 

^ m U + 1^ + ?^ = 1 + 3 + 2 = (5 = m 
^. *jf Jt + ^--?t-l + 2 — 3 = = 11 
^•* Jl-^-i.^l-l_— 3=3 = p. 
^ü? Sorper ^at aljo baä ^eic^cn 603 = 201, gibt obigen ^ß^ramiben^ 
lüHTfeL 2)er 'SEa{tfpaft)brcif antuet 
-/^^ c ;,.a : 4a : 4a t|at XiavTt = 1165, folglid^ gibt 

i+v+7r=l + 6 + 5=12 = m 
A + /U— TT = 1 + 1 — 5 = 3 = 11 
i — /i — v = l — 1 — 6= 6 = P 
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412 = 412 gibt ben untcrftcn ©retfantner be« l^äufigcn 48pcl^tterS 
a : |a : |a. 

SBcnn bic Äörper jur jtpeiten Orbnung gel^örcn, fi> barf id^ mir 
bic ffibenc paraQel mit fic!^ bctücgcn unb nad) M,N, rüden, fo faßt ftc 
jiDor in benfclbcn ©ejtantcit, aber ba fie [tatt + l nun — i, ben (Segen* 
pnnlt ber ^auptafe c, fd^neibet, fo toivb 

1) ^ == m -f n + p 
.., \ 2) ^ = n + p 

^'«^r^. 3) 1^ = m + p 

4) n= m — n = V — fi, 2)araug 
folgt 

2 — l=m = A + ^< 
3— l=n=A+v 
3 + 2 — l=p = A + /u + i' 
Ratten wir atfo ben ©egenbrcifantner 
c : a' : -Ja' : ^a', fo tt)Qren 

kfiv = 113, bog gibt 
m = 1 + 1 = 2 
n =1 + 3 = 4 
p = 1 + 1 + 3 :^ 5. 

aSir Ratten ben S)reifantner beS 48päcl^ner^ 245 = 245"= 




a 
4 



a 
5 



Rotten tt)ir bag ®egenrt|omboeber c : ooa : a' : a', fo wäre 

Xfiv = 101, ia^ gibt 

m = ;. + ^1 = 1 + = 1 

n=Ä + v = l+l = 2 

p = Ä + ^ +_•' = 1 4 + ; = 2, 
b. i). ein $ß^ramibenoftaeber 122 = 122 = a : a : 2a. SBenn e3 fic^ 
blog um bag ginben ber Qa\)l tianbett, fo finb biefeS bie «infad^ftcn 
gormein , aber ba wir ben (Segenpunft ber Slje c in 5Re(|nmtg ge* 
nommen l^aben, fo muffen mir jur Orientirung am SWobeU'bie SJor^ 
jeid^en taufd^en. S)enn 122 mürbe in ber breigliebYigen ©teftung baä 
©calenoeber bejeid^nen, mä^renb e§ in ber ?t|at>a3 untere 9t^omböeber. 
221 ift, mir müßten alfo bag 3^*^^" öerfefcen; ®ieg üermeibea mir 
fofort, menn mir l pofitiö taffen unb bie Sinie l^eraitS tm^ MtN« 
rüdEen, bann mirb 

1) A = m + n + p . t 

2) /i = p — n 

3) V = p — m 

4) TT = n — m. S)a8 gibt 
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1 — 3 . . . 2m + n = A — - v 

2 — 3... m — n = fi — v 



3m = i + ^— 2y; 
l+4...2n-fp = 'i + ^-=A4-v — iw 
.4 — 3... n — p = 7r — V = — ju 

' 3n = i — 2jM -f- V 

14-3...2p + n = ;i + v 
3 — 4... p — n = i' — 7r = ^ 



3p = Ä + A' + y 
©ud^en tt)ir je^t ben ©egcnbrcif antner c : a' : ^a' : 4 a', fo ift 
A^y == 1 3 3 , f otglid^ 
m=^l + fi — 2v=:l + 1—6 = 4 
j\ =;, — 2/1 + v=l— 2 + 3 = 2 
p=Ä+ ^+y=i+i+3=5 
__« a a a 

425 = 425 ift ber untere S)retlantner beg 48f(äcl^ner§ • 7 • r- 

Z 4: O 

®a§ ©egenrl^omboeber A^v = 101 ^at 

m=:l + 0— 2 = r;n=l — 0+l = 2;p=l+0+l = 2, 

ba§ untere Si^omboeber T22 bcg $ßt|ramibenoftoeber§ a : a : 2a. 

3um ©d^Iug nod^ etwas über bie Benennung ber Sörper. SBir 
l^aben l^ier gegenüber bem öiergliebrigen pag. 279 ben eigentpmlid^en 
gati, baß öon ben fed^S ©eftanten im Slflgemeinen nur bie brei ab== 
tüecfjfeinben erfüllt finb. f8io^ in befonbern gäHen werben alle gleicl§ 
getroffen. (S§ gibt 

1) eine ©injelftäd^e c : 00a : 00a : cx^a, bie ftetS ^orijontal 
gelegt wirb, unb wogegen bie ^auptaje c fenfred^t ftel^t. 

2) Qtod ^ejagonalföulen, ©öule unb ®egenfäule, mitfed^S 
gleid^en SBinteln öon 120®, bie fid^ nur burd^ if)re ©teHung üon ein* 
onber unterfd^eiben , a : a : cx)a : 00c unb a : 4a : a : 00c , bie eine 
ftuwpft bie ^ante ber anbern ah, fie fußen äße ©eftanten gleid^mägig. 
3>ie 3^if^^nfäulen finb ^älftfläd^ner ber 

3) SJil^esagonalfäuten a : - : 00c, mit 64 6 Tanten, woüon 

6 in bie Slfen a unb 6 in bie 3tt)ifd^enagen b fallen. Sa a nie b 
gleid^ werben fann, fo fönnen wie bei ber S3iquabratfäule aud^ bie 
SBinfel nie gleich werben, aber eg fönnen balb bie ftumpfern 6qlb bie 
fi^ärfern in bie ^^ifc^^^flE^n fallen, fo bag man barin jwei Orbnungen 
unterfd^eiben fann. S)el^nt man bie abwee^felnben ^fö^^^ öuS' ^^ #^ 
eg ftet§ eine reguläre fed^Sfeitige ©äule üon 120^ Meg ba§ finb 
offene Äörper. Qu ben gefd^loffenen getjören 

4) JRl^omboeber unb JRebenrl^omboeber, bie analog ben 
mergliebrigen Dftaebern i^re gläd^en fjinlegen, Wo bie anbern il&re 
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fiantcn l^aben; ober lüenn bic einen brei a6n)cd^felnbc ©cjtantcn cin^ 
genommen ^aben, fo treten bie anbetn in bie gtoifci^enliegenben. SJitan 
pflegt bog burd^ ©trid^etnng jn bejeid^nen, jo bafe bie ^auptreil^e 

- : -, bie Slebenrei^e jn - : - b. 1^. mit ©tri^eln gef einrieben toirb. 

.SBäl^renb im biergtiebrigen ©tifteme fein ^onptoftoeber bem Sieben* 
oltaeber gleid^, alfo jnm ©egenoltaeber njerben fonn, i[t ba« im brei*' 
gtiebrigen ©^fteme fe^r wo^I möglid^, wie fd^on aug bem regniären 
Softem folgt. 3)er ®rnnb liegt in ber ©leid^l^eit ber ©ejtanten, inbem 
in beiben gätten bie Tanten in bie ^^if^^^^E^^ ^ fallen. S^PP^ 

► (Ueberfid^t Är^ftattg^ft. Sl^omboebr. ^arf^aroibS, ®en!fc^r. ©icn. SÄfab. 1851 SBb. III) 
gibt beim ^alffpat^ allein fünf foi(^er ©egenr^omboeber 

a' : a'; 2a : 2a; 4a' : 4a'; |a' : |a'; ^ ^ 



an, bie mit ben gettJö^nlid^ern 

a:a; 2a' :2V; 4a :4a; |a:^a; 



4 4 

a a 

4 * 4 



je ein ©il^ejaeber bilben toitrben. 

Stire Slngbrüdte für reguläre ©teöung ergeben fid^ au§ tab. 3 
fig. 1 faft unmittelbar. 

a) Sft a : a : ooa : c im 3+ lajigcU ©tjftem ber SBürfel a : ooa : ooa 
im gleid^ajigen, fo njirb 

a' : a' : c»a : c @egentt)ürfel ^A : ^A = a : a : 2a 
(untere^ JR^omboeber be§ ^^ramibenoftaeberg in breigliebriger ©tettung). 

b) 9iäd^fte§ ftumpfere Sil^omboeber 2a' : 2a' : ooa : c entfpridöt bem 
9?I|omboeber beg ©ranaloeber^ A' : ooA = a : a : ooa , fein (Segen* 
rl)omboeber L = 2a : 2a : ooa : c bagegen bem obern JR^omboeber be^ 
Seucitoibeg A' : 4A' = a : a : -ia. äßan barf nur ba^ Sineat in eine 
beliebige ^ßrojection auf bie SBürfelftä^e legen, um ba§ fofort aud^ auf 
jebem anbern S3ilbe einjufe^en. 

c) 3)a§ jnjeite ftumpfere 4a : 4a : ooa : c getjt t)on 

A' : iA' = a : a : 4a, 
gefjört olfo befanntlid^ bem obern 3l{|omboeber be§ gewö^nlid^en Seucito»' 
eberg an. S)ag jugel^örige ©egenrl^omboeber 4a' : 4a' : ooa : c im Vitien'' 
fe^tanten gibt |A' : |A' = a : a : 4a. S[n einer großen ^Jigur be3 
regulären @5ftem§ fann man bie ?ßunfte unmittelbar abnetimen, fie ge* 
l^ören bem obern 3i^omboeber be§ ^ß^ramibenoltaeberg 552 an, töit 
fd^on au§ ben ftumpfen ©nbfantentoinfetn folgt. 

d) ^a : -la : ooa : c ift ba§ SJl^omboeber, toeld^e^ bie ftumpfe Qni^ 
laute beg getoöl^nlic^en 3)reifantnerg a : 4a gerabc abftumpft. S^re 
©ectionSlinie fällt in üortrefflid^e 3^^^^/ toorau^ il^r Quq 

A' : 4A = a : a : 4a 
erftd^tlid^ ift. Sie mug bem untern (fd^arfen) SRl^omboeber bicfeä 
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Scttcitoibc§ ottgc^örcn. I)o ^ = -^, fo mu§ fie öon bct Sljc qA' 

7 + 1 

al3 ©itt^ett genommen 4 abfd^nciben, woranS ftd^ fofort 

4A : 4A = a : a : |a 

für bog ©egcntl^omboeber 4a' : |a' : 00a : c ergibt. 

e) S)ag jnjeitc fd^otfere SR^omboeber - : 7 •' 00a : c , tod6)tS in 

jtoei fd^arfen enbfanten ber genjöl^nlii^en 3)reifQntner a : -Ja liegt, er^ 
gibt iiä) burd^ bie Sinie A' : -^A = a : a : -ja, »eld^e bem fd^arfen 

(untern) SRl^omboeber entfprid^t. S)^ j-r :r = 1 ^^^ ©d^nitt auf qA' 

ift/ fo ftnbet fid^ baraug burd^ bloßen Slnblid ^A : -jA = a : a : 4a. 
©0 toirb bei einiger Uebung bie ©ad^c batb jum geläufigen ^anbtoer!, 
unb mit bem Sineole in ber ^onb fann man auf ben beliebigften giguren 
feine ©ad^e controliren. 

aSir ^aben übrigeng je^t \>m fd^ttJerern SBeg eingef dalagen , inbem 
mx auf bie SBürfelfläd^enprojection recurrirten. Seid^ter wirb bie ©ad^e 
auf ber breigliebrigen ^rojection, too tt)ir bie jwifd^en ben SBürfelfläd^en 
liegenben SBürfelfectionSlinien ju ©inl^eiten njä^len. S)ann l^at ber SBürfel 





a a 


a a 


^v^o • /v^Q 




1 — 1 • 1 — 1 ~ 


ooa . ooa. 


S)ag 


näd^fte fd^ärfere Si^omboeber 






a a 
2*2"; 


a a 


• Q 




2— 1 ' 2— 1 ~" 


a • d* 


S)a§ jtoeite fd^örfere 








a a 

4 '• 4 • • • 


a a 


a a 




4—1*4—1"" 


3 'S-, 


2)ag 


näd^fte ftum^jfere 


SR^omboeber 






a a 
T'Ö * * * 


a a 


^^NQ • n 




1 — 1 '0 — 1 "" 


ooa . a. 


-2)og 


än)eite ftumpfere 








a' : 00a = 


a a a 


a a 




1*0 * * * 1 + 1 


'0 + 1 ~* 2 ** 


(Sin 


SRtiomboeber |a : 


|a' : 00a : c l^at 






a a 

Ö" 5 • • • 


a a 


a 




0—1 * 5 — 1 ~ 


a:a:-. 



2a' 
S)ag ©egenrl^omboeber — - : |a' : ooa : c leinten (| . | + i) a' : ooa 


= TT^' : Q • . ;, rrZTi ' A_ = |a : a : a. 3n ben meiften gälten 

faum m^t atg ein «blefcn», nameittlid^ wenn bie Sinien oHe forgfältig 
gebogen ftnb. 
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2)rei0Uebri0c§ ^vftem: öcncnitung ber Rbtipex. 



5) *S)^trl^ombocber unb SleBcnbirl^omBoebcr. S)te ©i* 




rl^omboeber (2)ret* uhb üDrcifontner, ©catenoeber) finb bie aögcmeinftcn 
Äör)3er beS breigtiebrigen ©^fteme^ mit bem ?lu§bru(f - : -^ too /u unb 

V jebe ganje ober gebrod^cnc 3# bebeutet. Sft v = /u, fo gel^t baS 

Q O Q 

3eid^en in - : - : — über, wir l^aben ein JRl^omboeier r. Sfi »^ = *-2/"» 

fo ttjirb bag ßeid^en - : ^ : -, ein ©i^ejaeber d, b. I&. bie ©nblanten 

k beg !©ir]^om6oeberg in ben ^tt^if^^^öjen finb alle glei^. @o lange 

V nid^t bie ®renje üon .2^ erreicht, b. % /i <4v ift, bleiben bie @ec^ 

tionälinien - : - innerl^alb beä 2)i^ef aeberS d, ber ftumpfe ©nbfantcn* 

tüinW beg ©reifaninerg mu§ ben fR^omboeberftädöen correfponbiren. 
gättt bagegen bie ©ectionStinie be§ 2)ir]^om6oeber§ aufeertjalb d, fo 
fd^Iagen bie SBinfel um, bie ftumpferp treten im ^lebenfejtanten unb 

a' a' 

umgefel^rt auf, bi§ bie Sinie - : - jum ßJegenr^omboeber r, wirb. 

9Kan fprid^t batjer au^ in biefem Sinne öon S)irl^omboebern jttjeiter 
Slbtl^eilungen, bie ifire ftumpfe Snbfante wie bie glöd^en ober wie bie 
5ianten be§ ^auptr^omboeberö liegen t)aben, unb beutet bag burd^ ©trid^e, 
wie bei ben JR^omboebern an. SBon befonberer 3Bic§tigfeit ift bie ©ad^e 
gerobe nid^t, ba il^re gegenfeitige ©tellung fid^ unmittelbar aui^ ber $ßro* 

ä a 

iection ergibt. S)ie ^auptbir^omboeber - : - liegen aöe jWifxi^en ©äutc 

a** a' • 

unb S)i^eEaeber; bie Siebenbirl^omboeber - : - jwifd^en Siil^^aeber d 
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unb ©cgcnrl^omboeber r,. S)a| btc S)rei* unb S)rcilantner au^ jtoct 
SRl^ombocbcrti t)on ß^^ifd^enftellung beftc^cn, toirb unmittelbar au§ bcn 
gleid^fcitigen S)reiccfcn crpd^tlid^, tt)cnn man bic abtued^felnbcn ©ectionS* 
fiuien auSbc^nt. @g ift atfo ganj analog, tt)ic beim öiergliebrigen, nur 
toag bort 4 loar, ift l^ier ä. 

<ie|enlitt|dtiibdefear fommen aud^ t)or. 3eim ^atlfpat^ finb mel^^ 
rcrc nad^geioiefcn, worunter fid^ aud^ ber gcwöl^nlid^e S)rcifatttncr 

a : *^ : r- befinbet, beffen ftumpfe ®nblattte n)ie bie fjläc^c be« SBtattcr* 

brud^^ P = a : a : 00a liegt. ®8 entfprid^t bcm gettJöl^nlid^en Sß^ra* 

mibenwürfcl tt, = a : 4a : 00a. 

a' a' 
S)a8 ©egenbirl^omboebcr a' : - : - entfprid^t in Tab. 3 

o ^ 

fig. 1 ber ßinie 

7^ • TÖ — ^ r . ^ r — T* . ^a, 

b. ^. einem 48ftäd^ner a : |a : 4» = 254, tt)ie fid^ burd^ Möge Äu* 
legung beg SineoIeS finbet. Äommt an bcn ©äulenlr^ftaUen öon 
SlnbreaSberg fel^r au^gebel^nt üor. 2)ie SnbiceS finb Ifjv = 113, barauö 
folgt nad^ pag. 310 1 4- 1 = 2, 1 + 3 = 4, 1 -f 1+3 = 5. ®a8 

nid^t fcitene ©irl^omboeber ^ : ^ : ^ ge^^ört jur erften Orbnung, weil 

J o o 
4 > i. @g- cntfprid^t bem $ßtjramibenn)ürfel | A : ooA = 2a : 3a : 00a, 
Wie man mittelft Sineat fofort erfennt. 2)ie'3nbiccg finb A//v;r= 1253, 
barau^ nad^ pag. 309 l + 5 -h 3 = 9, 1 +2 — 3 = 0,1—2 — 5= 6, 
gibt 906 = 30J. ©d^on ^au^ fannte baöon baS Oegenbir^omboeber 

^ : ^ : ~, weld^eä einem 48f{äd^ner |A : ^A = ^ : |^ : ^ entfpred^en 

2 5 3' o 2 7 

wilrbe. äßan finbet bog ^ nod^ burd^ $ßrobiren , aber wenn bag nid^t 
fi^er ift, fo fe|t man in öoriger formet l blog l, alfo Xfivn = 1253 
gibt — 1 + 5 + 3 = 7, — 1 + 2 — 3 = 2, — 1 — 2 — 5 = 8, 
bie ßal^I 728 ftimmt mit obiger. 

ein @e^8' unb @e^8f antuet entftel^t, wenn 2)irf|ombocber unb 
©egenbir^omboeber fid^ bur^bringen. 3n biefem gälte finb aße ©ej* 
tauten erfüllt. äRan fann fie al8 gebrod^ene ©itjegaeber anfeilen. ?ine 
©iJ^ejaeber, wetd^e im breigliebrigen ©i)fteme t)or!ommen, nel^men immer 
wie bie 3)reifantner eine ^^ifc^enfteUung ein. $Jhir wenn SR^omboeber 
unb ©egenrl^omboeber fic^ burd^bringen, ^aben bie SJi^ejaeberfläd^eu bie 
entgegengefe^te Sage. S)a8 gibt wieber ©il^ejaeber jweier Drbnungen, 

a a a ä a 

©ij^ejaeber - : - : 00a unb Slebenbil^ejaeber -: — :-, bie je^t ber 

©trtc^elung nid^t mel^r bebürfen, ba fie fid^ burd^ bie «jenaiiSbrüdEe 
unterfd^eiben. ©egenbil^ejaeber finb unmöglid^. 
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5Dtc %xaQt t)on t)cr ©jiftenj bcg fed^gcjKcbrigen ©^ftcmeS l^ängt 
mit ber gragc ber 3tt>iöinge jufammen, wie tpir unten jel)en toerben. 

1 ^mcigliehigee S^fitm. 

Sled^nung mit ben €ofinu«formeln. 
1. Seiten 



+ COS C(> = (l + mm,a« + nD,b2V:V^+m*a« + n2b«Vl+m,V + ii,*bl 
©iltig für jtoei gonenajen c ; ma + nb unb c ; m,a + D,b. 

2. Tanten 

+ cos w = (1 + fif^,a^ + wß^) : V 1 -f- ^ V + v«^ v/f+TiTö^+^W. 

®iltig für gwei ®benen - : - unb — : -. 

SBir xoQÜjUn je^t biefe gorm, um bie üoKftänbige 9ieciprocität ju jeigen. 
3ur Unterftü^ung beg ©eböd^tniffe« l^aben njir, wie immer, blog bie 
Soorbinaten ber jWei ^onenpunfte über einanber ju fd^reiben 

1 + ma + nb 

1 + m,a+ n,V 
unb bann für baS erfte g^tmelgtieb bie ^robucte ber übcreinanbcr 
ftel^enben brei Slu^brüdEe, für ba§ jWeite gormelglieb bie SBurjeln ber 
Quabratc l^injufcl^reiben. Sft a = b = 1 , fo ^aben Wir bag reguläre 

©Aftern. Unter «^ ift -, unb unter /** = o öerftanben. 
a D 

Oben pag. 206 gaben toir ben 

3. flauten 



+cos=(a«b«+i"^,b2 + w,a»):\/a*bHi"*b*+v*a«VaV+iM,«b« + v,«al 

©iltig für jtoei Sbenen - : - unb -•: -. 

2)imbiren toir fjier Qäf)Ut unb Slcnner mit a*b^ fo fommt gormel (2). 
©enlen wir un§ ferner eine ^onenaje c; ma + nb, unb legen fte bur^ 
ben ajiittelpunft bet ^ßrojection, fo ertjält fie bie ßoorbinaten 

c + ma' + nb' = c' + ma + nb, 
weit burd^ bie 9SerrüdEnng bie ^ouenaje in einen anbern Duabranten 
faßt. ®ine Sbene feniredjt bagegen mu| bie ?ljen in 

1 . _i . _L- 1 .?^.^ 
c * ma' * nb' ' fi ' v 

f^neiben. 3)a8 ©eftrid^elte fönnen wir bernad^Iäffigen , wir nel^men 
cbtn ben Ouabronten, wo bie glöd^en liegen, pofitio. ©efeen wir je^t 
m = /u unb n = v, fo lommt obige formet. 

j)ag 3^eigliebrige bilbet eine gewiffe SRorm, ia l^ier bie garmein 
in il^rer größten ^ßgemeinfieit für red^twinflid^e Slfen angewenbet werben, 
^eifeen bie ^^uenajen ma + nb + pc, fo erl^alten wir , 
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Tanten + cos c = v/^2^2+,2^-2 + ^2^2 v^,,;vT^ «^ Y+^y «^ 

aug tt)elcl)en bic gormcin oHer anbent fjö^errt ©^fteme jofort folgen. 

ßtüei Unbefanntc a unb b ober « unb /9 finb l^ier ju beftimmen. Säir 

niüffen un§ ba^er jwei SBinfel , cos w unb cos oi, , meffcn , um bie 

aicd^nung führen gu fönncn. SlHgemein ift ba^ nid^t gut augfül^rbar, 

tpxr jd^reiten ba^er gleid^ ju ben befonbcrn gormetn ber 

a b 
Cltaeliet - : -, wo man in gormel (2) jrotfd^cn geftrid^elten unb 

ungeftrid^clten Sud^ftaben nid^t mel^r ju unterfd^eiben f|at, ttje^^alb im 
Jlenner ftatt ber beiben aSurjetn einfad^ 1 + ju*«^ + v*/?* auftritt. 
3lun ift für bie ^ 

tidtliete ^ntilaitte a : c . . . f/, = ^ unb v, = — v, folglid^ 
_ _ 1 + ^gg« _ y«/y2 ^ a^b^ + jM^b' — »'a^ 

4. cos Ol - ^ ^ /i^a^ ^ y2^2 - a^b^ + iu«b« + r«a«"' 
feitlt^e ©nMttnte b : c . . . ^, = — ^ unb v, = y, fotglid^ 

- ^1 — li^fx^ + y'/g^ a^b^ — A^^b^ + y'a^ 
+ cos Ol, - ^ ^ ^«a« + y»/?« "" a^)* + ^u^b« + y«a«' 

©eitenfantc a : b . . . /u, = — /u unb y, = — y, 

_ 1 ^^V — yg/yg a'b^ — ^»b» — y V 
± cos ccio - ^ ^ ^»«2 ^ y2^2 - an>* + iun)* + y^a«- 

3n le^term galle ^aben toir ben SBinfel, ttjeld^en bie gläd^c - : - mit 

2k b' 
ber ^intern in ber Slje c i^r gegenübertiegcnben gläd^c - : - mad^t, 

bal^er \^^% 3^^^^" +. SBir fönnen il^r jebod^ auc^ bie gorm 

- - — 1 + jM^cc^ + y^/y^ _ — a«b« -j-Vb^ 4- y'a^ 

+ COSCÜO - ^ ^ ^2^, ^ ^2^, - - g-j^j, -^ ^,^^2-^ ^,^, 

geben, fo l^aben n)ir bie n)irf(id^e ©eitenfante im ©inn, benn toir 
bürfen ja nur bie jtneite gläd^e ftott nad^ + c, unten nad^ — c feieren. 
SBir mod^en jwar bei unfern SRed^nungen genjö^nlid^ üom ©egenpunft 
c' feinen ©ebraue^, aber er ift für ung ebenfogut öorl^anben, afö ber 
pofitiüe $unft, unb xdxt tonnen mit it|m red^nen. Sudeten wir bal^er bie 
wirftid^e ©eitenlante, fo tjätten wir ben ©d^nitt im ©inne, weld^en bie 

ab a D 

gläd&en - : - : c unb - : - : c' mit einanber mad6en. @§ Wäre alfo 

aHcg pofitit), big auf 1, weld^eg bem c' entfpred^enb je^t negatiü werben 
mu§. SBir fönnen bafter jeben SlugenblidE aud^ ben negativen (Snbpunft 
in Setrad^t jiel^en, unb fommen bamit üom l^alben ;(um üoQen SBitbe. 
6 SBinfel finb überl^aupt bloö mögtid^, benn bie 7te gläd^e gel^t ber 
8ten parallel, ba für biefen galt ::[: cos = 4^ 1 wirb. 
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S)ic aß gormein finb practif^cr, als bic ab ^J^^^ßt^tn, toeil toir 
bort baS $ßrobuct a*b* öermeiben. ©cfeen toir nun ^ = y = i , {o 
^aben toir baS ©runboftoeber in cinfadifter gorm, aber bie Formeln 
eignen fid^ bod^ nid^t red^t jur Öcftiinmung öon aß ober ab an^ jtoei 
SWeffungen w unb (o,. S)ie 

lalbeit SBtnfel finb in biefer ^infid^t bequemer, gür bieje gädc 
ift in gormel (2) ju fc|en: 

öorbere ©nbfante fi, = 0, v, = oo, gibt 
cos {(a = 1 +0 + y oo/?^ : VITiüVM^^^ Vl + O + oo«/?"« 
v/^ va 

feitUc^e ©nbfante iu, = oo, v, = 0, gibt 
cos^w, = l+iMOoa* + 0: \/i+/mV + v*/»^ Vl + oo*a« + 

/ua /üb 

"^ Vi + /u^a« -f v^ß^ ^ N/a«b2 ^ /u«b*TVV' 
©eitenlante ^w, = v, = 0, gibt 
cos 4^0 = 1+0 + : Vi -I- /*V +•'«/?* Vl+0 + 

_ 1 ab 

~ Vi + /u«a« + v^/?2 = Va^b» + /M«b* + yV* 
SBir ^aben l^ier ben tt^irttic^en ©eitenfantenwinfel, unb nid^t jcin 
Supplement, fobatb wir ben + cos im nehmen. S)er ©ntnjidtelung ber 
gormel nadC) mügte er negotii fein. SBir ^aben eS aber l^ier »ieber 
mit bem +c in ber ^anb: benn beuten toir un§ bie ®crabcnbfIS(^e burc^ 
c' = — 1 gelegt, fo mirb 

_ — 1 

+- cos 0)0 == /-— - — ö-ö— ; — 909} 

^. 1), cos m pofitit). 

©g ift aud^ leidet ouf SBeife'fd^e SBeife, ftd^ baüon. burd^ birecte 

SRed^nung ju überjeugen. 2)enn bag ^erpenbüel s auf bte ©ectiong* 

^. . a b ..^ 
hnie - : - tft 

ab 
s = cos 4wo = 



v//M«b^ + v«a*' 
rad« = 1 + s» = ^^r^ ^,^, , folglicl 

ab 

cos : rad = cos 40)0 = / ^, » . », ^ r ^? ^^^ öornm. 
^ Va*b^ + ^rh^ + f^a* 

8(ug fe jttjei SBinfetn laffen fid^ nun bie Stsen leidjter bered^nen. 

SSenn man obige gormein für cos miteinanber biüibirt, fo lommt: 

cos lia vß v^ ^ p^« « p cos 401* 

— ^— = -'^ = -:f , V p = u a^ , — 7. 

cos ^w, /wa /ub cos io>,* 
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cos XlO n ^ 

r= yß z=: ~~ 

COS 4^0 ^ b 
cos jCtf, _ _ (1 
cos 4^0 ~~ a ""^ 

cos 4a>« (1 + ^«a» 4- v«/?«) = v«/»« 

cos 401» (l + ^«a«) = v2^» (l ~ cos 4Cc|2) ^ y2^8 gj^ ^^2 
cos 4«^ , 2 2\ 2i32 2 2 COS 4«^ 

cos 
sin ^ 

cos 4co,* g g /l* 

f — ^ il tt = — 

sin 4w* — cos {(a,'^ . ^ a* ' 



gos 4^.^ ^ 2^2/1 _ cos J^ /'N ^ 2^2 / sin4co« — cos4£»>,^ 
sin 4a>* ^ A sin ^w* / \ sin 4ctf* / 



a sin 4a)* — cos 40),* ^ /sin 4w* 

= i" ^^ i — , a = ^ V — \—^ — 1 

cos 40)/ *^ V cos 4w,* 



folglich l> = V yl 



cos 4^* 



9loi leichter folgt ß = -?£?J;^ unb « = 1 \/?Eif?! _ 1 

. COS 4a>, , . 1 /sin ico,* 

ober a = V- unb /? = - \/ — ^^ — 1. 

/ucos4«^ V *^cos4«o'* 

Seifpiel. ©c^toefet 

^antc a : c = 4w = 53.19 . . .sin* = 9,80829, cos* = 9,55252 

ÄantC b : c = 4«, = 42.29 . . . sin* = 9,65909, cos* = 9,73549 

^ante a : b == 4^0 = 71.384 . . sin* = 9,95463, cos* = 8,99651 



= V ^° t^\ — 1 =' ^1,1825 — 1 = v/0,1825 ; a = v/5,4794. 
V cos 4«,* V ? , » 1 

b = \/?nLif?!l _ 1 = v/0,2781 — 1 - \/Ö^'m', ß == V3;5958. 



COS ^WO^ 



»^ cos 4^)0* V cos ^CllO* 



» cos 40^0* ^ cos 4^0* 

©Mottpltttciet - : - unb ^ : - ^aben für bie öier gleichen 

Snblantcn w . . . ^, = 0, r, == v unb v = p, gibt 
+ cosw=l+04-0:V 1 + ju*a* +~Ö v'l H- + v,^ß^ 



= 1 : V(l + /ti'^a*) (1 + r//J*) - ab : V(iU* + a*) (i^,* + b*). 
öorbere ©eitenlante (o, . . . v — ; /u, = v, = 0, gibt 
cos iio, = 1 + + : Vi + fi^a^ -TÖ Vi + + 
= 1 : Vrr^V = a : V^T"/^^ 
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fcttlid^c ©cttcnlantc coo . . . ^u = 0; iu, ^ r, = 0, gibt 
cos im ^ l: ^r+~vW = b : Vb^ + vK 

SaSir l^aben ^ier tuiebcr gattj einfad^ bie jttjeitc gläd^e - ; - afö 

a b 
Ocrabctibfläd^c + c : - : - ottgefe^en , bic burc^ bcn äRittelpunf t ge* 

bad^t bic ©eitenfantetttüinfcl ^albirt. SBoIIen mir bog Supplement jum 
gattjen ©eitenfantetttuinlet, fo t[t für ben üorberu (a, v = v, = unb 
jM, = — /u ju fe^en, bann fommt 

— cos w, = 1 — lA^a^ + : Vi + iuV +~Ö VI + juV +~Ö 
__ 1 — fi^a^ _ a^ — ju* 
~ r+~iIW " a^ + |U«' 
gür bic feitlic^e ©citenlantc n)irb ba^er 

1 — v^ß^ b* — t/« 



— cos OIO = 



1 + v^ß^ b« + r« • 

SuS ben tialben SBinfeln Iä§t fid^ a unb /9 j^fort cntn)idEeIn, bcun 
cos ^(a,^ (a^ + fA^) = a* 
|U^ cos 4 w,^ = a* — a* cos {la,^ = a* sin ^fti,* 
/u ctg |a>, = a ; r ctg ^coo = b. 
Äu^ beut gangen gnbfantentoinlel folgt jtnar leidet 

cos CO* (1 + ^V) = r-r-TTr., v^ß^ = — ■ „,? , , 2, — 1 



rß^yj. 



A .1 



COS C0*(1 + tg 40),*) 

aber bic gormel ift bod^ nid^t red^t practifd^. 

äud^ bie gormcln für bie $»eigung jur äKittelpunItöcbene pag. 210 
geben leine tocfcntlid^e ©rleid^terung. ®enn fe^en n)ir in 

cos = /df4y — w,a* : v^a*b* + ^u^b* + r*a* Viu,*b* + v,V 
für aSinfcI w, . . . v =• 0; fi, = /u, v, =^ y, n?irb 
cos (o, = |U*b2 — : v^a^b* + ^u^b* + V^u^b* + vH^ 

= /t^^b : v/a* + fi^ \/fi^h^ + v*a* 
für SBinfel o>o . . . ^ = ; iu, = iu, r, = y , tt?irb 
cos wo = - y«a* : Va^b* + + y*a* V^^b* + v*a^ 
= y*a : V'bM^ii^ v^*b* + y*a*. 
Seifttiel. SSitrioIblci t)on 5ßoni 

o = b : c : ooa l^at 104 . 24 ©eitenfante 
d = 2a : c : oob l^at 78 . 47 ©eitcnfautc 
d/o fd&nciben fid^ unter 118M6'. 
9le]^men toir do als ein Obfortgpitaeber mit ben ©eitenajen ab, fo ift 
a = ctg Ol, ;;= ctg 39 . 2^ = 10,08551, a = v/r,'48'= 2 V'Ö^. 



y 


* 



D'igitized by 



Google 



atoeiflKebrifle« ©9ftent: ©oftnuSfotmeln. 32 1 



^ Vcosw«(l +tg4w,«) ^ Vc 



— 1 



cos 61. 44 (l + tg* 39.23i) 
= Vl,66.. , 

2)arattg folgt -b = \ = \JÖfi', « = - = \^o,674. 

p ^ 

®nbfante ->- cos w=l : V(l+a») (! +/?»)= 1 : ^1,674 . 2,66=118.16. 

cos a,,=b:-VH:i^ ^^^+^=V^2^0;Ö8 = ''^ 



= 118.16. 



%\t Stitettvedlnitttgen (gormel l) bieten feine ©d^toierigfeiten, 
toir l^aben eben immer nur bie Soorbinaten ber gufepunfte ]^injufe|en. 
83eim Sntoerfen ber Äugelprojection ttjünfd^t man t)äufig bie ^oIar=« 
biftanjen ju toiffen, b. I&. bie Steigung ber Sauten gegen ätje c. Um 
eiuäufel^en, ba§ ba§ ^ßolarbiftaujen finb, barf man bie Äaute nur burd^ 
ben äRittelpunft legen, um fofort ben gteid^en Sogen auf ber umfd^rie«' 
benen Äuger ju l^aben. S)ie gormel felbft pag. 210 ergab fid^, luenn 
\o\x ben ajiittelpunft m, = n, = atö jtoeiten ^mtni^yxviii nal^men, 
e§ fommt 

cos =: 1 + + : v^r+mV+n^ ^1+0 + 0=1 : VI+mV+Ti^b*. 
S33enn bie beiben ßonenpunfte gteid^tpert^ig finb, aber in entgegengefe|ten 
Duabranten liegen , f o ift m, =i — m , n, = — n , unb bie gormel 
tuirb fogleid^ 



cos = 



1 + ni«a* + n*b«' 

galten babei bie fünfte in eine ber beiben SlEenebenen, fo ift für 

1 — m*a* ' 

atjenebene bc . . . n = 0, b. b. cos = t-^- 0-0; 

1 + m a 

Sljenebene ac . . . m = , b. 1^. cos = y— - — gp. 

S)a§ finb bie ©ä^e t)on ^aibinger (§bb. i&cftimm; awineror. 1845 pag. 73), 
ttjeld^e fid^ l^ier ttjie t)on felbft ergeben. S)enn ttjir lönuen natürtid^ bie 
gormet auf allgemeinere gorm bringen 

__ p^c^ — n^b^ — m*a^ 
^^^■~ p«c^ + n«b« + m^a** 
S)ann fommt für m = 

_ p^e« — n^b^ _ c^ — b^ 
^^^ - p2ea + n^b« "* c^ + b^' 
toenn toir p = n = 1 fe^en. 

©uc^en mx am Oblongoftaeber od unfereg SSitrioIbleiS bie ©eiten, 
f(f ift für bie SSinfel m ber ©pifee 

t)orn auf d . . . m = n = 1 ; m, = 1, n, = — n gibt 

Ouenftebt, ^[taao9Ta))i^ie. 21 
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fcitlid^e ©cttcnlantc wo . . . ^ = O; iu, ^ r, = 0, gibt 
cos iftio = 1 : y/r+~vW = b : Vb^ + vK 

SaSir l^aben ^ter tuiebcr ganj einfad^ bie jttjeitc gläd^c - : - afö 

a b 
Ocrabenbpci^c ± c : - : - angefe^en , bie burd^ ben äRittelpunf t ge«* 

bad^t bie ©eiteufantetttüinfel ^albirt. SBoUcn toit bog ©upptemcnt jum 
ganjcn ©eitenfantentüinlet, fo i[t für ben üorberu w, y == y, = unb 
jM, = — /u ju fe^en, bann f ommt 

-- cos w, = 1 — fA^a^ + : Vi + iuV +~Ö VI + /uV +~Ö 
_ 1 — fi^a^ ^s.^ — ju* 
~ r+^'W " a^ + /u«* 
%nx bie feitlic^e ©eitenfante wirb ba^er 

1 — v^ß^ b^ — t/« 



— cos coo = 



1 + v^ß^ ~ b« + r« • 
SuS ben tialben SBinfeln Iä§t fid^ a unb /J jofott enttnidfcln, beun 
cos |w,* (a^ + i"*) = a* 



w< 



= a* — a^ cos ^01,* = a* sin ^w,* 



2 __ 



(ii ctg |a>, = a ; V ctg ^wo = b. 
Äug bem ganjen gnbfantentoinlel folgt iXvax leidet 

0)2 (1 + iuV) = ^ .^ ,^, , t/V' = ■ o,? . , 2v - ^ 
^ ^ ^ 1 + v^ß^' V cos w^ (J + /4^a^) 



cos I 



./? = / 



-1, 



cos 0)2(1 + tg 4w,2) 

aber btc formet ift bod^ nid^t red^t practifd^. 

äud^ bie gormein für bie Steigung jur 3Kitte(<)unItgebene pag. 210 
geben leine toefenttid^e ©rleid^terung. Senii fe^en ttjir in 

cos = /dfiy — w,a« : v^a^b* + fiV + vH^ y/f^.^h^ + v,V 
für aSinfel oi, . . . v =• ; iu, = ^u, v, — v, toiti 
cos u), = fi^h^ — : v^a^b* + fi^^ + V^uV+TV 

= /t^^b : v/a^ + ^2 v/^/^b« + v^a« 
für SBinfel oio . . . ^ =^ 0; fi, = |U, y, = y , tt?irb 
cos wo = - y«a2 : VaV + + y^a'* V^^b^ + y V 
= y^a : \/v^^ y/'/i^h^ + y^a*. 
SeiffticI. SSitrioIMei t)on 5ßoni 

= b : c : ooa l^at 104 . 24 ©eitenfante 
d == 2a : c : oob l^at 78 . 47 ©eitenfantc 
d/o fd&neiben fid^ unter 118^ 16'. 
9le]^men toir do aU ein Obfongpjftaeber mit ben ©eitenajen ab, fo ift 
a = ctg o>, ;;= ctg 39 . 234. = 10,08551, a = VmS = 2 VÖ^. 



ä 
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^ ^ Vcosta«(l + tg4w,«)~^ ^ V cos 61. 44 (l + tg* 39.23^) ~^ 

= Vl,66.. . 

2)arottS folgt-b = ^ = VÖ^e"; a = - = y/öfili. 

p ^ 

enblante — cos w=l : V(l + o*) (!+/»*)=! : v^l,674. 2,66= 118.16. 



= 118.16. 



cos la. 

* ' ' " 2,48 . 2,08 

cos wo = a : /T+F v/a«+P=y^-^-i^-- = 48. 12 

!£ie @tittn¥td|nitngen (gormel ,l) bieten feine ©d^iuierigfeitcn, 

tt)tr l^aften eben immer nur bie Soorbinaten ber gugpunfte l^tnjufe|en. 

S3eim Sntoerfen ber Äugelprojection ttjünfd^t man l^äufig bic ^olar* 

biftan^en ju toiffen, b. fj. bie Sleigung ber Santen gegen Äje c. Um 

einjufel^en, ba§ baö ^ßolarbiftanjen finb, barf man bie Äante nur burd^ 

ben äRittelpunlt legen, um fofort ben gteid^en Sogen auf ber umfd^ric* 

benen Äuger jU l^aben. 3)ie formet felbft pag. 210 ergab fid^, wenn 

toir ben äRitteI^)unft m, = n, == atö jweiten Qouenpnntt nal^men, 

eg fommt 

cos = 1 + + : v^l+mV+n^b» ^1 + + 0=1 : VT+mV+Ti^b*. 

S33enn bie beiben ^onenpunfte gleid^tpert^ig finb, aber in entgegengefe|ten 

Quabranten liegen , f o ift m, =^ — m , n, = — n , unb bie gormel 

njirb fogleid^ 

_ 1 — m»a« — n^b' 

^^^ "" 1 + m«a» + n*b«* 

fallen babei bie fünfte in eine ber beiben Sljenebenen, fo ift für 

1 — m*a* ' 

atjenebene bc . . . n = , b. 6. cos = 7-^- 0-= ; 

1 + m*a 

Sljenebene ac . . . m = , b. 1^. cos = ~ g, g . 

®a§ finb bie ©ä^e üon ^aibinger (§b&. i&cftimm'. aRineror. 1845 pag. 73), 
njeld^e fid^ l&ier toie wn jelbft ergeben. ®enn toir lönnen natürtid^ bie 
gormet auf allgemeinere gorm bringen 

_ p^c^ — n*b^ — m*a^ 
^^^■~ ^^ + nV + m^a»* 
a)ann fommt für m = 

_ pV---nV _ c^— b^ 
"^^ - p2ca + n»b* ■" c^ + b^' 
wenn toir p = n = l fe|en. 

Suchen toir am Oblongoftaeber od unjereS SSitrioIMeiS bie ©eiten, 
f(f ift für bie SBinfel an ber ©pifee 

t)om auf d . . . m = n = 1 ; m, = 1, n, = — n gibt 

Ouenftebt, ^ftaSodta^'^ie. 21 
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cos = 1 + a» — b»: Vn-a*+b« V^l+a»+b* = |^t^ 

1+a*- 



-y 

l+a«+b«' 
feitlid^ Ottf o . . . m = n = 1 ; DJ, = — 1, n, = 1, gibt 

2)a bic ©reiede gleid^fd^enHid^ finb, fo finb bie SBinfel an ber SSofiä 

180-87.46 _ 
^ 46.7. 

©ttd^en tok jur Sontrole ben aBinfel on ber SBoftg öon o birect, fo ift 

m, = oo, n, = 1 , gibt , 

cos = l + ooa* + b* : V^l + a« + b« : Vi + oo*a« + b* 

= a:Vl + a. + b»=Vlf8 = *«-^- 

Sattgetttettfonnein )er ganzen IDinkrI. 

1. ©citen 

mm,a ^ + nn^b ^ + pp^c ^ 

— ® "~ V'(mn, — m,n)*a^*4-(mp, — m,p)*a*c*+(iip, — n,p)*b*c* 

2. Äantcn 

©ie fotflcn burd^ blo^c Umtaufd^uttg ber S3uci^[ta6en auSeinanbcr. 

3)ag erfte ®Ueb ftimmt t)onftänbi9 mit bem beg cos, unb unter ber 

SBurjcI treten bic ©lieber ber ßonenpunftformel in entfpred^enber SBeife 

ju ben Sljen. S)ie ©lieber np, — D,p foUten eigentlid^ in n,p — np, 

pag. 212 umgefteUt fein, allein ber ©leid^mägigfeit wegen laffcn wir 

fie fo ftel^en, ha bag Duabrat ja in beiben gölten pofitib auffalten 

mu§. S)iefe tounberbare Symmetrie fontmt natürlid^ bem ©ebäd^tni^ 

fel^r ju ftatten. Se|en wir je^t 

p = p, = c = 7r = 7r, = y=l, 

fo ermatten wir bie einfachem formen 

min,a*-|-nii,b*+l 
Seite« + ctg = ^j^=====^===^^^==^^, (3) 

Konten -ctg = ^(^,_^,^)«„«^2+ (^_^;)2«2 + (,_ ^yß^- (*) 
©ttd^eit toir ic|t bie ^otbiftanjen, fo wirb ebenfaH« »icber m,=ii,=0, 

ctg = + + 1 : VO + m»a» + iiV, tg = Vm*a* + n*b*. 
@inb beibe ^onenpunfte gleid^ttjert^ig , aber in entgegengefe|ten DuO' 
bro«ten, fo »irb m, = — m, n, = — n, ttir erhalten 

1 — m»a» — n'b» .. . 

'^^^ " 2VmV + n»b« • 
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Siegen biefe f^mmetrifd^cn 5ßunftc in ber SlfeneBenc bc, fo ift m = 0, 
in ac bagegcn n = 0, baö gi6t 

1— n^b« . 1 — m«a* 

ctg = — ^r-T — unb — . 

^ 2nb 2ina 

Siegen bie 5ßunlte in ber ®tik eineg Oblongoltacber« , fo wirb für bie 

©eite t)om m, = m nnb n, = — n 

l+mV—n^b^ l+m»a^ — n'b^ 

""^ ^ >/4m«n«a*b« + 4nn)« ^ 2bV/n« + m«n»a«' 
f citlid^ m, = — m nnb n, = n 

1— m»a^+n»b« 1— mV — n^b^ 

^*^ ^ V4mVäV + 4m»a* "" 2a VmHm^nn)«* 

5Diefc fpectelten gormein finb fo brauchbar, afö bie ber cos. 

2)a bei ben Oblongoftoebern bie SÄittetpnnftöebehe bie ßnblanten 

a b 
nid^t l^tbirt, fo ift fofort bie tg beö gangen SBintetö t)on - : - mit 

a b 

- : - gefunben, wenn wir in ber Äantenformel y = mb /u, = 

U V, 

fe|en, gibt 

_ ctg = 1 + + : V(ftv, + 0.0)V/?H (iU-0) V-KO + v,) '/g^ 

= 1 : }J^Wa^ß^ + fiy + v,^ß^=sLh : V^t^^T+f^ + ^V. 
3)ag gibt fiir ben (gnbfantentoinfel be« SJitriofbleieg 

— tg = \/ a^ß^+a^+p = v /0,674.1,66 + 0,674+l,66~ 
= V^0,674. 1,66 + 2,334 = 61.43 . . . . 118.17. 
?lm beqnemftcn unb lürjeften bleiben jjebod^ .immer folgenbe 

tt>et|5T4)^ Formeln pag. 213. 

1. ©eiten ctg = \/a*b* + f*a* + /u*b^ : mva* — n^ub?. 

a b 
©iltig für einen g^^nenpunlt ma+ nb unb eine ©ectionglinie - : -. 

2. Tanten tg = Va»/?» + n V + m«/»« :'^*na* — wn/S^. 
©iltig für einen 3onenpunft m + n unb eine ©ection^Iinie - : y. 

3)ic gormein finb in biefer gorm ööHig reci))rof. ©d^reiben wir bie 
Santen tg = ab y^l + m*a* + n^b* : n^b* — mva^ (5) 

fo leiten wir umgefel^rt barauö wieber ab bie 

©eiten ctg = «/? V l + ^V + v^ß^ : vmß^ — fmaK 

S3eibe gormetn führen ju bemfelben QitU. S)en einfad^ften Slug^ 

a b 
brudE erl^alten bie ^f^^mUMltatttt - : - : c in i^ren brei Äanten. 

gür bie 

kotbete @it)i|ante a : c ift^n = — = 0, m = - , folglid^ 

21* 
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= ^n^a* + 1 : v/J = b V/M« + a» : ra; 
ffi«i«|f enÄlttBtt b : c ift m = 0, n = ^, fotgt^ 

tg, = \/«r + ^ + 0:^a» - 

= Vv«/»« + 1 : /ua = a Vv« + b* : ^ub; 
SeitCHlaittr a:biftm = — ,n = — ;t = — v, folfllid^: 



}i 



- V y» + ^» • y "^ ^ ^ 

= 1 : V^«a» + r«/?* = ab : V^n)« + »«a«. 
aSir belommen im le^tern gaQe btc Steigung ber gläd^c gegen 
Sfje c, alfo baS ©otinilement jum Idbeit ©eitenfantenwinfet. 2Det :^oIbe 
@eiten!aritentt)infel felbft xaxL% olfb fein 



tgo = VjM*a« + y*/?« = 



V/K«b« + 



v«a« 



ab 

SCttd^ l^ier finb bie reciprofen Stjen mit gtied^ifd^en SBud^ftaBen einfädlet. 
%|Citfotinct Ifi^t fit^ aug je jh»ei gegebenen Sonten irgenb eine« 
OblongottaeberS a : b : c leidet finben. ^ie brei l^alben Tanten l^aben 
batin f olgenbe Stngbrüdfe : 

tg = ^ Va«+ 1; tg, = ^ Vb« + l; tgo = y/-^ + 1 , folglid^ 

a = vAZZSIZi _ J %' + 1 _ ,/ tg7TT 
^ *g'+ ^ ~ ^ ts' tg; - 1 - V tg; + 1 

V tg,« + 1 " V tg; + .1 - V tg,». tg; - r 

Virnf^itittr ergeben fid^ ebenso teic^t. S)enn finb mir öon einer 

ab 
Oftaeberflät^c - : - : c jwei SBinfel befannt, fo ift 
/* 51 \_ 

tg = b V|u» + a« : ra unb tg, = a V»« + b« : /<b, 

bonn ftnbet fid^ burd^ bie einfod^fte Elimination 

^ tg« . tg,« — 1 V tg« . tg,« — 1 

SBic umgefel^rt a Cgemein 
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ift, fo ba^ man ba« eine au8 bem anbern abfefen !ann, $bb. äWincral. 
1863 pag. 55. 

S)te Jtelenoltatber, weld^c bie (Snbfanten bcr SR^omb.enoftaeber 
abftumpfen, finb je|t nid^t mel^r wie ira öiergliebrigcn ©^fteme ben 
abgeftumpftcn äl^nlid^, fonbern bilben fogcnonnte CMottgottaekef, beren 
gleiche Snbfontentoinfel burd^ bic SRittelpunftöebcne nngleid^ getl^rilt 
werben. 3§rc Snbfanten liegen in ben Äantenjonen , tt)otin m = n 
toirb, alfo • 

tg = ab V -^ + a« + b« : (^b« — •«*)• 

©e|en mx barin pag. 320 einerfeits r ^ , fo ift m = - , fotglid^ 

" 

tg CO, = a V^^* + a' + b* : ^b; 
anbererfeitö /u = unb m = -, folglid^ 

tg cöo = b ^p^ + a* + b* : ya. 
@ibt f ür ^ = y = 1 bie einfad^en ?Iu«brüdEe 

tg w, = J Vl+a«+b»nnb igm = - VT+aJ+h^, 
D a 

voaS bei ber ©emeinfamfeit ber SBurjelgrö^cn bie 9ied^nung ber SBinfel 

fel^r öereinfad^t , fo ba§ man faum ber Xangentenformel be8 ganjen 

aSinfete 

— tg (o), + m) = V«»/9« + a* + ß'^ pag. 323 

Beborf. Uebrigeng finb bie SBinfel oft mepar, ba fie bag ©npptement 

öon ben Steigungen ber Oblongoftaeber gegen bie ©äulen böben. 3)ann 

laffen fid^ barauS bie Stjen bered^nen 

a = i /(tg^/tgCtfO — l)tgCO, ^^^ ^ ^ / (tgCcI.tgClK) — l)tgCtfO 
V tg CO, + tg wo V tg CO, + tg coo 

3)ic Steigung ber giäd^enpaare jur ^Ije c = 1^ unb bamit ber ©eiten^» 
fanten ift 

tg CO, == a unb tg coo = b. 
Seifpiel. ©d^ttjerfpatl^ P = c : c»a : oob, o = b:c:c»a; 
o/P = 127.18, ba^er o/c = 37« 18'. 

M = a : b : ooc ^at t)orn 101 . 40, ba^er M/a = 50® 50'. ®ibt 

b = tg 37 . 18 . . . Ib = 9,88184 • ;_ 

lb2= 9,76368 . . . b = V 0,58033 
1/?«= 10,23632 .../?=: V 1,7231 
a = b ctg 50 . 50 . . , 1 ctg = 9,91095 

la = 9,79279 

la«= 9,58558 . . . a = V 0,3851 
1«*= 10,41442 , . . « = ^2,5967.' 



Digitized by 



Google _ 



ftlomlettoltaebet z = a : b : c , ber {tttHd|e _ enblauteutoinfcl 

tg, - \/ ^'^\t^'^ = \/^^^ V 1 tg, = 0,01032 ... 45 . 41. 
y = 2a : b : c; ber Hovktfe (änbfantennjinlcl 

tg = ^ V^-M^^= j^ V^^^M^-f • 

gibt ^ = i, r = 1 ^ 

tg = ^ Vr+^' = ^ \/j + 1. tg = 9,99057 . . , 44<> 224'. 

CMottgoItattiet o = b : c : ooa unb u = a : c : oob l^at in ber 
ganjcn ^itMaittt 

— tg = yJfiWa^ß^ + fi^a^ + v,^ß^ = ^ V^V^^ + ^V + ^^a« 

— tg = \/aV^ + a*+/S* = ^ Vr+aiHnb^ 

1 tg= 10,47210 .. 71 . 22 ... 108® 38'. 
3)ie gctl^ctltctt SBinfcI geben bagcgen 
a 



tg u), =: 1^ v/l -f-a^+b», 1 tg «,= 10,05767 .. . 48.48 

tgcDo = ~Vl + aHb*, Itg wo = 10,23577... 59. 50 
a 



= 108® 38'. 



gür baS getüöl^nlid^e Oblongoftaeber o/d, tt)o d = 2a : c : oob, 
bleibt V, = 1, bagegen toirb jw = -J, gibt 

- tg = VxF+4a* + F= ^ V| + 4b' + a' 
]««= 10,41442 4=0,25. 

1/?«=10,23632 ^=0,1451 

• 4 

10,65074..num. 4,4745.. a2=0,3851 



4a^/^^=l,1186 0,7802 1 v^=9,94610 

|a«=0,6492 1 ab=: 9 ,67463 

. /g^=l,7231 ltg=10,27157..61.51 

• 3,4909 

1 y/=itg= 10,27 156. 

Sluf beibe SBeife fommt — tg = 180 — 61 . 51 = 118® 9'. 

gür bie Otiten biefe§ Dbbngoftaeberg o/d liegt bic ©ection^Iinie 

a b 
d = 2a : oob = rp: : 77 ; fud^e iä) barouf ben ebenen SBinfel on ber 

©pifee, fo ift ber gonen^juntt ma + nb = 2a + b, gibt in gormel (l) 
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pag. 323 iM = 4, y == 0; m = 2, n = 1 , folglid^ 
ctg = y an)HO + ^* : 0— ib«=^ v/a«"+ 






lg 4a*+ 1=10,40490 
lg b*= 9,7636 8 
10,64122.. 



.lctg= 10,32061. 
b 



.25.33, boppclt öin'. 



38 



89 . 16. 



«n bcr @pi|c öon o = ooa : b = - : - toirb ^ = 0, y = 1, toä^rcnb 
m = 2, n = 1 bleibt, gibt 

ctg=: V/^V+"^: ma« = \A^ ... 44 

' 4a* 

S)ie Jhigeltivoiettioit führen toir naä) «nlcitunö tjon pag. 139 
gaitj fo aus , wie bei bcn anbeten ©^ftemen. SBir fefeen ben ^abiu§ 
beS ^rojectionSfreifeg = c = 1, unb tragen barauf eutweber bie Sljen 
a unb b, ober « unb ß ab: jiel^en toir mit a unb b bie ßoorbinaten:* 
freife pag. 158, fo befommen toir bie giäd^enorte, toie fie in ber obem 
SßrojectionSebene fid^ ergeben; jieJ^en toir bagegen mit a unb /S, fo be*^ 
fommen wir bie ©ectiongfreife, xoxe fic ber untern 5ßroiection8ebcne ju»» 
gel^ßren. 

S e i f p i e I. JBitrioIblti : ®e§en toir mit ^au^ öom Dblongoftacber 

u = a : c : oob unb o = b : c : ooa . 
aus, fo finb bie ?Ijen 

a = 0,6 unb b = 0,77 ober 
a = 1,66 unb ß = 1,3. 
©eiDöl^nlid^ enttoirft man b(oS bie 
Orte, pr biefen fjatt muffen, r==lOO 
' gefe|t, bie äRittelpunltc ber Soorbi* 
natenireife a : oob unb b : ooa tjom 
©entrum Q 60 unb 77 entfernt fein, 
b. §. QA=:a=60 unb QB=b=77. 
2Stan !ann baju aud^ ben SDIa^ftab 
bequem benü|en. ®enn l^ätte • id^ 
r = 20 mm gefe|t, fo toäre 

a = 0,2 . 60 = 12 mm unb b = 0,2 . 77 = 15,4 mm. 

Die G reife u uoo um bie SWittelpunfte A unb B mit ben 9iabien Va*+1 
unb Vb*+1 gejogen entoidfeln uns bann bie Orte ber Dftaeberfläd^en 
z = a : b : c = 111. ©d^tagen toir bann mit SCje QB = b um A 
unb mit QA = ar um B Greife , fo ift i^r S)urd^fd^nitt x ber SRittet 
puntt ber ©ectionSireife z, loeld^e burd^ bie Orte l)on o unb n gelten. 
SBir ^aben alfo bie ©ectionSfreife üon 9H^ombenoftaebem mit ben ju«» 
geprigen paaren befommen. ßägen fic auf ber @bene, fo gingen fie 
ni(^t a : b, fonbern a: ß. ^eljt lönnen loir beliebig loeiter enttoideln. 
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StoeigUebrigcg ^\)\Um: ÄU0cIJ)roicction beS aSUriolblct. 



S5a8 brittc 5ßaar M, ber ©öttlc a : b : c»c gcl^örig , l^at gcrabe Sinicn 
ju ©cctiongfreifen, tocld^c fid^ t)om unter 76^ 16' jd^neiben, bag®upptc* 
mcnt be3 ©äulcntoinfete 103^ 44'. äRit bem Zxan^poxttnx fann man 
bal^er bic SRid^tigfeit beg ®on[tntctionSöerfal)ren^ emeifcn. Um bie 
€rte JU finbcn, barf man nur bie onliegenben fünfte abbiren, ha olte 
im 2)cbucfion8jufammen]^ange ftelien. ©o i[t 

111 == 101 + 010 = 100 + 011 = 001 + 110. 
121 == 111 ^ 010 = 011 + 110 

211 = 111 + 100 =- 101 + HO 

112 = 111 + 001 = 101 + 011 tc. 

©ingen toir, ftatt öon a unb b, t)on im Stjen a unb ß oug, bie au^erl^alb 
beö Sßrojectiongfreife« liegen , unb öerfü^ren nun gauj in ber gleid^en 
SBeife, fo entfpräd^en biefe Äreife ben ttjirflid^cn ©ectiongf reifen ber 
gföd^en, bie €rte ben Sonenajen. @o \>a^ an^ l^ier tt)ieber bie fjiguren 
fid^ t)on[tänbig reciprof ju einonber öerl^alten. 

S3ei ber ^rojection auf bie Sbene brandeten xoit im regulären, öier^ 
unb breigtiebrigen @t(ftem nur bie ©leid^l^eit ber ?[jen ab; bei ber 
Äugelprojection mußten toir bagegen bei ben Ie|tern notl)ttjenbig fd^on 
einen ?ßunft für bie Sl^enränge feftfteöen. iöeim jnjeigliebrigen muffen 
wir oud^ in ber 5ßrojection auf bie ebene bag SJerl^ältni^ ber Sljen ab 
jur ^erfteltung einer rid^tigen gigur ermitteln; bei ber Äugelprojection 
brausen ttjir bagegen jtoei 5ßunfte A unb B auf ben Stjen a unb b, 
toeld^e fid^ einfa^ au^ ber Stfenlänge ergeben, filr c = r = 1. (Selben 
• ttiir alfo, .toie immer, Dom 3)obecaeber a : c : c»b unb b : c : ooa auS, 
" fo ifi für bag erfte 5ßaar }ßJ+~l ber SRabiuö beS gefuc^ten 3oncn^ 

Ireifeg, für ba§ jttjeite 5ßaar v/BHl. 5Daffetbe gilt aud^ für bieSljen 
a unb ß, 

2)ag Umfd^Iagen ber Orte gegen bie ©ection^Iinien mu§ man fid^ 
aud^ red^t Kar mad^en. ©el^en tt)ir in neben* 
ftelienber gigur beg SSitrioIbleieg öon Un Sljen 
ab au§, fo tt)otten toir un^ bie ©äule 

M = a : b : ooc 
benfen, i^r €rt M liegt bann im Unenbtid^en 
beg 5ßerpenbifete, toeld^eg t)om SÄittelpunIte Q 
auf bie ©eite ab gefaßt toirb. S)iefe ^er^)cn* 
bilel QM fd^Iie^en bal^er baö ©upplement MQM 
t)om ©äulentoinfel bab' ein. Kel^men tt)ir jefet 
bie geftrid^elten 5ßer))enbifel zz' afe äuSgangg* 
punft ber ^ßrojection, fo lel^rt biefe i^ren ftumpfen SBinfel l^in, too bie 
frül^ere il^ren fd^orfen l^atte. SBir gelangen alfo jU bcrfelben ^ro«« 
iectiongfigur, nur ift fie gegen bie frül^ern um 9Ö® öerbrel^t, unb etwa« 
Heiner. JRel^men n)ir a atö ß, fo mu| z ber Ort be§ Oftaeberi^ a:b:c 
fein. 2)arau^ ergibt fid^ bann a burd^ SSerbinbung t)on z mit z\ 3tt 
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bciben ift im ©äulentotnfd bie tg = - = -, unb 
' ° a cf 



fecn tt)ir 



a : b : c = a : b : 1, 
fo toirb mit ab bit)ibirt 

f- : - : -y = /? : a : a^ , b. 1^. c = «^ urtb tlid^t mel^r L 

?[uf bic Snttoidteluttg hex 8onm f^at ba^ aber lebiglid^. leinen ©influ^ 

5. imeitmieingUekiged Si^m. 

®o l^ier feine rationalen ©d^nitte red^ttoinflid^er Sljen möglid^ 
finb, fo mn§ mon fid^ mit irrationalen begnügen. ©lüdlid^ SBeife 
ift bag anfecrorbenttic^ leidet ju bettjerlfteöigen, wie fc|on in 5ßoggen* 
borfS «nn. 5ßl^5f. 1835 Sb. 34 pag. 555 gcjeigt würbe, ©enn 
jloifd^en fd^ieftoinflic^er A unb rcd^twinftic^cr a finbet ba^ einfädle JBer- 
ptnife ftatt: 

Ab ab 

toa^ un8 nebenftel^enber aufriß ber Äjen Aac in ber SRebianebene 

leidet Har mad^t. S8 feien oA 
unb oA' bie Sinl^eiten ber fd^ief 
gegen c ftel;enben äjen. SBir^ 
fül^ren bagegen bie red^tnjinflid^e 
a ein, nennen ben SBinfel, weld^er 
jtoifd^en beiben Äjen Aa liegt, 
Aoa = a, k bag ©tüdf jwifd^en 
aA fenfrec^t auf a, unb paraHel c = 1. ffiann öer^ält fic^ 

k : sin a = A : 1. 

a : cos c = A : 1. 

k = A . sin a = a tg «. 

a = A . cos a = k ctg ö. 

A Vk 

©d^neibet nun eine beliebige ffibene c : - : - t)orn bie red^tioinfHd^e Jlje 

a in - ober binten c:— :- in -, fo finb biefe ©tüde leicht ge^ 

A A' 

funben, weil bie «ßerpenbilel t)on - unb — auf bie red^twiuHid^e «je 

a un« bie ©tücfe ~, -, - beftimmen. ©enn e8 öer^ält fic^ 
h h h 
,k aa a.,ka _a .^ a a 

Dorn 1 : - == - : ober 1 + -:-== ^ --i ^^9^^ ' = iTZv' 

k a' a' a' . . k a' . a' . . a' a' 




leinten 1 : - == 



: ober 1 

y f^ 



= 1:-, baber- = , . 
y ^ y A<— k 



SBir l^aben balier in ben allgemeinen ^tii^tn bloS ftatt a< = iw + k ju 
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f€|ctt, um fofort bie notl^wettbige ßortcction ju erJ^alten. gür k = 
faöen bie SCjen A uttb a jufammen, b. ^. eg toirb jugletc^ « = 0. 
SBir Robert baö red^ttotnflid^e 2gliebrigc ©Aftern toiebpr. Sa man bie 
STjen a oft \o toätilen lann, ba§ « nur einen Keinen SBinlel mad^t, fo 
barf bei ungefähren SRed^nungen k ^ gang üernad^Iäffigt toerben. (S§ 
lauten alfo bie 

eofimtSfwmelii/ 
Santen 

~ ^^^ "" v/aV + Od:k)V + vV \/aV+(^,+k)«b»+^*a«' 

©tlttg für gnjei @6enen - : - unb - : -. 

gül^ren ttjir gried^ifd^e ätfen ein, fo toirb bie formet einfad^er, benn 

ttjir bürfen mit a*b* bibibiren, unb «* == -g? /*^ = p !^fe^^/ fofommt: 

Äanten 

l + (^±k)(Ai,±kK + i»./g^ 



cos = 



S)ie fpecieHen gormein finb fd^on im jtoeigliebrigen ©^fteme enttnidfeft, 
tt)it l^aben nur am ))affenben Orte +k l^injujufügen. S)ai mad^t bie 
gormetn fel^- ilberfid^tlid^. greifid^ gibt eg wn gfeic^fläd^igen ©eftalten 
nur nod^ 

Äuftttartige SPaart (fc^Iec^tl^in $ßaare ju nennen), bereu SReiiiatt- 
lantttt aus ben üorbern Snbfantenujinfeln ber SR^ombenoItaeber pag. 317 
fofort folgen: 

a'bHOu±k)n)«~vV l + (fi±kya^ — v^ß^ 
ÜOrn cos (O =± a2b2+(^k)2b2 + y2a* =" i + (^E)««« + i^V'' 

. . _ a^b« + (iti+k)%^ — v^a^ _ l+(^+k)V-v^/9^ 

rimten cos co - a2b2+(^,:|:k)2b2 + ^2^2 - i + (^:^k)«a« + y«/S** 

Seibe gormein unterfd^eiben fid^ bloS burd^ ± unb +, benn toenn 
bie fd^iefe Sje fid^ Dorn l^inabneigt, fo gilt öorn + leinten —, tocnn 
fie bagegen nad^ leinten fid^ neigt, fo gilt üorn — unb leinten +. 

»cifjitrt gelbfpat^. pr bie SBeife'fd^e ©tettung ift a = 1^ 10', 
unb . jtoar neigt fid^ Slfe A öorn l^inab, folglich ift auf ber SSorberfeite 
k = 0,043 ^jofitit), leinten bagegen negatiö. @g üerpit fid^ 
c : a : b : k = 1 : v'4,529 : Vl^IÖ : V 0,001 87. 
a : /? : c = V 0,2208 : V0vÖ772 : 1. 
©ud^en wir üorn ben SBinfel h/d == a : c : 4b, fo ift /u = l , y = 4, 
folglid^ 

l + (l+k)V— 16/9^ _ 1 + 0,2402—1,2352 _ 0,0050 
l + (l+k)VH-16/?« ^ 1 + 0,2402 + 1,2352 "" 2,4754 
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1 (1 +k)«=0,03657 . • . num. 1,0877 1 0,005=7,69897 
I gg- 9,34400 1 2 ,475 = 0,30364 

9,38057 num. 0,2402= (l-|-k)«a« 7,30533 ... 89* 53'. 
S)a bie ®rö§c po\xiio \\t, fo mufe ber'ftumpfe SBinfri 90^ V über P 
liegen. 3)a8 k verlängert bie SRed^nung. Slttein wenn man fid^ mit 
bem Srtä^ernnggtpertl^ (1 +k)*= 1,09 begnügt, fo fommt (1 +k)«a«=0,24, 
faft berjelbe SaSert^. SEBottte man bie tateinifd^en Äjen benfi^en, fo 
mad^t ba§ ^obuct a*b* bie 9ied^nung etiuag njeitläufiger. 

Siotürtid^ fönnen wir bie fjormel oud^ auf ganj fd^iefe Äjen an^ 
wenben, wie fie SRaumann eingefül^rt l^ot. ^. ö. ftoffd^arow (SRat. 
2Riner. ^ujianbs 1867 V. 129) folgt Slaumonn , unb t)at ba^er jwar bie 
Äfenbenennung gänjiidö mit ber SBei^'fd^en üertaufc^t: 
a : b : c = 1 : 1,1857 : 1,80058, y = G3M6' 46'' entfprid^t unferm 
c : A : b = 1 : 1,186 : 1,8 , « = 26« 3' 14", 
aUein er fefet bod^ bie §auptaje a = c = i , wobei eine unmittelbare 
SSergteid^ung mit ben unfrtgen ermöglid^t wirb, wä^renb §r. $ßrof. 
SRaumcinn bie „ Älinobiagonale " b (a SBeig) = i fe|t. SBoHen wir 
ie|t mit ben Äoffd^arow'fd^en 3)atcn benfelben SBinfel n/n berechnen, 
fo §at 

. ,, Ab ab 

n = c:<xA:ib = c:-:- = c:^-^:2, 

e3 mu& alfo in ben gormein iw = unb y = 2 gefe|t werben, folglid^ 
_ _ a'b'+k^b^— 4a^ _ i+k^g«— 4/?^ _ 0,00438 

^^^"""a«b« + k«bH4a2"" l+kV+4/J2*" 2,4719 ' 
Um k unb a ju beftimmen, mad^en wir und einen Keinen ^lufrife in 

ber aWebianebene : barin gel^t t)orn 
t = c : ooA : oob , Uttb fd^neibet 
äfe c unter bem SQSinfel 63 . 57, 
folgtid^ beträgt 
j^^ « = 90« — 63« 57' = 26« 3'. . 

2)araug ergibt fid^ 

k = A . sin 26.3 = 0,52 unb a = A . cos 26 . 3 = 1,065 

L . L = « : /» = Vo;882 : Vo,308 = 0,939 : 0,555. 
ab 
SRit »enufeung ber griec^ifd^en «jen fommt man burd^ abgclürite 
SRuItipIication o^ne Sogarit^men ju bem 3ai|Ienbru^, weldjer 
— 1 cos = 7,25611 ... 89« 53' 48" 'gibt, 

alfo etwa 90« 6' über P. 

A b . . .. X A' b 
SSerbinbet fic^ eine t)orbere gtäc^e - : - mit einer Ämtern — : -, 

fo mu| für gfelbf^)att) ^inten — k unb wtxt + k gefegt werben, wir 
l^aben bal^er 



T£ 
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- 1 + (fijhk)_{,4, - k)ft« + yy,ß^ __ 

cos Cd - ^j ^ ^^ ^ k)«a« + v^ß^ Vl+{fi, — kya^ + v,*ß^' . 
Püiit Wxnttl liegen in ben ffiiogonatjonen ber ©d^iefcnbftäc^e, 

ba bie äRebionebenc M bie Äonten fäntmtli^er ^oare ^öKiiren mu^. 

gttr biefen fjatt tt)irb bie jtocite gläd^e 

ooa : Ob = ^ : — b. % fi, == 0, v, = oo, fotgtid^ 

a^b«+(^k) (0+k)b«+yooa^ 

cos ^w -- v/a»b« +(^±k)V + v"a« \/a«b «+(0±k)«b^+"5^V 
= ya« : V^a«b«+Ou + k)«b«+v«a« V/ä« 
= va : V/a2bH(iM±k)*b»+i'V 
= >/» : Vi + {fi±kya^ + v^ß\ 
SBoÜten toi'r bamod^ ntit aSei^jc^ en ggen unfern l^alben SSinM n/n 
red^nen, fo tt)äre cos M/n = 4/S : V^l + 0" ± k)V + I6ß*. 

aSefcnttid^ ift gegenüber obiger Slec^nung ber Sortl^eil ntd^t. §ätte 
id^ leinten ben J^olben SBinfel öon o/o, fo tü&xe 

cos M/o = 2/? : V^l + (1 — k)*a' + 4/J« etc. 
Sanlen finb öon k unabpngig, benn fic gelten ber Slfc c |)araM, 
unb es loirb 

T = A : b : ooc = a : b : ooc, 
ba öon il^r ja bie Sänge ber ©ilfSoEe a abl^ängt, bie fenfred^t gegen c 
ftel^t. 3Ran lann bal^er alle ©fiulen auf bie fjorm 

b ab 

a : — : ooc = — : : c 

V oo y . oo 

^j^ bringen, i^re ©ectionglinie burd^ i>tn SRittelpunft 

'^ *^ legen, unb in ber Äantenf ormel be8 2gticbrigen ©Aftern« 
pag. 316 
^ ^ = ^, = oo;y = Hh oov, v, = + ooy 

'^^ ' fcfeen, um fofort ganj allgemein für alle ©äulentt)ittfel 
in Slje a ju belommen: . 

a'b* + oo'b* — y'oo'a» 

cos w = ■^, 4. <x)«b» + 00 Va« VaV + oo*b* + ooVV 
_ b' — y'a» ^ «' + vT 
. ""b' + vV a* + vT' 
&m für y = 1 b. ^. für T = a : b : ooc 

Tj« a* 

^'^ = FT!" 
ttjorauf toir oben pag. 321 fd^on ^inwiefen. Sic »equemtid^feit biefer 
gormel f)at übrigen» fd^on lange tjor ©aibinger ber fd^arffinnige Sern* 
l^arbi (©eitlen, gourn. ^em, fpi^^f. 2Äin. 1808 »b. 5 pag. 497) nad^getoiefen. 
S)a M auc^ bie ©aulentofnfel l^albirt, fo betoffett toir ^u =. 00 unb 
V = ± oov, unb fütiren bie SQSert^e ber ^atbirungSflöd^e 
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a b 
M = 00a : Ob = - : — b. ft. /u, = unb v, = 00 
00 ^ '^ 

ein, fo tOTtttnt 

aV+(Qo-tk) (O±k )b «+oo'ya' 

^^^ ^"^ ^ VaV+(oo± k)V+ooW VaV+(0 +k)V+ooV 
= 0+0+va«: V^O+b*+yV V^O+O+a* 
ya vß a 

Slatüriid^ laffen fid^ fold^ einfädle gormetn aud^ unmittetbar au8 bem 
S)rciedtc MTb ableiten, ba Sinie T = V^a" + b* unb M = a == cos 401 
ift, fo toirb 

M a 

cos 4W = rn = / 

a 
6ben f leidet ergeben ftd^ bic Steigungen ber ©d^icfenbfläd^e —rr ' 00b 

gegen c = 1, nemlid^ 

/i + k 

cos = . ~ 

>/a« + (/i+k)*- 

@ud^c id^ bagcgen bie Steigung jn^eier ©d^iefenbfläd^en gegen einanber, 

{0 fc^eint e^ bequemer, fie aus ber aQgemeitten formet abju(eiten. @S 

ift bann, toenn bic gtäd^en auf einer Seite liegen 

/u = /u "t k, ju, = /u, + k ; v =; v, = 0, gibt 

aV + (jU+k)(Ai, + k)b« + 

^^^ "'!" V^a'b' + (^ + k)V + VaV + (/i,+ k )«bM^ 

= a« + {fi±k) (/u, + k) : Va«+ (/i + kp V/a« + (iU, + k)\ 
@ibt für bie Steigung P = a : c : 00b gegen x = a' : c : 00b 
cos P/x = a'-Kl+t)(l-k) 

Va« + (1 + k)' V^a* + (1 — k)« ' 
für bie $Keigung ber ©d^iefenbfläd^c gegen 

k = a : 00b : 00c = — : b : c 

00 

toirb fi, = 00, gibt 

cos P/k = . unb cos x/k = 



V^a« + (1 + k)» V^a« + (1 — k)' 

Wie toir öor^in fd^on fanben. 

a b 
gür bie Steigung ber ©d^iefenbpd^en - : - gegen bie ©äule 

T" ab 

= a : b : 00c = — : — : c 

00 00 

toirb V = 0; fi, =zv, = 00, gibt 
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aV + (|M±k)oob' + O.oo 

*^°^ '^ ^ V/aV+(^ + kpP+Q Vä«b« + ( oo±k)V T"öoV 
= (A<±k)b* : V ^aV + (^+k )'b ' V^b' + a» 
= Oi+k)b : Va« + (fi+k)* V^TfV. 
daraus folgt bann fofort 

(1 + k)b 



öorn cos P/T = 



Va* + (1 + k)» y/a' + b«' • 

— k)b 
^mtm cos x/T = ^^^====1-^^^=^. 

gür k = gclongcn tpir immer, ju ben cntfpred^cnbcn gormcln beg 
ätpeiglicbrigcn ©^ftcmS, fo ba% man eine gormcl burd^ btc anberc 
controlircn !ann. 

Um bic ÄEcncIcmcnte abk ju bcftimmen, muffen brei SBinfel co w, m 
gemeffen fein, können mx baju einfädle gormein ermitteln, fo laffen 
fid^ bie Slfen bequem finben. Siäl^men n)ir j. S3. beim getbfpatl^ 

1) cos 0) = y/^^^^ = ö9<» 24' (^olber ©äulentoinfcl T/T), 

1+k 

2) cos m= y/ 8 . Q . fc\ ^ = 63^ 53' (Supplement t)on P/k), 

3) cosa;,= y/^V + ( 1 + k)'b^ T!l^"'^^' ^' ^^^^^^^ ^^"^^^ ^^''^^ 
fo finbet fid^ au§ (1) cos a>«(a* + b») = a'^ 

b* cos ft>* = a* (1 — cos o)*) = a* sin w« 
a = b ctg öl ; 
QUg (2) cos cüo*[a* + (1 + k)»] = (1 + k)* 

cos wo* a" = (1 + k)' (1 — cos wo') = (1 + k)* sin wo* 
1 + k = a ctg wo = b ctg w . cotg wo. 
Siefeg in (3) gefegt, folgt fofort 

cos w,'(a*b» + (1 + k)V + 16a«) = 16a* 
b* cos w,» [a* + (1 + k)*] = I6a*(l — cos w,*) == 16a* sin w,^ 
b* cos w,* [a* + a* ctg wj] = 16a* sin w,*, ober 

b = 4 tg w, V; ?- , 

^ V 1 + ctg wg ' 

4tgw / 1 

a = -r^ — V t—-^ — I ö = b ctg w, 

tg w V 1 + ctg wg » 

1 + k = _Afa_x/ 1_^ = actgwo, 
tg w tg wo V 1 4- ctg wj ^ ' 

SluöbrüdCe, bie n^egen be8 gemcinfamen gactor^ 4 tg co, y — ^ 

fid^ leidet bered^nen laffen. . 



Digitized by 



Google 



atoeiunbelnßltebrifle« ©tjftetn: ^ngcnt^nfo;cmein. 335 

63 . 53 1 ctg wj = 9,38084 . . . Dum. 0,2403 
l 1,2403 = 0,09354 
9,90646 
1 V^ = 9,95323 
45 . 3 1 tg w, = 0,00075 
1 4 = 0,60206 
V 1 b = 10,55604 . . . 3,598 = b 
59 . 24 1 ctg i tf =^ 9,77188 

la = 10,32792 . . . 2,127 = a 
63 . 53 1 ctg m = 9,69042 

1 (1 + k) = 10,01834 . . . 1,043 = 1 + k 

WeißT4)e «angentenforweln. 

^ier muB t)or aOent (au§cr bcr gfläc^e -^ : -)nod^ber3onen^ 

Ab. 
punft jür ©prad^e lontmcn, ttjeld^cn ein ©tra^l 9^ = ^5 - + - tu 

bcr flegen c rcd^ttoinflid^cn «Ecnebcnc aQb mad^t. Um t)on ber einfad^en 
äbbition SRitfecn jic^en ju f önncn , nennen toir 
jcfet in bcr jc^iefen Sbenc ben ^nnft P nid^t 

mA + nb, fonbcrn ^ + ^- SJcrbinbcn wir P 

mit c, fo treffe bcr ©tra^I bie red)ttotn«id^e 

ebene in P, = - + -. ©erfelbe mufe ber 
X y 
_j^_^^^^ , "** 2)ur^fd^nitt t)on ben gtöd^en 

^^'^^^^" " - : oob : c nnb - : ooA : c 

m n 

fein, ttjcld^e in bcr red^tttjintlid^en ebene ben 
angbrud 




T iv 



a b . a b 
nnb 



m±k * + k'n 

erbalten. SQ3ir burfen ba^er in ber äonenpunftformel pag. 188 nnr 

^ = m + k, V = 0; A^, = ± k, v/ = n 
fe^en, um fofort ju ben Schnitten ber rec^tnjinllic^en Stjen 

(n-0)a:[(in±k)+k]b:n(m±k)c=^^:^^j^:c 
jtt gelangen. SBoHen wir jefet bie Siöiforcnform beg 3onenpunfteg 

- + - beibebatten, fo bürfen wir nur in ber Sangentenformel (7) 
m n • 

P^g-21^ ^, n(m±k) 
AI = i"±t; m = m±k, n = — 

fe|en, unb befommen 



Digitized by 



Google 



336 3h>^iw«^emgriebri0e« ©^pem: 2:ongcntenfotmern. 

ab v/(mik)^^^5^^ 



tg= ^ °^ 



(m±k)(^k)b«-5^^|^>^' 



1) tg = ab V^(m±k)»ii« + n«a»+m«b» : mOu±k)b*-iira* (Äantc). 

©iltig für gfläc^c ^ : ^ unb 3onenpunft - + -. 

@o ^abc iä) jcincr 3cit (^ogg. 2lnn. 1835 93b. 34 pag. 658) bic gormel 
jucrft aufgeftcüt. Um iebod^ ha^ SReciprofc bcffer l^ert)orl^eben gu fönnen, 
jog id^ cg fpäter t)or, bcn gonenpuntt mA + nb ju bcgeid^nen. a)ann 
mfiffcn toir in bcrfclben gormcl (7) 

, , 1 m 

^ = ^ + k ; m = , , , n = -7 — :rT\ 
'^ "^ - m + k' n(m + k) 

fe|cn, um 

2) tg = aby 1^' +m»a»+ii»b^ : Ou±k)nb«— ma« (Äatlte), 

Ab 
giftig für gläd^c - : - unb 3onenpunft mA + nb, 

JU er^afteu. gür k = ge^t ber ^Tu^brucf fofort iu gormcl (5) 
pag. 213 über. S)er Siöifor m + k ift in biejcm gaüc ctoaä un^ 
bequem. Sie lejicDgrap^ifc^e Drbnung ber lateinijc^eu Sud^ftaben jeigt 
ung fofort bie SKuItipIicatorenform beS S^uenpunfteg gegenüber ber 

tjorigen ^Jormel. S)urd^ S)it)ifion mit a*b* unb ©efeen t)on -^ = a^ 

a 

- = /J8, fönnen »ir jtoar bie gorm mit gried^ifd^en Slfen 

^^ *8 = V(^+^« + ^^'^^ + ''''''• ^^^ '')''''' ~ •''"'^' 

fofort J^infteüen, aber ben S)it)ijor bringen tt)ir bamit nidE|t toeg. ©benfo 

tt)enig toirb bie gormel (1) burd^ gried^ijd^e Sljen 

4) tg = V^(m±k)%«a«/J2 + m*a« + n«/J« : (^±k)ma* — nv/J« 

erlei^tert. 

Sei ber SRed^nung t^un wir ganj, ate l^ätten ttjir red^ttpinflid^e 
Stjen, nur finb babei bie SSorgeidEien t)on k t)orn unb leinten gel^prig 
}U bebenfen : + im ftumpfen, — im jd^arfen Stjentt^infel a/c. 

^elkf^tli. Siagoitaljonen liaben t)orn + k unb t)inten — k. 
®ie Äonten aßer ^ßaare in ber Slje a toerben burd^ bie SÄittelpunftä* 
ebene M l^olbirt. ©ud^en ttjir bal^er nad^ gormel (1) auf ber SSorber== 

feite bie l^albe SKebianlante ber glädEien ^ , : -, bie bur<l^ ben S)ia* 

A b > 
gouAljonenpunft - -\ — gelten, fo liaben »ir nur m = iu unb n = 00 

JU fefeen, unb erlangen 
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tg = ab V'oo* (^ + k)« + oo^a« + /i»b* : ^(^ + k)b* — ooya« 
tg = — V^(^ + k)* +ir* (ißorbetfette), 



tg = ^ VO« - k)» + a« (^interfcite). 



@e|en »ir barin k = 0, |o fommen bte »orbern unb ^intern enbfotiten 
ber fR^ombenoftoeber pag. 324, bie einonber glri^ finb. ®arna(^ 
ift nun: 

M/n = ~ V(i + k)* + a«, 

M/o =. i^ V^(l — k)» + a«. 

3n äffe b l^ot ber »otbere 2f)eil ber ©eitenfante + k, ber Wintere — k; 
ffir bie giöc^en gegen bie äRittetpunftgebene (Ouerfläc^e) 

k = a : 00b : 00c = — : b : c 

00 

A b 
liegt ber Sonenpunft — +_ in ber ©ettenoEe b, »ir ^aben 

b al^er n = y unb m = 00 ju fe|en, gibt 
tg = ab Vv' . 00* +7V + 00 V: oo(^±k)b« — r^a*, olfo 

gibt für k/n = 7^^^ Vi6+b« . . . 108" 8'. 
(1+k)d 

hinten tg = ^— V^^+h^ 

gibt für k/o = tt—Vü: V^4+b^ . . . 111« 28'. 
(1— k)b 

SJurd^ bie gemcinfamen gactoren toirb auc§ ^ier wiebcr bie SDoppel^ 

rcd^nung für bie einfädle ^ante tücfentlid^ erleichtert S)ag einführen 

ber reciprofen Stjen aß f)at feinen SBertt). 

2)ie Steigung einer giäd^e gegen: «je c finben n)ir immer am 

beftcn auf bie alte SSäei&'fc^e Söeife burc^ gäßen eineg ^ßerpenbifel^ auf 

a b 
bie ©ectionSlinie — r-r : -, tneldöeg 

ab . . 

ift, unb ba c = 1 ben cos. bilbet, fo tommt 

sin : cos = tg = ab : V(^ + k)^b* + v^a^ 

D u e n ft e b t , Är^ftaCoßra^jl^ic. 22 
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A b 
gür bic Sleigung ber Sdjiefttikpdieit - : - gegen Slje c tuirb barin 

" 1/ 

nur y = 0, eg !ommt bonn fogleid^ 

»orn tg = ^^, hinten tg = ~^. 

b A b a 
gür bic feitlid^en gläd^cn - • q = ~ • oTT' ^^^*^ /i = 0, e^ fommt 

bann bic minber einfädle gormel^ . 

tg = ab : V^kVT~i^^ 
wegen beg QuabratS ift fie t)on + unabl^ängig. 

A b 
' ^ant(tt}otieit - + — [inb nid^t me^r fo öort^eit^aft, toeil ^mx 

n = m wirb, oljo bie allgemeine gormel in bie einfad^ere 

tg = ab V^(m + k)» + a« + b« : (^ + k)b2 — va* 
übergel^t, aber bamit bag läftige k nid^t befcitigt tpirb. (S§ liegen borin 
bie 9leigunggtt)infel ber glädien gegen bie @äule T. 5Der einfadjfte 
gaU ift bie Steigung ber ©d^iefenbfläi^en P nnb x gegen T, wir ^aben ba 

ju fefeen, unb erl^alten bann 

t)orn P/T tg = a V (l + k)» + a^ + b ^ : (1 + k)b, 
hinten x/T tg = a V(l — k)» + a* + b« : (l — k)b. 

SRnr bic ©äulen a : - : c»c ftnb t)on k unabl^ängig. Senn ic^ 

l^abe für i^re Steigung gegen M = b : ooa : ooc 

b , b 
sm : cos = — : a, tg = — , 

V ' ^ ra 

bog gibt für T = a : b : ooc, tg = -. 

a 

XaiiBente be8 ftattjeii föittlelS ergibt fid^ itoax leidet. SDenn id^ 

barf pag. 212 in gormel (4) nur fi = {f4±k) unb iw, = 0^, ± k) 

je^en, fo fommt fofort 

^ ~ V/[(iu±kK-(^,+k)v]2ft2/9H (/i-/i,)^«H (v-i',)*/J*- 
©ud^en wir bamit j. S8. ben SBinfel n/o, fo wirb 
für n . . . iu = — (1 + k), v = 4 ; für o . . . fi, = (1 — k), v, == 2, 
^ ctg=— (1 + k) (l—kK+ 8/^^ +1 : V^(^+2k)V /?H4(«»+/?^). 
= — 0,2204 +. 0,6176 + 1 : V0,5962 + 1,192, gibt 13G<^ 16'. 
SlÜein e§ ift ba§ feine§weg§ fürjer, ate wenn wir un^ ben SBinfel 
n/o in jwei T/o unb T/n jerlegen, bie leinten in ber Äantengone m=n=3 
liegen. Salier l^aben wir in obiger Äantenjonenformel nur 

m = m — k = 3—0,043 = 2,957 
ju jefecn, um ben gemeinjamen 
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sm=ab V^(2,957)«+a«+b*=V^a»b2[(2,957)«+a* + b*]..lsin= 1,59345 
ju bcfommcn. gür cos l^abcn tpir 

bei o . . . /i = 1 — k, V = 2 ; bei n . . . ^ == — (1 — k), y = 4 
gibt cos o = (1 — k)b* — 2a* = 3,334 ... 85 . 8 1 c os =0,52296 . 

ltgT/o= 1,07049 
cos n = — (1 + k)b» + 4a* = 31,62 2 ... 51 .9 1 c os =1,49999 

n/o 136® 17' 1 tg T/n= 0,09346 
^?ei Unbefannte abk finb ju beftimmcn. 3c nad^bem man bie 
SBinIcI beim 3Reffcn to&f)Un lann, wirb bie ©ad^e leidster ober fc^tperer. 
SBiQ id^ ol^ne §ilfe t)on fpprifd^er Trigonometrie pag. 85 auf alge^ 
braifd^em SBege öerfal^ren, fo itc^me man jn^ei möglid^ft einfädle gläd^en 
au3 ber Äantenjonenlinie, j. 85. öom in ber erften ftantengone 
P/T = tg w = ab V (l + k)* + a* + b « : (1 + k)b* unb 
o/T = tg cu,= ab V^(l -f k)* + a« + b* : (1 — k)b» — 2a», 
bann bit)ibiren fi^ bie SBurjelgrölen ttjeg, unb wir befommen 
tgoi, ^ (1 — k)b* — 2a» ^ 1 — k _ 2 a » 
tg w "" (1 + k)b« "" 1 + k 1 + k • b«' 
Ratten toir au8 ber jWeiten Santenjone y/T leinten gewählt, fo fäme 
y/T = tg w = ab V '(3 — k)* + a« + b « : (3 — k)b* unb 
o/T = tg üi,= ab V'(3 — k)* + a* + b* : (1 — k)b« — 2a« 
tg itf; _ (1 — k)b« — 2a« ^ 1 — k 2 a« 

tg w "" (3 — k)b« ~ 3 — k 3 — k ' b*' 

Kennen wir ben l^alben ©äutenwinlel T/M = wo , ^ = ctg oio , f 

fommen wir in allen göQen für bie Söeftimmung t)on k auf eine ®Iei*» 
d^ung erften ®rabe8, im erften gaUe auf 

tgw, 1— k 2 , ^ 

%-c. = rTk-rTk^'«^J 

(1 + k)*? '^' — l + k = - 2 ctg iol 

tg CO, + k tg w, — tg w + k tg ö) = — 2 tg CO ctg (Ol 
k(tgw + tgcci,) = tgcü — 2 tgcütgwj— tgw, 

^ _ tg ctf (1 — 2 tg (ül) — tg Ol, 
tg ct> + tg w, 

*8- = b(rT¥)/(^-^^'^>' + ^' + *'' 

tg««= ^-5 + ^,,(1 '^ t)« + (1 + k)« 
(1 + k)* (tgw* — ctg tal) = a«(ctg wj + 1) 
(l+k)Mtga>»-ctgK) ^ ^, - ^, _ ^.^'tgiol 
ctg wj + 1 

22» 
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SBä^Ien wir gläd^cn au^ bcn 3)iagonaIjoncn bcr ©d^iefcnbffäd^en , fo 
iicfimen toir am einfac^ften glcid^ bic ©äule l^inju: 

1. M/T . . . tg cü = -. 

2. M/n . . . tg w, = ^ V(l + k)« + a^. 

3. M/o . . . tg ft» = ;^ \/(l — k)»'+"ä«. 

Qtoax fönnten toir burd^ 3)iüifton öon 2 burd^ 3 fofort 

^, _ (1 +k)Hgco;-4(l-k)^tgc o,^ 
4 tg CO,« — tg co; 
finben. Slber e2 ift beffer, xoix bcftimmen k burd^ 2)it)ifion öon 2 
mit 1, unb 3 mit l, bann crl^alten toit mit SBegfd^affttng bcr SQäurjeln 

SSoraug fofort burd^ ©ubtraction beg obern öom untern 

letgft),' — 4tga;; 

tg Ctf^ 

t = 4 tg Ol,« — tg ctf« 
tgw« 
folgt (§b]&. 3Rtncror. 1855 pag. 60). S)ie SBal^t bcr einfac^ftcn gläd^en^^ 
formcin ift ©äulc 

M/t. . .tgw = -; P/k. ..tgcü, = ^--^;x/k...tg«o== j--^. 

3)araug folgt fogleid^ 

a = tg w, (1 + k) = tg wo (1 — k) 

tg w, + k tg 0), = tg loo — k tg wo 
k tg w, + k tg wo = tg wo — tg w, 
^ ^ tg wo — tg (o, 
tg wo + tg w/ 
3)cr ftumpfe SBinfcI bcr Sljcn Ac liegt bei einem + k immer auf bcr 
©cite \>t^ erften, bei einem negativen auf bcr ©eile be§ jtt)eiten ©lieber. 
3m erftern gaQe ift bcr SluäbrudE für k pofitit) , liegt alfo xok tg w„ 
b. 1^. auf bcr ©eite öon n; im ätüciten gaßc ift k negatiö, liegt alfo 
ttiic baS jttjcitc ©lieb tg w„ b .1^. tüte P. SlÜe biefe Slcd^nungcn gc^en 
otinc trigonometrifd^c SBctfad^tungcn öor fid^, unb finb lebiglid^ ein 
Slu^flug bcr gormein. 

a)a aber bic 2 + iglicbrigcn tr^ftaßf^ftcme bitatcrat finb, fo gibt 
bic aKcbiancbcnc M =' b : ooa : ooc red^tn)inflid^c förpcrlic^c 2)rciedEe, 
bic burd^ jtoci SBinfcI beftimmt finb. $abc i(| bal^cr irgcnb einen 
mcbianen aBinfel (T/T, n/n, o/o etc.) gcmcffcn, fo fann id^ mit §ilfe 
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eines Bilateralen SBinfete (P/T, x/T etc.) bie ©eitc ber SRebianebene M 

finben. ©S ift 5. 83. beim Selbjpat^ i* 2)retecfe MPT «ante 

P/T = 67 .44 unb M/T = 59 . 24 = yo, fo folgt 

,^ cos 67 .44 ^Q Ko k <; 

cos M = -; — 777—^-7 = 63 . 53 = cp, b. 6. 

sin 59 .24 ^r» -? 

bie ©d^iefenbflod^e P ift gegen Slfe c 63® 53' geneigt. 

I 6ben fo^ hinten. 

,,, cos 69 . 20 r,r> sn s. c 

cos M' = - — ^-r— TT = 65 . 47 = cp,, b. b. 

sm 59.24 ^" ^ 

bie l^intere ©egenfläd^e x ift gegen %it c 65® 47' geneigt. SÄittelft ber 
SSicrjonenförper*^^^»^^^^ P^'g- Ö9 folgt bann 

t^ = -7 ^ — i — = 91 . 10 = w, b. b. 

ctg 9, — ctg 9 

STje A mad^t t)om gegen c 91® 10' ober a/c = 1® 10'. Daran» finbet 

ftd^ bann 

a :;= tg y, k = a tg w, b = a tg yo, 

offenbar ber einfadEierc SBeg jur Sered^nung. 2)enn tooUten toir mit 

ben brei SSSinfeln 

P/T . . . tg, = I \/(l + k)^ + a« + b« : (1 + k), 
x/T . . . tgo = ^ V(l — k)« + a» + b« : (1 — k), 

M/T . . ctg = ^, 

atgebraifd^ öerfal^ren, fo müßten toir, nm k jn enttoidCetn, bie britte in 
bie beiben erften fefeen nnb qnabriren, fo fäme 
tg,«(l + k)«=ctg»[(l+k)^+a«+^T 
tgJ(l-k)2=ctg«[(l-k)«+aHb«] 
ctg«(a^+bO=tg,^(l + k)^-ctg2(l+k)«=tg2(l -k)^-ctg^(l -ky 
(1 +kH2k) (tg,«^ctg2) = (l+k«-2k) (tg?-ctg«) 
k'(tg,^-tg?) + 2k(tg,« + tgj-2ctg«)=tgj-tg/ 

k^ + 2k ^g-' + Y^ - f ^^g' + 1 = = k« + k2P + 1, 

gibt k = — P + V/P2 — l = 0,043. 

SKan bringt alfo bie ©ad^e and^ jn ©tanbe, aber tocitlänfiger. 

S)ie_@ettett enttoidfeln fid^ ebenfattS elegant cm ber tantenformel, 

a b 
wenn man ben 3ottenpnnft nid^t ma + nb fonbern — + - fe|t. 3)ie 

jtoeigt. ©ofinuSformel (1) pag. 316 gel^t bann Ab er in 
a* b* / 

+ cos Ctf = 1 + — + ZT- '" V 



1 + 



m* 



J^ 



1 + — j+ -1- 



i + ^ + ii 

mm, nn, 

A b 

eincSonenaje c; - + -, toeld^c ton c nod^ ber fd^iefen ebene 
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ge^t, mad^t mä) pag. 335 in ber red^ttoinfttd^en @benc ben B^^ncn** 

pnntt — ^ + ."\| V ®^6^^ ^i^ 
^ m + k n(m + k) * 

.1 11. n(m + k) n,(m,+k) 

"■ mm, 

unb fd^affcn bic SBrüd^c tpcg, fa fommt 

(m+k) (my+k)nD; + mmfb^ + im,a^ 

""^^^^^ VÖm±k)«nHm«b«+¥V V(m,lk)«n,Hm,«b«l^,V- 

Ab "Ab 
©ilttg für bic Boncnöunfte - + - unb — + -. 
^ ' -v^ r m n m, n, 

A b 
»eifert, ijclbfpat^ y = - : - gcfit bur^ bie ^onenpunftc 

Ab .Ab' 
3+3 "^S- + 3-' 
jtoifd^cn beiben nad^ biefcn ^ßunften gcl^enben Qontmitn liegt bcr SBinfet 
unten an ber @pi|c. 2)al^er 

m = n = m, ==^ 3 unb n, = — 3, gibt 
_ — (3— k»9 + 9b»— 9a^ _ — (3— k)Hb^— a» 
^^® - 9{3-k)«+9b* + 9a« ~ (3— k)« + b» + a» 

" 26;222"-^^-^®- 
®8 ift baö ber SBinfel an ber ©pifee, ttjeld^er fid^ im Är^flaß nad^ 
unten fe^rt. 3"^ ^tobe jucken ttjir bie SBinfel an ber SSafiS be« gleid^^ 
jd^euHic^en ©reiedfg, toorin bei gleid^en 

n =. m = m, = 3, - = oo = ~ M t 

folglid^ n, = gejefet tt)erben mn% baS gibt 

+ 9bH0 / b« 

^^«= v^9(3_k)«+9b» + 9a« V^9b« = V (3 _k)« + bHa«"^^-^^-^^' 
2.45^21' + 89<^ 18' =: 180^ 
SDie Sattgeitteuformelti mad^en fid^ aud^ l^ier tpieber ettoa^ ein^^ 
fad^er. SBir braud^en ber stDcigliebrigen gorntel (1) pag. 323 nur 
bie gorm 

ctg= V^a»b«+v»aHAi'b» :—^^^ 
° m n 

= mn V/a*b*+v*a*+iU*b* : nm* — m/ib*=(8) pag. 214 

ju geben, unb barin fi = iu±k, m = m + k unb n = ^ — =^ ju 

fc^en, unb fommt fofort 

ctg = (m+k)n V/a*b«+v«aH(iU+k)'b* : nvA^—m{ft±ii)h^ (Seite), 
©u^en toir jefet ben ©eitentoinfel an ber untern ©pi|e üon y, fo ift 
m = n = ^ = 3 unb v = 0, gibt 
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^ (3^k)3 V^a»bH0 + (3-:::kpP __ / a» + (3^k)« ^ 
''^^■" o + 3(3~k)b* ~V b« -44 ÖH 

ober 89® 18', toic oben; toa^ bcbeutcnb einfädlet ift, al§ mit ber ©0* 
finugformel. 

S)ic ÄtiBri|iroieetioii in bcr SBcig^fd^cn ©tellung bcg gclbfpat^eg 
toeid^t, fofern tüir c : ooA : 00b ate ^rojectionStrcig nehmen, hinten fo 
untoejcntlid^ bon t)orn ab, ba§ tüir aucl§ l^ier gaitj nac§ bcr 9lcgel be§ 
3ti)eig(iebrigen pag. 327 bic gigur cnttüerfcn fönnen. 2ßir bürfen unö 
bobei über einen error insensibilis ^inn)egfe|cn, unb bie SQBeife'jd^cn Sljen 
a : b : c = Vl3: V sTu : Vs = Vi^ : VlS : l =^ 2,08 : 3,6 : 1. 
a : /? : c = V/^^ : V^ZZ: Vi = V^^ : V^: 1 = 0,48 : 0,28 : 1. 
jnr ©runblage nehmen. 3ft, tt)ie immer, ber SlabiuS beS ^rojectionS- 
freifeg = 1 , f lägt fid^ leidet bie ©röfee öon a unb b conftmiren, 
inbem toir 13 in 2^+3* gerfegen, ein red^tminflid^e^ S)reiedE mit itn 
Äattjeten 2 unb 3 mad^en, fo gibt bie ^^potenufe == Vl3 == b. 3)a 
(0,58)2 = 0,33...=-! jp^ jj, jjjjj.| {^ ^^^ ^gjjg^. anbemfelben S)reierfe 

2 unb reid^Iid^ 4 mad^en, um foglei^ mit bem ßirfel a = Vii ab* 
nel^men ju fönnen. gie^e id^ bann t)om 9KitteIpun!te ^erpenbifet auf 
bie Sinie c : a unb c : b , fo geben bie mir in ber obern ^rojection^* 
ebene a unb ß. 3)od^ t>a eg nid^t fo genau auf bie Simenfionen bei 
ber giguranlage anfommt, fo fann id^ aud^ a = 0,48 !napp i unb 
ß == 0,28 reid|lid^ i nel^men. SBiC i^ hM meffen, fo ift bcr »iabiuS 
unfereg SJreifeg tab. 3 fig. 5 36 mm, folglid^ 

a : /? : c = 48 : 28 : 100 = 171 : 10 : 36. 
Sd^ ^abe ba^cr für bie ©ecttongfreife Blog «—17-J- mm unb /?=10 mm 
ju mad^en, unb lann bann fofort mit r = V^l+a* bic Äreifc P unb 
X, unb mit r = VT+p bie.Äreife g jiel^en. S)urd^ bie cingefcfeten 
ßonenpunite g/P unb g/x finb bie SRabien ber ©äule T/T beftimmt, 
toeld^e auf bem ^rojection^freife einen Sogen bon 120® abfc^neiben, 
toorin ju gleid^er geit eine Gon trolc für bie Sitd^tigfeit ber ©intl^cilung 
liegt. SRabiug r = V(3a)*+1 gibt mir Ärei§ y = c : -Ja' : 00b , unb 
r = V^(5a,)*+ 1 ben fireig t = c : 4a : 00b. gür ba^ Wintere ?ßaar 
o = a' : 4b : c mufe id^ dorn ben aRittelpunft in a+ 2ß fud^cn, Wag 
burd^ ©erlagen bon gwci Greifen fofort auggefül^rt ift. ®im fo leidet 
finbe id^ üorn n = a : {b : c , inbem id^ leinten ben SWittelpunft beg 
ÄreifeS in a* + 4ß fud^e. S)ie Greife ber feltenen gläd^en m = ^a : 4b 

a b 

finb hinten mit 3« + 2/9 gegeben. Äurj eine gläd^c - : - l^at für 

i^ren ©ectiongfreiS ben SÄittelpunft /ua, + vß, ganj toic im regulären 
©^fteme pag. 139 gezeigt ttmrbe. S)a bie einleiten bon a unb ß Hein 
finb, fo laffen fid^ bie aWittelpunfte anwerft bequem finben, unb bie 
Äreigprojection ift faft mit berfeI6en ©d^neßiglcit unb Seid^tigleit au8» 



Digitized by 



Google 



344 3tv^«tt«bcitt0Uebnöe§ ©Aftern: ^u^eipxoiectlon, 

geführt, toic eine Sinearfigur, unb babet ift ftc entfd^icben compenbiöfer 

unb abgejd^Ioffcner, toie eine SSergleid^ung mit ber Sinearfigur pag. 186 

jeigt. S^atnenttic^ fomtnen babei äße gonen jum SSorfd^ein. @o bilbcn 

tjorn nsg eine S^^^» ^^^ anf bem Sinearbitbe nid^t fielet, toeil man 

fonft bie Sinien ju weit auäbci^nen müfetß,, • ba ber ^ßunft 5a + b 

liegt, tt)ie eine Heine SRed^nnng fofort ergibt. 2)enn eg ift für ben 

redeten t)orbern Quabranten: 

a' , b' , b 

g= -:b, n = a:-, s = a' : -. 

®ibt nad^ ber Sonenpnnftformel pag. 188 . 

!'"«-?' r~-4^ g/n(-4~l)a : (0~l)b : (0-l)c=5a + b. 
s */.^'s= -l7v.^ 6 ^ g/s(6- l)a:(0 + l)b:(0+l)c=5a+b. 

®ie gigur gewährt and^ infofern 3ntereffe, afö ba§ Silb mit einer 
breigliebrigen ^ßrojection groj^e Slel^nlid&feit ^at; nel^men koir ynn atö 
©rnnbrl^omboeber, jo ift ooP ba^ näd^fle ftnmpfere unb wi baS näd^fte 
fd^ärfere Si^omboeber :c. 

Segen tnir bagegen bemjelben Greife ftatt aß bic längern SfdEijen ab 
JU ®runbe, tab. 3 fig. 6, fo fönnen wir ganj in bcrjelben SBeifc eine 
äl^nlid^e gigur entwidfeln, beren ^otienpunfte jefet aber bie gläd^enorte 
werben, alfo bie ^ßole ber ©ectionSf reife finb. 3)a ber ^ßol 90® t)on 
jebem 5ßunfte be§ ©ectionSfreife^ abftel^en unb im ^erpenbifel liegen 
mu§, weld^eS auf bem SWittelpunfte ber @el)ne errid^tet wirb, pag. 138, 
f !ßnnen wir jwar ben Ort jebeg Sireife^ finben, bod^ ift eS erjreulid^, 
aud^ in unferer SRetl^obc ein leidstes felbftftänbige^ SJerfa^ren jU be* 
fi^en. Sffiie wir t)Oxi)m bie f leinen a unb /?, fo legen wir ie|t bie 
großen Sljen a unb b ju ©runbe, weld^e für c = 1 jwar weit über 
ben 5ßroiectiong!rei§ l^inauSfaHen, allein wie wir öorl^in bie Meinen Sljen 
öermel^rten , fo muffen wir jefet bie großen Stjen umgelel^rt burd^ 2;^ei* 
lung öerminbern. Xl^eilen ift jwar nid^t fo bequem, attein ba e§ fid^ 
meift um ^älften, 3)rittel, SBiertel ic. I^anbelt, fo ift aud^ \>a^ leidet 
au^gefül^rt. Qk^tn wir junäd^ft mit ber Sljenein^eit b, weld^e freilid^ 
weit über ben ^rojectionSfrei^ l^inauSfällt , bie Greife g, unb mit ber 
Stjenein^eit a bie Greife P unb x, fo finb Pxgg bie gefud^ten Orte 
ber gtei(§namigen gläd^en. S)ie üier ©urd^fd^nitt^punfte beftimmen mir 
bie Orte ber ©äutenfläd^en TT, bie Sinien feieren ifiren f^arfen SBinfel 
60® nad^ öorn, eg finb ja bie ^erpenbifel, weld^e id^ im aRittelpunfte 
auf bie gleid^namigen ©ectiongfreife ju errid^ten ^abe. S33ie fid^ biefe 
Säule bretjt, fo muffen fid^ aud^ bie übrigen breiten, feitlic^ bei g unb g 
fäUt eg gwar nid^t auf, aber wo^t bei ben gläc^enpolen P unb x, benn 
wo bei ben ©ection^freifen P t)orn lag, ia liegt je^t ber ^ßol P hinten, 
unb umgefel^rt @ection§frei3 x leinten, ^ßol x bagegen öorn. Slu^ l^ier 
lönnen wir gleid^ bie $ßrobe madEien, wir büffen für @ection2frei2 P in 
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tjoriger gigur nut ben ^ol \u6)tn, fo »erben toir flnbcn, baj5 ber ^ßol 

gerabe fo weit t)om SKittelpunfte wegliege, al§ bei unferer ieligen (S.on^ 

' ftruction. 

Snx SBeftimmung ber gläd^norte bebarf t& nur ber „©oorbinaten** 

freife" pag. 158, b. t). fold^er, bcren ©e^ne mit ber ^je b ober a 

ober ben ©ection^finien ber glücken k ober M jujammenfänt §aben 

a' 
wir j. S3, ben Ort t)on y == - : 00b ju beftimmen, fo bürfen »ir nur 

bie Sirf^^fpi|c leinten in ^a' einfe^en, mit ber anbem m6) M greifen 
unb ben SoorbinatenfreiS MyM jiel^en, fo liegt t)orn im ©urd^fd^nittc 

mit ber Äje a ber Ort bon y ; eben fo ftnben tt)ir t = -- : 00b, toenn 

tt)ir bie Si*^frife^ ^^^ in |a einfefeen unb toieber mä) bemfelben M 

greifen, furg jeber gläd^enorte t)on - : 00b, ttjenn toir ben QxxM in - 

einfe|en, unb mit ber anbem mä) M greifen. ®anj in berfelbcn 
SBeife ttjirb Slfe b bel^anbelt. Siegen bagegen bie Orte jtt)ifdE|en ben 
äfen, fo bebarf man im Slßgemeinen jtoeier Soorbinatenfreife, too biefe 
ficj^ fd^neiben, liegt ber gefud^te Sßim!t. ©ud^e id^ ben Ort t)on 

= a' : -, fo ne^me id^ leinten a' in bie Sirt^ffP^fe^ ^^^ Ö^^^f^ ^^^ 

M, um ben 6oorbinatenfrei§ MxM ju jiel^en; bann nel^me idE| ^b linfö 
unb red^tg iinb greife nad^ k, um mit biefem 3?abiug ben gledf auf 
jenem Goorbinatenfreife bemerltid^ ^u mad^cn. SBie in ber obern ^ßro*« 
jectiongebene ber Ort fid^ burd^ jtt)ei Sinien pag. 156 ergab, fo ergibt 
er fid^ jefet burd^ jtoei Äreife. Sft nun fd^on einer ber 3«^nenfreife in 
ber gigur öorl^anben, toie j. 83. ber S)iagonaIjonenIreig wn P, fo fann 
id^ barin bie gläd^en 

h = a : |b, n = a : |b, i = a : j\h 
mit ben fünften |, i, tV i" ^Ije b fofort finben, toenn id^ t)on l^ier 
aug mit bem QixM m6) k greife unb jum gonenfreife l^inbett^ege, ol^ne" 
ben Ärei§ ju gießen. S)ie praltifd^e Siegel ift ba^er, fic§ bie 2)iagotiaI' 
30tien(reif( burd^ P, x, y gu jiel^en, uip- barin bann bie Orte mit einer 
3irfelfpi|e fofort beftimmen ju fönnen. SSon ben SDiagonaljonen fd^reitet 
man wegen be§ gtäc^enreid^tl^um^ ju ben ^antcttjonett : bie erfte Santeu:' 
jone I l^at in ber Sinearprojection ben ^onenpunft a+b, id§ barf alfo 
nur mit ber Slje a um b unb mit ber Slje b um a Streife fd^Iagen, 
too fie fid^ fd^nciben, liegt ber 3RitteIpun!t beS gefuc^ten 3«^nenlreife§ 
TPT, ©erfelbe tritt bem äRittelpunlte na^e, muß ba^er fel^r flad^ fein. 
§ätte man bie gigur mit ©ection^freifen ober ©ection^Iinien nid^t, fo 
würbe man in biefer Sage feine fo fläd^enreid^e ^one TuogPmT t)er^ 
mutigen. S)ie jtoeite Santenjone II hinten mit ben 3^^^"^"^**^^ 
a' b a' b 

- + 5- tnu| aus ber ^ßaraüelogrammedEe mit ben. Seiten ^ unb - ge^^ 
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jogen tocrbcn, ber äugcl^örige Soncnhrci« gel^t butd^ TyondT. S)ie 

a b 
brittc ftantenjonc III l^at öotn bie gonenpunftc - + -r, bcffen ^oncn^ 



frcig buxä) bcn gteid^namigcn aWittelpunft gel^t, unb bie giöd^enortc 
TvsnmtT enthält. SRatürlid^ fann man fo fort ntad^cn, unb ju 

7 '^ f T\^ Ü' Ts'^ Ts f^^^^*^"' ^^^^" Sonenfrcije atte burd^ T 
gc^cn. S)a bie Äantenjonen in ber ©äulc T liegen, jo mjiffen bie 
Sonenfreife bie Stjen unter gleid^en gactoren jd^neiben. Ärei§ I gel^t 
burd^ P unb g, b. I^. burd^ a: ß; ÄreiS II burd^ 3« : 3/?; Srei§ in 
burd^ 5a : 5/9. SBir l^aben nun aber nod^ pd^enreic^e gonen , bie 
meber S)iagonat noc§ Äanteujonen finb, tt)ie bie beiben ßonenpunfte 
3a' + b auf ber §interfeite, tt)oUen toxx biefen fud^en, fo muffen mit 
3a' um b unb mit b um 3a' Äreife gegogen ttjerben, bereu üDur(^fdE|nitt 
ben SKittelpunIt beg gefud^ten ßonenf reifes zvoqgnz liefert. (Stenge 
un§ bie Sinear:proiection nid^t an bie §anb, fo würbe man faum auf 
foid^ 3^^^^^^^^^^ öerf allen, fo aber barf man aud^ bei ber Sugelpro* 
jection nur ben S^xM ergreifen, um bie gigur fofort lel^rreid^ ju mad^en, 
nid^t mit Sied^nung, fonbern mit ©arfteüungen , ttjo bie Siid^tigfeit ber 
einen bie ber anbern controlirt. SRit biefen SRitteln au§gerüftet, fann 
ol^ne einen gröfeern Slpparat üon gormein unb aBintetred^nungen eine 
genaue gigur ^ingettjorfen toerben, bie btm befc^reibenben SKineralogen 
genügt. 

giguren mit gläd^enorten finb bequemer SBeife nid^t fo überlaben, 
afö bie mit ©ectionSfreifen. 

®ie ^rojlectioti auf bie SKebianeiene M = b : ooa : ooc tab. 8 
fig. 1, ttjel^e bem gtoeiten S3Iätterbrud^ entfprid^t, ift für bie befte SBal^I 
ber Sljen t)on SBid^tigfeit. 9iad^ bem Vorgänge öon SKitter fteQt man 
am bequemften bie Orte auf biefer M bar, wobei Slje b in \)zn SKittel* 
:punlt fäüt, unb a unb c ben ^rojectionötreig fd^'neiben. ®o ärntlid^ 

bie Fig. 379 pag. 365 (Brooke-Müler, Elem. Intr. Miner. 1852) aud^ mit 
Äreifen auSgeftattet fein mag, bie äRittelpunttgreil^en geben bod^ in aa' 
bie ©äulengone TMT, in cc' bie*S)iagonaIjone öon P öorn, unb leinten 
in xx' bie S)iagonaljone t)on x, in yy' bie ©iagonaljone üon y an. 
SSon ben Soufufreifen ift nur cuc' wid^tig, weil er ber erften Sauten«* 
Jone P/T entfprid^t, ber jweite aoa' l^at feine Sebeutung, unb man fie^t 
nid^t ein, warum er überljaupt gejogen worben ift. 3mmert|in lol^nt 
aber baS geringe 9lefultat faum ber SRütie, bie gläd^enorte einzutragen, 
©anj anberö Wirb bagegen bie ©ad^e an ber §anb ber Sinearprojection* 
SBeig gab bie red^twinflid^en SRä^erunggasen: 

a:b:c = VlB : VsTU: V% = V^ : 1 : /^ 
= 0,592 : 1 : 0,277 = 59 : 100 : 28. 

a-.ßiy^ v/t; . v/~1 : \/T ^ v/ä: l : VT3. 
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§crr t). Äoffd^atotP gibt bic Slautnann'fd^cn fd^iefcn Äjen, bic tt)ir 
mit großen lateinif^cn SBud^ftaben ABC bejeid^nen tDOÜen: 

A : B : C = 1,186 : 1,8 : 1 = 66 : 100 : 55. 

«ECtttoinfel A'/C = P/k = 63« 56' 46" . . . 64^ 

SBoBcn toir nun bie gläd^en an^ M projiciren, fo ftc^t bie Ducraje 

b = B = 1 fcnfred^t barauf. SBir legen ba^er ba§ fenfred^te Slsem 

freuj ac auf ba8 Rapier, mad^en a = 59 mm unb c = 28 mm , unb 

l^aben bann ba§ nöt^ige 9Ser^äItni§. giel^en tt? ir jjefet im fRed^ted 

cAVb bie diagonale bA' = A' = ^59* + 28* = 65 mm, \o »irb 

a' 
tg A'bc = - = II = 64® 30' , n^eld^e Keinen ?lbtoeidE|ungen auf bic 

' c 

ijigur feinen teefentlid^en @inftu§ l^aben. S)amit ift ba^ Oerüft öoQ* 
enbet, um baffelbe auffüllen ju fönnen, muffen n)ir bie SBeiB'fd^en ober 
Sßaumann'fd^en Qdä)en hnxä) bie (Sin^eit öon b legen, bann ergibt fid^ 
ia^ eine aug bem anbern. 95ci SBeig tjatten 

g = b : c : c»a unb T = a : b : 00c, 
ba§ gibt un^ bie Stjenpunfte öon a unb c. Sei Siaumann t)aben ba== 
gegen biefelben gläd^en 

g = b : A' : iC unb T = A' : b : ooC, 
barauf folgt, ba^ loenn bei beiben Är^ftaHograp^en b = B gefe|t toirb, 
|G === c fein mu|, toä^renb a unb A au^einanber Iiegen,xaber in il^ren 
©inl^eiten aud^ burd^ T gegeben finb. 

Ueber bie Sage t)on Slje b ift man aßgemein einig, aber über bie 
SBal^I t)on a ge^en bie Slnfid^ten au^inanber. SÄan tierttjarf jttjar bie 
alte 2Bei|'fc^e %e c nid^t, aber fiatt ber faft fenfred^ten a fupponirte 
man bie gänjlid^ fd^iefe A», weil biefe ju einfad^ern SlEenau^brüdCen 
fül^rt, unbefümmert barum, baß fie :päbagogifd^ bie unjtoedfmäfeigfte ift. 
SlUeg ia^ fann aug biefer ^rojection unmittelbar abgetefen werben. 
Slber fie Iä§t un§ nod^ tiefer ]^ineinf dEiauen , wenn man einmal ben 
SBIätterbruc^ P afö ©erabenbflä^e ber einfad^ern STjenaugbrüdEe wegen 
bur(^au§ nel^men wollte, fo ptte man auc§ nod^ einen ©d^ritt weiter 
gelten, unb aud^ Sljc c mit ber ©ectionglinie y tjertaufd^en foßen, bie 
Wir mit y bejeid^uen. 3)amit wären nid^t bloS nod^ einfad^ere Stjen*' 
au^brüdEe gewonnen, fonbern aud^ bie päbagogifd^en ©c^wierigteiten in 
ctwag gel^oben. .S)enn wä^renb bei ben meiften gelbfpatl^en m=A: ß :C 
nie gefeiten wirb, bleiben bod^ bie Säule T=A : B : y unb ba^ fd^iefe 
5ßaar o = A' : B : y eine gewöl^nlid^e ©rfd^einung , man !ann fie bem 
^ul^örcr l^intjalten unb fagen, ba ift bie gorm, wenn eg aud^ nid^t fo 
gut gel^t, wie bei bem fd^iefen Dblongoftaeber TTPx. SlUeg ba§ unb 
nodEi mel^r lefen wir ol^ne 9?ed^nung au§ unferer Sinearprojection ab. 
SBir woQen fie bafier fofort l^infd^reiben ; 
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^roi«tion8e6ene ijt 




M = b : ooa : c» c 


= B : ooA : ooC 

Saitauf ftel^t: 


= B : ooA : ooy. 


P = a : c : oob 


= C : ooA : ooB 


= y : ooA : ooB ; 


T = a : b : ooc 


= A:B:ooC 


= A:B:y; 


k = a : oob : ooc 


= A : ooB : ooC 


= A:y: ooB; 


= b : 2a' : 2c 


= B : A' : C 


= B:A':y; 


n -= b : 4a : 4:C 


= B : 2C : ooA 


= B : y : ooA ; 


y = a' : 3c : oob 


= A' : 2C : ooB 


= A : ooB : ooy ; 


m = b : 4a : 2c 


= B:A:C 


= B : A : 4y; 


z = b : 3a : ooc 


= B : 3A : ooC 


= B : 3A : 3y; 


g = b : c : ooa 


= B : A' : 4C 


= B : A' : 4y; 


X = a' : c : oob 


= A' : C : ooB 


= A':y:ooB; 


q = 3a' : c : oob 


= 3A' : 2C : ooB 


= 2A' : y : ooB ; 


r = 3a' : 5c : oob 


= 3A' : 4C : ooB 


= A':2y:ooB; 


t = a' : 5c : oob 


= A : 2C : ooB 


= 2A : y : ooB; 


h = b : 4a : -fß 


= B : 4C : ooA 


= B : 4y : ooA ; 


i = b : 12a : 12c 


= B : 6C : ooA 


= B:3y:ooA; 


s = b : 6a' : 6c 


= B : 3A' : 3C 


= B : 3A' : 3y; 


u = b : 4a' : 4c 


= B :.A' : 2C 


= B : A' : ooy; 


T = b : 4a' : 8c 


= B : 2A' : 4C 


= B : 2A' : ooy. 



S)ic Sonett f)obm I)icr ttatürlid^ eine ganj anbete Sage, atö in ber 
5ßroiection auf bie ©nbpd^e ber ©äule T/T, boä) finbet man fid^ fo* 
fort jured^t, fofialb man nur jttjei fielieWge Su(^ftaben toä^It. S)ie 
ie^ige ©entraljone P/y entfprid^t ber Srtttcaljone, totlä)t tjon wxn 
nad^ hinten paraßel Slfe b gel)t. S)ie Siulenjotte T/T, öon SBeife 
^orijontaljone genannt, fommt im Unenblid^en jum ©d^nitt, weil aHe 
§Iäd^en ber Sljce c parallel gelten. 9lud^ bie SiaflOttaljOttftt faQen ins 
Unenblid^e, benn fie muffen fämmttid^ in ber ^rojectionSebene M liegen : 
bie tjorbere in P l^at bie parallelen nnthü; bie l^intere in x l^at 
ooss unb in y l^at uuss ju parallelen. ®rft mit ben j(antett30tten 
enttoidfeln fid^ bie 5ßunfte auf ber gigur: bie etfite P/T liegt in ben 
Slfenpunlten A unb A'; bie jtaieite y/T in ben Stjenpunlten y unb y'; 
bie ititte t/T fällt oben in ben I)intern Ouabranten a'c unb tjorbern 
ac'. 2)ann bleibt nod^ bie toid^tige 3o«e n/o, woran aujjerbem nod^ 
t)ier gläd^en zgqv X^eil nel)men. 

SBoQen tt)ir bie ©ectionSlinien auf bie Äuget bringen, tab. 8 fig. 2, 
fo l^aben wir für /J = 1 = SreiSrabiug hM « = V'ä' unb y = V^lS ju 
machen, unb ganj gleid^, wie bei ber ^ßrojection auf bie ®erabenbftäd|e 
JU tjerfal^rcn. SBir lönnen aud^ gleid^ in ber ßinearprojection mit bem 
aiabiug beg ?ßroiection§freifeg eine Kreislinie um ben SWittelpunft b 
jiel^en, bann geben bie Siabien ber Sentraljone in il^ren 3)urd^f Quitten 
mit ber SreiSlinie bie ©tra^Ienenben für bie ju entwerfenbe SreiSffgur. 
©ttd^en wir gleid^ bie ÄreiSfd^nitte ber 8lje a, fo feigen Wir c aö b 
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an, bann ift a = V'i = | Vs = ^a : gcl^t nun unter anbern n öon b 
nad^ 4a, fo legen n)ir biefe ßinie mit bem SBinfeßreuj an, rüdfen fie 
in ben SRittelpunft, bcnfen bai^ «uge in c', unb projicircn ben ©d^nitt* 
punft int $ßroicctiongIreife auf a, fo ift baiS ber ^unft, worin ber 
©ectionöheig n ben äfenrabiu^ treffen muß. ©0 lönnen wir leidet 
aUe ©d^nittpunfte ber Slfe a finben. @anj fo Bel^anbeln wir c, inbem 
toir a aK äje b anfe^en, unb c = \/^ =z ^*^ Vvd =• ^ry fefecn. 
2)ann gcl^t n wieber t)on b nad^ 4c, biefe Sinienrid^tung burd^ ben 
SKittelpunft gelegt, baS Sluge in a' gebadet unb auf c projicirt gibt ben 
^unft in c. 8[uf biefe SBeife l^aben wir bag ajenfreuj einget^eilt, unb 
fönnen faft mit taftenbem 3^^^ ^i^ ®aä)t ju ©tanbe Bringen. S)enn 
t)ergleid^en wir bie Sinear* mit ber Äreigfigur, fo öerlänft aUeg analog. 
3)ie 5ßoIe ber ©ectioniJfrcifc liegen in bem ©tral^Ic, weld^cr fent 
red^t gegen i^re ©el)ne im SKittelpunfte errid^tet wirb, ©ie fönnen 
natürlid^ ganj in berfelben SBeife wie öor^in pag. 345 mit $ilfe ber 
Sfjen ac burd^ ßoorbinatenfreife ermittelt werben. 

6. (EinglieHrigee Bijftem. 

3)a baffelbe brei f^iefe äjen l^at, fo wirb bie Stjenred^nung jiem* 
lid^ unpractifd^. 9Kan muß fid^ bar)er jur Trigonometrie bequemen. 
3um ®tädE gicbt e» nid^t öiele fir^ftaQe, weld^e barunter fallen. S)en* 
nod^ l^abe id^ fd^on frül^er ben SBeg gezeigt, wie man ouf elementare 
SJBeife jum Qidt fomme («eitr. re^n. Är^ft. 1848. 19). 9lur eine Sinie, 
bie ©äulenf ante, bleibt 9tid^tfd^nur, fie wirb ate bie aufredete 8(Eec=l 
genommen. @egen biefe [teilen nun bie Siebenad^fen A unb B (jugleid^ 
auc^ nod^ unter fid^) fd^ief. SRel^men wir alle Slsenwinfet c/A, c/B, 
A/B im redeten tjorbern Df tauten ftumpf an, unb l^aben bie gläd^en 

A B 

ben SlugbrudE c : - : -, fo bürfen wir wie beim 2 + lgIiebrigen, in ber 

Sljenebene cA nur eine ^ilf^aje a fenlred^t gegen c- errieten , f wirb 
fie in , gefd^nitten. Segen wir ebenfo in ber Sbene cB bie ßinie 

y fenfred^t gegen c, unb nennen ba§ SorrectionSelement A, fo gel^t ber 

B y 
ÄuöbrudE - in — -v über. Sefet ftel^t bie untergefd^obene Äfenebene ay 

fenlrec^t gegen c, aber in biefer Sbene ift y nod^ f^ief gegen a. 2)iefeg 
augjugleid^en bient nebenftel^enbe ©onftruction in 
ber gegen c fenfred^t ftel^enben Sbene ay. 2)er 

©d^nitt — —t; : -~—^ muß jefet auf bie gegen 

a fenfred^te b jurüdEgefül^rt Werben mittelft ben 
CorrecttQn^elementen ^a. S)enn wie k unb l 
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Srud^tl^eüe üon c = 1 Bilbcten, fo jefet q Steife t>ott 3lfe a, bcr e§ 
t)aranel gel|t. S)ie @Ieici^ung 

a pa b b b , 

a ^a b a b .^ 

b ab ^ b h 6 «»8 iff 

X a(v + A) + ^aC/i + k) (V + A) 4- ßC/ti + k)' ''' ^- '«' 
A B_ a b_ 

a b 
gür k = X = p = gel^t bie (Sbene in c : - : - über. 

Äenften toir für c = 1 bic beibcn äjen A,B unb bic brci SBinlel 
c/A, c/B unb Stjcnebenc cA gegen cB, fo finb bamit bie SBinfet a 
jtt)ifd^en aA^ /? jttJifd^en yB, unb y jtoif^en yb gegeben, gerner ift 

k = A . sin a , a = A . cos a; 

A = B . sin /? , y = B . cos /? ; 

pa == y . sin y , b = y . cos y. 
S)er gläd^enau^brud, bejogen auf bie red^ttoinflid^en äjen, ift bamit 
befannt, unb toir fönnen bic SBert^e aller bebucirten (Sbenen, bie ja 
nur öon /u unb v abl^ängen, finben, ja wir lönncn ung fogar nod^ eine 
©tleid^terung öerf d^affen , wenn wir qn bag tefitttare @t|fiem wieber 

anfnilpfenb unter - : - gleid^ ben atfenwert^ mit einbegreifen. SBir 

bcfommen bann jWar irrationale ^oX^ltn, bürfen un§ bafür ober ber 
einfad^ern gormeln beg regulären ©^ftemS bebienen. §aben wir j. SB. 
beim Sllbit ben SBinfel ber gläd^cn 

ü A ü 1 111' 

P = A : ooB = 



= A':4B = 



0,50022 0,070728 fi v' 
1 111 



0,491399 0,453933 /u, v; 
ju bcftimmen, fo bürfen wir blog in ber CofinuSformel be^ Sicgulär* 
f^ftemg pag. 221 ^,v, — fi unb — v fe|en, fo fommt 

— cos = (1 — (Jifi, — vv,) : y/l +JU* + 1^ V^l + fJL,^ + V,*, 
o/P =122® 23'. Segten wir nur bie beiben erften ©teilen ju ©runbc, 
fo fämen Wir fd^on bem S33infcl big auf 10 SRinuten na^e. S)ie Xan* 
gentenformcl wirb baburd^ etwag unpraftif d^er , ba§ pufig erft ber 
ßonenpunft einer befonbem 9ied^nung bebarf. ftenne id^ aber ben 
^onenpunft, bann wirb bie 3ied^nung aud^ nid^t t)iel weitläufiger. Slbcr 
^albirungen ber SBinfel burd^ bie 9KitteIpunft8ebene fußen babei gauj 
weg. afe 

S^eiftiiel l^abc id^ fd^on frül^er ben Äftit nad^ ben alten 3»effungen 
t)on ®. JRofe (@{r6ett§ ^mai 1823 35b'. 7« pag. 186) burd^gefü^rt. äug* 
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gcl^cnb üpn ben gemcffencn fünf SBinfeln 1) P/l=69.9; 2) P/M= 86.24; 

3) M/l=60.8; 4) M/T=62.7; 5) P/o= 122.23. 8luf bte fc^iefen «jen 

cAB bejogen befommcn bic glasen ganj bcn gleichen ÄuSbrudE, tüie 

bte analogen beg gelbfpatl^eg. SBir fud^en nun biefe %en unb il)re 

SBinlel, ju gleid^er 3^it aber aud^ ein b, »eld^eg gegen Sfjenebene 

Ac (M) red^ttt)infli^ fielet, unb ein a unb c, loeld^e in M gegeneinanber, 

folglid^ aud^ gegen b rei^toinflid^ finb. 

ßaffen tt)ir Slje c = 1 , ttjeld^e ber ©äulenlante T/1 paraQel gel^t, 

unöeränbert, fo liegen STjen a unb y in einer gegen c fenfre^t gebauten 

ebene, toorin T/a = 62.7 unb 1/a = 60.8, barau« folgt fd^on, ba§ 

y/a linfg ftumpf ift. Siebenftel^enber Duerf^nitt ber 

@äule mad^t bag Mar, benn bei ber Sntwidelung ber 

©äulen au8 il)rer 5ßrojection§Iage f^fagen bie SBinfel 

in ber gejeid^neten SSäeife um. 9lad^ ber Safalformel 

pag. 89 ift 

2 . sin 60 . 8 . sin 62 . 7 «« ,^ ^, c. 
. . tgcii = .^ ^^^ ^ ^TT-^r- = 88.42.24, unb 




do.8X»J 



SBinlel a/y 



a =s 



sin (62 . 
sin 31 



7 — 60 
,10 



,8) 



sin 60 . 8 

3e|t finben wir im fd^iefwinflid^en förperlid^en S)reied(e PMl bie ©eite 

M=63.25. SDamit lägt fid^ im 2)reiedEe PMT'bie Seite P=60.47 

beftimmen, unb fud^en wir nun nod^ im 3)reiedEe PMo' ben SBinlel 

M/o' = 67 .50 unb bie ©eite M = 127 . 15, {0 ergibt fid^ leinten im 

3)reiedc yMo' bie ©eite M = 127 . 15 — 63 . 25 = 63 . 50. auf biefe 

SBeifc gelangen wir jur Steigung ber diagonalen öon P unb x gegen 

%lt (v: tjorn 63 . 25, f)inten 63 . 50, ba^er mu§ ber ftumpfe SBinfel A/c 

t)orn liegen. 9tad^ ber SBafalformel 

, . , 2 . sin 63 . 25 . sin 63 . 50 ^^ ,^ 

tg A c = . ^fl ^,, = 89 . 45. 

^ ' sm 0® 25' 

5)ie fc^iefe %e A neigt fid^ auf ber Sorberfeite 90® 15' I)inab, weidet ^ 
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alfo nur ein JBiertelgrab wm redeten SBinfcI ab. Sm 3)rciedEe B'Mo' 
finbct fi^ bic ©cite B' = 65 . 4. 

SSorftcl^cnbe fünf burd^ Triangulation gefunbcnc SBinfct: 
88 . 42, 63 . 25, 63 . 15, 89 . 45, 65 . 4, 
reid^cn jur SBcftimmung bcr ©lementc rcd^ttoinflid^er Stjen l^in. 

3m äufriffc Ac loar ber ajcntoinfel tjorn 90 . 15, A : c gegen Äje c 
63 . 25, folglid^ ber brittc SBinfel im ebenen S)reiedEe 26 . 20. 3)a8 gibt 

A- = . ' ^ ' ^ 7:, a = A . cos 15', k = A . sin 15'. 
sm 26 .20 

3m Auf rif f e ßc l^anbett eg fid^ junäd^ft barum, tpol^in fid^ bie §ilfg^ 

aje y neige. e§ folgt bog aug nebenftel^enben 

aßinfeleingeid^nungen, bie ber ^rojectiongfigur cor=« 

refponbiren. S)a ber SBinfel P/M red^tg ftumpf 

ift, 93® 36' beträgt, fo mufe fid^ bie S)oppeIfd^ief- 

enbfläd^e mit il^rer Dueraje B aud^ bort^in neigen. 

3)a tpir nun ben SBinlel 65 . 4 lennen , weld^en 

bie Seite o' = A' : ^B' : c mad^t, fo fd^neibet fte 




bie §ilfj3aje y in _ > = tg 65 . 4. 

-. a . sin 60 . 8 

Da nun y = —. — -; — 77- 
•^ sin 31 . 10 



ttjar, fo folgt 



l =.2 



tg65.4' 



tg/»-,-. 



B' = B = 



sin ß' 




3n ber gegen c fenfrec^ten Sbeile yb ift SBinfel 

y = l« 17' 36", folglid^ 

. y . sin y 

b = y . cos y, 9a = y . sin y, 9 = -^ — — -^. 

a 

3)ag gibt folgenbe atfenelemente f ilr c = 1 : 

A = 2,01691; B = 3,66968; a = 2,01689; b = 3,65594. 

k = 0,008898 ; l == 0,299867 ; q=^ 0,040924. 
SBinfel A/a=a=0« 15' 10"; B/y=/?=4^41' 16"; y/b=y=l« 17' 36". 
3n ber förperlid^en ®dEe ber brei aufeinanber fd^iefen Sljenebenen 
ift im öorbem redeten Dftanten ber 

SBinfel in c=:88® 42' 24"; in B=90® 8' 47"; in A=94<^ 41'. 

©eite A/c=90^ 15' 10"; B/c=94« 41' 16"; A/B=88^ 41' 25". 
S)amit laffen fid^ am ÄlHt aQe gläd^en, bereu /u unb v burd^ 
S)ebuction gegeben ift, aujjer ber SReil^e bered^nen unb beftimmen. 3n 
ben üeibett Hotberu Ouabranten gilt /u + k, b. f). in A bag + k, in 
A' \>a^ — k; in ben lictben nieten v + A, b. l|. in B ba« + A, in 
B' bag — l; im öorbem redeten unb l^intern linfen Duabranten gilt 
bagegen — p, toeil ber SBinfel A/B unb A'/B' fd^arf ift. S)ie glätten 
auf red^tttjinflid^e Sljen abc bejogen, befommen bal^er folgenbe SluSbrüde: 
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. 1 +k-(0 + A) + e(l + k) 
x = A':?= ^' '> 



1— k*(0 + i) + ^(l — k) 
M = A : OB = a : Ob 



2 l_k*(2 — A) — 0(1 — k) 

^ . , . B ^ a' b^ 

"" 2 1 — k*(2 + il) + (*(1 — k) 

i A B' a b 
n' = A : — = 



4 1 + k • (4 — A) + p(l + k) 

A B a b 

n = A : - = 



4 1 + k • (4 + A) — 9(1 + k) 
_A/ B a' b 

^ ~ 3 • ~ 3 — k ' (0 ± Ä) ± e(3 — k) 
_ A „ _ a b^ '_ 

^ 0±k'{l+X) + Q{0±k) 

^ " o±k*(i -;i)±(?(o±k)' 

S)ic ^toetbeutigfeit ber ßn^tw 6ei gläd^n, bie einer j^iefen Sfje 
:paroUrf ge^en, lotnmt bolzet, bo| man im STttgcmeineit tti^t wei|, »o j. ö. 

p ^_ . ^> 

1 + k • ± A + e(l + t) 
fc|neibet, ob in b ober b', oQein ba« ergibt fid^ ou8 bem 2)iöifor: gälte 
ba§ untere Seiten — X + 9(1 + k), fo h)äre ber SluSbrudf negotiü, 
ba — il größer i[t atö +e(l+k), bo^er ift baS obere +^ — ß(l+k) 
gu toäl^len, toeld^eS ben Schnitt ouf ber redeten ©eite in b bebingt. 

SBoßen mir nun P oaf bie gorm - : - bringen, fo ift 

fl V 

H = ^-t^ = 0,500223 unb V = ^ - gO + ^ ^ 0,070728, b. ^. 
a b 

1111 



P = 



(i V 0,500223 0,070728 
5ttr 0'=^ : (,_,)_''^ (^^,) ift^>=0,491399««b.,^0,453933. 

Sür 0= L : 1 ift v„ = (1±A)_+M1^::^ = 0,640177. 

Gueuftebt, Är^ftaüograpi^ic. 23 
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©0 fönntc man nun mit allen fottmad^cn. Wein bie fünf SBertl^e 
fi fi,vv, v„ rcid^cn fc^on ju einer felbftftänbi^en Snttoidfetung I)in. 2)enn 
gläd^c 1 liegt im ^^^nenpunfte P . o unb im SWittelpunfte , i)at bol^er 
nac^ pag. 199 

"" A* + jU, ' V,, — y 0,99 1622 * 0,569448 ' 

fi + fi/ V + V, 0,991622 * 0,524662' 
benn man barf in 5«>^^^t 1 nur v„ = v, unb v = —v fefeen, um fo:=^ 
gleid^ bie gormel T ju fiaben. 

y m T.o unb 1.0 = —— :-.——— = —-—:+- 



2f4,+^ v + v,—v„ 1,483021 0,115515 

n inM.PunbT.o: ^ ^ 11 



n' in M , P unb o'l = 



/", ' v„-{-v, + v 0,500223 * 1,164839 
11 11 



h ^v„ + v, — v 0,500223 ' 1,023382 

1 2 , -..^ ' ,2 2.2 2 

X = - : (red^tö); g' = : — — unb g= : — 

fd^neiben öorn. 

. a - 

z' = — — > — unb z = 



/u+ fi,'2v„ + v,—v fi+ ft, v„ + 2v, +v 

@e|cn n)ir bIo§ bie SIcnner l^in, unb t>a& STfenjeid^en baju, um anju^ 
beuten, auf tpeld^er ©eite ber ©d^nitt liegt, fo gelangen xok ju fol* 
genben S^'^^en: 

• P = 0,5002 a : 0,0707 b; 
X = 0,4914 a': 0,09312 b; 
T = 0,99162 a : 0,52466 b : ooc ; 
1 == 0,99162 a : 0,569448 V : ooc; 
z = 0,99162 a : 1,61877 b : ooc; 
z' = 0,99162 a : 1,66350 V : ooc; 
o = 0,491399 a' : 0,640177 b; 
o' = 0,491399 a' : 0,453933 V; 
n = 0,500223 a: 1,164839 b; 
n' = 0,500223 a: 1,023382; 
g = 0,004412 a : 0,355452 b; 
g' = 0,004412 a : 0,191602 V. 
S)ie ©d^nitte ber 3[j:e a finb ben poarigen ^(äd^en gemeinfam, 
bagegen in b linfö t)on red^tg üerfd^ieben. SBir fönnen bal^er bie @ra§^ 
mann'fd^e formet pag. 61 nid^t unmittelbar anwenben, fonbern muffen 
jur SBurjelformel pag. 221 greifen. SBoHen tt)ir j. S. n/o bered^nen, 
fo ift für 

n . . .^ = 0,5 ..., V = 1,16... 

o . . . f4, =—0,49 . . . , V, == 0,45 . . . g ibt 

— cos = 1—0,5.0,49+ 1,16.0,45: Vi +0,5«+ 1,T6"2 Vi + 0,49*+ 0,45*. 
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M ift bic cinjigc ^i&ä)e, todd^c bei fd^ief* toic red^toinltid^cn Äjcn 
i^ren gleid^cn SluSbrudE ooa : b : ooc bcl^ält. 3)a§ erleid^t ert bie 9ied^* 
nung für bie mcbianen SBinfel, benn für M/o' ift tg = V'l + fi* : y„ 
gibt 67.50. ©0 tüitb ber gefd^idEtc 9?ec^ner balb aQeriei Meine S5or*= 
t^eilc l^erau^finben. 

S^o bie ^r^ftaUogropl^en aufpren, ba fangen bie äJ^atl^ematifer 
mit i^ren 9led^nungen on. 2)a|5 fie für fd^iefe Äjen ouf bequemere 
aaScge lommen toerben, baron ift fein S^^if^t ^ig jje^t blieben bie 9ied^* 
ttungen immerl^in ndd^ mül^felig genug, ritan barf nur bie gormein an^ 
feilen , tt)ie fie ©darauf (Se^rbuc^ Är^ftaao0rai)l^ie 1866 »b. I pag. 108) ent* 
toidfeÜ I)at. Dr. Sung^nn in ^ßerleberg (3tW«^ift für 2Äatl^emat. unb ^l&tjf. 
bon ^lömii^ 1872 XVII pag. 444) glaubt bagegeu mit bem ,,5ßrincipe ber 
2;etraebrometrie'' bie ?fufgabe leichter löfen ju Jönnen^ ate mittelft 
anal^tifd^er ©eometrie ober fpl)ärifd|er Trigonometrie. 2)od^ fe|t ba§ 
eine nid^t geioöl^nlid^ SSertrautl^eit mit ben gortfd^ritten ber neuern 
©eometrie öorauö, bie man bei äRineralogen im Sfügemeinen wol^I nid^t 
finbet. Sd^ jiel^e bal^er immer ben befd^anlid^ern SBeg üor. SEBenn man 
fid^ bie ©ad^e gel^örig jured^t legt, fo fd^eint mir jene ©ubftitution red^t^ 
toinftid^er Äjen, tt)obei man bie gormein be§ regulären ©^ftemg an* 
toenben fann, biejenige ju fein, toeld^e bem Siid^tmatl^ematifer am leid^* 
teften einleud^tenb gemad^t tt)erben !ann. 9Wan brandet babei nid^t 
einmal auf obige Idg fid^ ju ftüfeen, fonbern fann mit $ilfe unferer 
^ßrojection bie ©ad^e auf bem aller ctementarftcn SBege auf nad^fte^enbe 
aSeife ju ©taube bringen. 

äßan faßt t)om ©nbpunfte ber aufredeten fd^iefen Stje c ein ^er* 
pehbifel cQ=C auf bie ^rojection^ebene, unb jiel^t burc^ Q bie jWei red^t*^ 
ttjinflid^en Äjen AB iergeftalt, ba§ eine baüon ben fi^icfen ab refpectiöe 
parallel gel^t. Qax parallelen möl^It man öon beibeu am tjortj^eill^afteften 
bie ^onenreid^re. Sd^ ttjitt jum ©c^Iujj am 

9lttort]|tt tab. 3 fig. 7 bie Stugfü^rung anbeuten, unb mic^ babei 
auf bie äWeffungen be§ §errn t). atatl^ ($009. sinn. 1872 »b. 147 pa^. 22) 
bejie^en. S)erfelbe fanb 

a : b : c =: 1 : 1,57548 : 0,86663 

a = b/c = 93 . 1 3 . 22 ; 94 . 10 in 8tje a, 

^ = a/c = 115.55.30; 116. 3 b, 

y-=a/b= 91.11.40; 92.54 c. 

©ömmtlid^e ftumpfe SBinfel liegen in bem üon ber blättrigen ©äulen*^ 
fläd^e T begrenzten Ouabranten, auf bie ftumpfe Äante gefeiten gel^ört 
er alfo nad^ ber Seftimmung tjon pag. 48 ju ben ^^etifeitigen". 3)ag 
^erpenbifel C tjom Snbe ber S[je c auf bie ^ßrojectionöebene P gefällt 
mu§ bal^er feinen gu^punft Q im l^intern gegenüberliegenben Duabranten 
liaben, toorin mit ÄuSnal^me üon y unb c äße 2ljentt)infel fd^arf finb. 
9lennen toir nun bie te^ttaiin!Iid|ett burd^ Q gelegten H^en mit großen 
lateinifd^en 93ud|fiaben ABC, unb legen A ber a paraüel, fo ^anbelt 

23*. 
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e« fic^ gunäd^ft um btc ©d^nittc , »cld^e bic fd^iefcn Äjen a unb b an 
ben rec^ttoinHid^en AB mad^cn. S^crbinben toir bog ßentrum c ber 
fd^icfen mit bem ©entrum Q bcr rcd^twinftid^cn Sljen burd^ bie Sinic z, 
jo ftcl^t bic Sbenc cCz fcnfrcd^t ouf P; unb l^ei^t ber SReigunggtoinfcI, 
todd^cn bic fd)iefe Slfc c mit ber ^ßrojectiongebenc P mad^t, q, fo 
fönncn tt)ir in ben bciben red^tttjinflic^cn förperlid^cn 2)reiecfen be§ 
Dftantctt bca' mit Seid^tigleit yo y, q beftimmen. "iS^mn eg ift 
sin p = sin /? . sin a = sin a . sin b .... 63^ 45' 55". 
2)a im Aufriß QcC bei Q ein ted^tcr SBinlel ift, fo wirb 
C = c . sin 9 = 0,77736, IC = 9,8906214 
z = c . cos e = 0,38309, Iz = 9,5833089 

cos y, == ^^^ ... 82« 41' 1" unb cos yo = ?^ . . . . S' 30'. 

' cos ^ ' cos Q 

y == z . sin yo . . . 0,05665 . . . . ly = 8,7531952 

X = z . -®^' . . . 0,38006 Ix = 9,5798526. 

sm y 

JBejeid^nen wir ben ©d^nitt, meldten eine ©ectionglinie mit ben red^t^ 

wittflid^en äfcn mad^t, burd^ ein Slnl^ängfel, fo ift B'k ber 5ßunlt, in 

weld^em k == a : oob : ooc bic Slfc B' fd^neibet. 

B'k = X . tg y = 18,2173, IB\ = 1 1,2607463. 

Sefet ^aben mir bie bciben ßinien M unb k auf bie neuen Äjen jurücf* 

geführt. SBoüen mir nun il^rcn SBinfel mittelft bcr regulären formet 

augred^neU; fo muffen mir fic auf bie SBrud^formen - : - 2C. Bringen. 

eg ücrplt fic§ für 

M . . . C : B' : A = 0,77736 : 0,05665 : oo = 1 : 0,07287 : oo 

k . . . C : B' : A = 0,77736 : 18,2173 : 0,38006' 

= 1 : 23,449 : 0,4889. 
Um bic reciprolen SSJertl^e gu ermatten, barf id^ bie ißogaritl^men nur 
t)on abjic^cU; fo fommt für 

M l.L=L.-l- 

fi' V ' 13,722' 

111 1 

k 



fi, ' V, 2,0453 • 0,0426 * 
Sefeen mir nun (iv f^,v, in bie gormet bcg regu lären @^ftem g 

cos = (1 + /u^, + w) : Vi + ^« + 1^ Vi + ^,» + ^^ 
fo fommt M/k = SlEcnebencn^aBinfel c = 92« 54'. S)amit ift bann ju 
gteid^er ^tx{ bie ?ßrobc für bie 9iid^tigfeit ber neuen Sljenclementc ge* 
liefert. S)ie meitern SRed&nungen gelten aHe l^öd^ft cinfad^ mit ebener 
©cometrie öor fid^, bic man leidster in ber ©cmalt ^ai, afö bie fp^ärifd^e. 

3um m = a : b unb m, = a : b' fd^reitcnb mad^cn mir öon ber 
SSierjonenförper^^SRed^nung ©ebraud^. 3n bem SSierjonenförper Mmm,k 
fud^en mir bic SBinfel M/m = q> unb M/m, = ^p,, wobei bie Seiten 
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a = 1, b = 1,57548 ttitb y = 88.48.20 gcflcbeu finb. 3m 2)rciedEc 
mit bem jd^arfcn SBinlct y ift 

b : sin y = a : sin [180® — (y + 9)] = a : sin (y + qp) 

a . sin 9) = b(sin y . cos y + cos y . sin 9), 

a = b sin y ctg 9 + b cos y , a = 1 

. 1 — b . cos y . ^ ,. -. , 1 + b . cos y 

ctg q) =p -^r -. -, folflltd^ ctg w, = —r ; ^, 

® ^ b . sin y ' ' ö ^ o ^' b . sin y 

benn q> mufe größer fein ote q>,. ^ättcti toir bcn SBinW w bei b ge* 

fud^t, fo toäre 

, b — cos y c f ». «. . b + cos y 

ctg ft) = — ; ^, folghcfi ctg Ol, = — ~ '-, 

® siny ' ' ^ ^ *^ ' smy ' 

ettoag einfädlet; aud^ l^icr mu§ ber SBinfel w im fd^arfcn y größer 

fein, olg w, im [tumpfen. SBir fönnen ba^er allgemein unbefümmert 

um q>f unb w, fi^reiben: 

ctg y = 1 ± b > cos y y 33, 32 . 44 . 41 «> 32 . 3 . 33 
" ^ b . sin y ^ ' ^' 

b 4" cos V 

ctg w = — = <- , w = 58 . 26 . 58, Ol, = 56 . 44 . 47 

® sin y 

9 + 9, + w + w, = 179 . 59 . 59 = 180^ 
S)iefe SBinfel genügen ju einer ganjen aieil^e t)on %iäi^txAt\tm^ 
mungen, tuenn toir baju bie äRittelpunftbiftanj 

p =t V^z« — y* == y . ctg yo = 0,378886 
nel^men. S)enn ei? öerpit ftd^ 

B^ + y : sin 9 = 1 + p : cos 9, B^ = (1 + p) tg 9 — y ; 

A,„ : cos y = B„ : sin 9) A„ = B„ . ctg qp. 

©alt} auf biefefte SBeife finbet fid^: » 

B„, = (1 + p) tg qp, + y unb A„, = B„, ctg (pr 
Bo = (1 — p) tg 9, — y unb K = B, ctg (p,. 
Bo, = (1 — p) tg y + y unb A,, = Bl ctg 9). 
Bx + y : sin 5p = p : cos qp, Bt=p ctg qp — y unb At=Bt. ctg. 9p. 

Bj = p ctg q), + j unb A, = Bi . ctg tp,, 
2)ie SSerticaljOuen x = a' : c : 00b, y = ^a' : c : oob, t = |a : c : 00b 
fann man ablefen, ba bie «fe A ber a paraQel gel^t. 

gläd^e X = 1 — Ak, y = i — Ak, t = I + Ak, 
Ak = X , bod^ barf man biefe^ x nii^t mit ber ©ection^Iinie x tjer^^ 
toed^feln. 

%nx gläd^e n = ^b : c : 00a mufe man bie ©ectiouj^Knie k ju 
§ilfe nel^men, fo finbet fid^ 

B„ = sin y ß- + -?-) ~ Bk. 
' V2 cosy/ 

5)ann laffen fid^ aber aud^ äße gläd^en ber S)iagonaIjone t)on P befto 
leidster beftimmen. S)enn bie ©ectionälinie M ^albirt ha^ atjenftildt 
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jttjifd^en B„ unb B^„ bal^er ift B„ + y = B„, — y ober B„, = B, + 2y. 
Ratten toir nun eine gläd^e r = ^b : c : ooa ju fud^n, fo ttjürbc il^rc 
©ection^Iinie B„ + y britteln, tt)ir l^aben alfo 

l4:^ = B. + yoberB, = l-^. 

@o ge^t bic ©ad^e fort. 
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S)ag oben cnttoiddtc Äantcn^oncngefcfe pag. 191 finbct befonbcrg 
im regulären ©^fteme eine fe^r üortl^eit^ofte an* 
n^enbung, toxt bad fd^on ä93ei^ (m- ^^i* ^^b. I8I8 
pag. 270) bartl^at. SBir mad^en nni^ bai^ an nebcn«^ 
[tc^cnbcm t)on ber glädöe l^er gcjcid^netem Dftaeber 
Ilar: in ben SdEen aaa liegen bic ^auptaEcn, bie 
il^r ©egenenbe inta'a'a' l^abcn; bie Xrigonalajen 
tttt treffen ben ©(i^werpnnft ber glöd^en; bie 3)t^ 
gonalajen dddddd gelten burd^ bie aWittelpunlte ber 
Ämtten. S)ie§ öorau^gefd^idEt , werben bie neben* 
ftel^enben Sejeid^nungen leidet tjerftonben. 
f. Oltaebet 

111 = a : a : a 
3111 =. ^t : t : t: t 
222000 = id : 4d : 4d : ood : ood : ood. 
2)er Äürje toegen finb bie «jenaui^brüdEe auf reine 
Srud^form gebrad^t, unb bie Slenner l^ingefefet. 
Die ©n^eit gibt ber SBörfel, beffen «jen fid^ 
a : d : t = 1 : V'2 : V^ öerl^alten. 3m Sentrnm 
ber Obern glöd^e wirb d in i gefd^nitten, weil 
1 + 1 + 1 = 3 ift; bie bigonale STje in i, weil 1 + 1=2 ift, ober 
aDgemein, wie im nad^folgenben SBetg'fd^en ©d^ema, bag ber SrHärnng 
weiter nid^t bebarf. 3)er ©d^nitt trifft allemal ba bie »je, wo bie Qa^ 
pofitit) wirb. 
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2. SBittfel 




3. @Yanatoefeet 




100 = a : ooa : ooa; 
1111 = t : t: t : t; 
111100 = d : d : d : d : ood : ood. 
S)ie ^auptajcn treffen bie ÜÄittelpunlte ber 
gläd^en; bie bigonolen bie 9Kitte ber Tanten; 
7" bie trtgonalen laufen t>on @cfe jur ©egen* 
ecfe. 



110=sa : a : ooa; 
2200=|t : 4t : oot: oot; 
21W10==4d:d :d: d :d:ood. 
Um ftd^ bie ©ad^c Kar ju mad^en, jeid^ne 
man ba§ Dftaeber in ba§ ©ranatoeber ein. 
S)ie J^auptajen tjerbinben bie üierfantigen, 
bie trigonalen bie breifantigen SdEen. ®ic 
bigonalen gelten bnrd^ bie aWittcIpunfte ber 
gläd^en. 



4. Seneitoeliet 




112 = a: 
4220 = it : 
332110 = \d 
= |d 



4t: 



a = 2a : 2a : a. 

4t: oot=4t:t : t :oot. 

4d : d : d : ood 

d : 2d : 2d : ood. 

S)ie J^anptajcn gelten burd^ bie öierlantigen, 

bie trigonalen burc^ bie breifantigen; bie bi* 

gonafen burd^ bie 2 + 2fantigen SdEen. S)a 

jebe gtqd^e ftetg an ber fürjeften ^Tje jum 

©d^nitt fommt, aber bie ^auptaje ate ©in* 

l^eit genommen tt)irb, fo muß man bie Sln8* 

brüdEe mit 2 multipüciren. 9Kan fielet bann, baß 4t mit 4t am ®ra* 

natoeber jufammenfällt. 

5. ^t|Yami)ieno!tae)irt 

221 = 4a : 4a : 1 = a : a : 2a. 
531 1 = 4t : 4t : t : t = |t : |t : 2t : 2t. 
433110 = 4d : 4d : 4d : d : d : ood 

=. 4d : |d : |d : 2d : 2d : ood. 
5Dag fleinfte (Snbe be§ ©d^nitteg liegt l^icr 
in 22 = 4 : 4 , bal^er mujj lieber mit 2 
multiplicirt werben, bamit bie richtige Sinl^eit 
fierauSfommt. 5Die trigonalen ^Ijen gelten 
burdö bie breifojttigen SdEen, bie bigonolen burd^ bie 3Rit,te ber Dfta* 
ebertante. 
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210 = 





2a : ooa; 




3311 = it : |t : t : t == |t : |t : 2t : 2t; 
322111 = 4d : id : id : d : d : d = |d:d:d:2d:2d: 2d. 
aScm bic @a(j^c für bic SBorftcnung fd^iocr toirb, bcr barf ftd^ nur in 
einen ^ei§ f^neü nebenftel^enbe Sinien eintragen, weld^e bcn ^ß^ro^ 
ttiibentoürfel in feiner breigliebrigen ©teQung mit einer trigonolen «je 
in ber 3»itte barfteüen. Äommt bie geftreifte glä^e 210 gum ©d^nitt, 
fo erjeugt fte bie eingefd^rtebenen SlngbrüdEe. 
7. ^^xaniitutuvfsitHitx 

123 = a : ^a : |a = 3a:|a: a; 
6420 = |t :4t:|t:oot = -}t:4t:4t:(X)t; 
543211 = 4d:id:4d:id:d:d 

= »d : |d : d : |d : 3d : 3d. 
©d^on bie fleine Slnbeutung ber gläd^e ge^ 
nügt, um bag SSerftänbnife ju erleid^tem. 
§ier mu§ ber SlugbrudE mit 3 multi^licirt 
werben, um baö richtige SSerl^ältni^ ju geben. 
Smmer bie Heinfte Qaf)i in ber ^auptaje gibt \>m 9Ka§ftab. 3)al^er 
ift bei bem 

9(ii^tttnbbier)igpil^tter I24=:a : ^a : 4a bie 4 aRuItipIicator. S)ie 
Heinfte S^^^wng in bem Ärei2 genügt, um fid^ 
bo^ fofort t)or Singen ju legen. Sag aKajimum 
ber äa^I ift natürlich >+»'+^=l + 2+4=7. 
5Da§ ^ß^ramibengranatoeber 123 bringt e§ bal^er 
jU 6, ber ^ß^ramibenwürfel 122 ju 5, bag 
Seucitoeber 112 ju 4, ba§ Dftaeber lil ju 3. 
aBürfel lann blo§ 1 + + = 1 unb ©ranatD^» 
eber 1 + 1 +0 = 2 l^aben. 
2)ie SH^nunR ber SrtjftaHe mad^t jmar einige med^anifd^e ©d^mie* 
tigfeit; aUein mit ben SRefuItanten unb ben ^ßrojectionen üertrout 
fommen n)ir leidet ju ©tanbe. 3Wan benft fid) babei bag Singe im Un:« 
enbtid^en, b. 1^. faßt 5ßerpenbifel t)on ben ©dfen auf bie ß^^nunggebene. 
3d^ toiU bie ©ad^e am 

Seucttoebct 112 = a : a : 4a Mar mad^en. 
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h^^ 



1. Sluf bic SBttYfeffla^e jcid^nct man baS Sljcnlrcuä a = b, bann 

fäUt c in ben äWittelpunft. S)ie 
älefultantc d ber Slfen ab toirb 
öon a : 2b in | gcfd^nittcn. 

S)cnn jttjifd^en a unb 2b = t^- 




liegt 



la. 



2)omit ift 



i»-=; 



bag äugere Sld^tcdE fiEtrt, bcnn 
üQe Ouabranten tjcrl^alten fi(§ 
gleid^. S)tcicdE abc ift aufriß 
in bcr aaSürfelfläd^e, baö ^cr^^ 
penbifel bon |d auf «je b gibt ba^cr ben ?ßun!t beg innem Sl^tcdi^. gur 
Scftimmung bcr 2;rigonalojc t bcnu^c ic^ bie ^rojection : bal=c:2a:2b 
unb l,=.a : 2b ift, fo läuft beiber ©d^nittlinic l/l öond2 mä) 2b, tt)obur(^ 
^unft t fofort erlangt wirb; ober ba bie Seucitoeberflöd^cn bic trigonalc 
SlEC in 4t fd^neiben, fo mn% ^unft t in bie SKitte üon cd faUen. 

2. Sluf bic Oltiieberflatie jie^t man ftd^^ einen trei« mit bcm 

SRabiug i Vs , tocil f ür a = 1 bic 
aicfultantc d = v/2 unb bcr ©d^nttt 
I V2 beträgt. 3n biefen^Äreig trage 
id^ bie fei^gfeitige ©äute ein. S)ic 
Si^ombocbcrfanten gc^en öom äKittc^ 
punfte ber 3»itte ber einen ©äulcn^ 
^älfte ju, tt)äl|renb in ber anbern 
bie SlEcn a liegen. 3c§ barf ba^er 
nur a : 2a äic|en, um ben ^unft 
|d ju beftimmen, womit bie (&k^ 
mente beg ganjen SitbeS gegeben finb. 

3. Stuf bie ®xaMtHUxm^t mac^e Qa : Qd = a : d = l : V^2, 

jicl^c öon a nad^ d , f o l^abcn wir 
t)om bei a ben Dftaebcrtoinicl. ®a 
ferner bie S)igonaIaje |d : 2a gcl^t, 
fo ift bamit bag äußere STd^tcdf at|d 
conftruirt. 2)aS ^erpenbifcl Qm auf 
mt jeigt ung bic JRid^tung ber fcd^g* 
fcitigcn ©ante an; ein ^erpenbilel td, 
auf Qa beftimmt ben Ort d, in ber 
SKitte ber «je a, wie »Ecnpunft a, 
burc^ ^crpenbifel ta, beftimmt in bcr 
aRitte t)on Qd liegt, ©amit ift bic 
aufgäbe gclöft. Sin SlidE in bic 
^rojcction auf bie @ranatoeberf[äd^c 
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jeigt, baß d, bet Ort bc« Oltacbcrö a, bcr SBürfelfläci^c fei, ba^cr gc^t 
eine Sinic d, a, ber at paxaM, tuaS fid^ anä) benüfecn läßt. 

4. auf bic SenritoeketflJidie 112 = a : a : ^a. Seidene jucrft bic 

Scucitoebcrftäd^c im bclanntcn Scrl^ätt^^ 
niß t)on V2 : V2 : Vs': i ^3^ Sür bie 
Äjc a = 1 muß ba8 gcbrittcft toerbcn, 
toic auö bcr Sctrad^tung einer fed^S^ 
f eiligen ©äule folgt, toeld^e quer über 
Qd, |d gel^t. yiai) bcr 2 + lgUebrigen 
Örbnung ergibt ft^, baß ber ftr^ftatt 
linte »ie red^t« fein muß. S)ie ßdfen 
ber gläd^e ergeben bie Stjenpunfte cd,d,t. 
S)ie Sineorprojection ergibt, boß bie 
Dltaeberfläd^e fenlred^t gegen bie Scu:» 

citoeberpd^c liegt. Salier ift ds da gleid^ unb parallel ber d, d, , unb 
t'2 1« bie in ber SRitte burd^ Q l^albirte Sinie einer Xrigonalajc. Sie 
Beiben anbern Slsenpuntte aa ergeben fic^ burc^ bie Sinic d, : 2c , unb 
ba fie über gfäd^e dsfd fielet, bie fenfre^t gegen bie ?ßrojection8ebene 
Q liegt, fo fallen bie ®egcncnben a' unb a' nod^ inlJ ©cftd^t. 3)amit 
finb alle nötl^igen Vorbereitungen getroffen, ©igonalajenpunft d» wirb 
burd^ Sinie a : 2a gefunben , Jrigonalaje t's bilbet bie Slefultonte oon 
cd, unb ber ®dfpun!t ts liegt in bereu ^älfte. Snblid^ d'2 crgiebt ftd^ 
burd^ bie Ärcujung ber Sinien c : 2a' unb a' : 2c. 

5. a)ic fditefe ^toiertton in irgenb einer ©teCiung !ann nid^t un* 

mittelbar au8gefül^rt, fonbern babei muß 
öor allem bie Sage ber brei ^auptojen 
abc beftimmt toerben, bie toir bcr ©iU'* 
fad^l^ctt wegen a = b = c = 1 fefeen 
tOOßen (i&bb. aRincral. 1863 pag. 34). SBir 
legen Äje c in bie Seic^nunggebene ZZ' 
unb breiten um biefelbe a unb b fo 
lange, bi8 bie 5ßrojcction öon b = QB 
um r mal länger ift, atö bic öon a=QA. 
^cißt ber ©rcl^ungStoinlel <J, fo ift 

QA=sin d, QB=cos d=r . sin d. 
Sefet breiten toir ade brei Äjen um bie 
horizontale ZE, fo tritt nid^t blo^ bie SlEcncbene aQb au« bcr fcuf* 
rediten Sage, fonbern aud^ c begibt fid^ unter bic 3cid^nungSebene, i^r 
Ort Qy bleibt jcbod^ fenlrcc^t gegen ZZ'. Slfle btci ©rcicdEc l^aben 
natürlid^ benfelbcn ©rcl^unggttjinfel e unb in aßy, ben Orten ber Stjcn^ 
punfte abc, 9lcd^te SBinfcl, fic finb ba^er äl^nlid^. 3Bir breiten f o lange, 

big Aa = - QA toirb, bann folgt: 
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. sin d ^^ sin d 1 

s rs rs 

sin <J^ 



(Q«)2=(QA)H(A«)«=sin *^ + ?^ = (l+^) sin d«; 



(Qy)«=(QC)«-(cy)«=.l-^^-„ 



r"s' 
sin d 
rs 



ba Qc : cy = Bb : B/? = sin d : 

1. »eiftlirt. @g fei r = s = 3, [o tjcr^ölt fid^ sin : cos = 1 : 3, 
folglid^ toirb 

(Qa)« = a« - (1 + I) sin d«; (Q/J)» = b« = (9 + Vt) sin d«; 

(Qy)B = C« = 1 - Vt. 

aWit SBortcn: Q« bie ^ßrojcctton tjoit a ift bic $^<)otcnufc öon bcrt 

Äatl^ctcn sin + i sin unb Q/S=b öon 3 sin +4 sin; Qy=c=^V^T^7r' 
3ie]^c bic ^orijontalc QB, bic SJcrticalc Qc. SC^eilc QB = cos in 



p^.^^^^ 








• 






X 


"■^■^-^ 


^--^v 












V 




"^- 




t 








i 




^^« 





brei Xl^cile, unb mbci^c a'B = |cos, fo ift { Qa' = a. SRad^e 

B/? = - = i Aa, 
rs • 

fo ift Q/9 = /?; ba Qy = c nur Vt ^^^ ^^^ Sinl^cit a abweidet, unb 

jenfrc^t auf Qß bleibt, fo fann man baö öcrnac^Iäffigen. Um bie 

SRcffungen gut ju machen, trage man in ber breifad^en (Sntfernung linfö 

bie breifad^en ®rö§en ab, toic gigur jcigt, unb toenn Qa' glcid^ bcm a 

bei ben obigen QeiäfnmQtn, fo faben toir ben gleid^en S&iagftab bei* 

bel^altcn. 

Scfet fted^en toir bie gefunbenen ?ßunfte abb'cc' burd^, unb fud^en 

bie Slcfultanten. 3)a2 ?ßaratteIogramm ber ?(sen bc gibt ung bie burd^* 

gel^enben 2)igonalen d,d, unb dsds; haS ber ac bie 2)igona(en ds unb 

di; ba^ ber ab bic ^igonalen ds unb de. Sl^e c unb 2)igonaIe de 

geben bie 2:rigonaIen t, unb t*; c unb ds bie U unb ts. 3)amit ftnb 

bie §auptpunfte für aöe regulären gormen conftruirt, id^ barf in Qn^ 

fünft bie Sarbinalpunfte abc, d, — de unb t, — t* nur^burd^fted^en. 
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2. »eiftiiel. 




2)urcl^ bie Siniett c : 2b, b : 2a, c : 2a 
finb bic notl^tDcnbigen ^ßunlte für bic 
gebrod^encn Oftoebcrlantctt, bmä) $a^ 
btrung ber t, loaS mittelft ber ^iago^ 
naicn bcV cntfprcd^cnbcn ?ßaratteIo^' 
grammc gcfd^ic^t, bic trigonalcn (£(f* 
punitc gegeben. SBoHen wir aud^ bie 
Wintere $ä(fte eintragen, fo bürfen toir 
burd^ bie geftrid^elten ©egenpuntte nur 
mit ben bereite Dorl^anbenen ^läd^en 
?ßaroIleIcn jiel^cn. ©od^ pflegt baburd^ 
bai Silb nid^t jn gewinnen. 
(£g fei r = 3, s == 2, fo bleibt boö SBerl^ältnig öon 
sin : cos = 1 : 3, aber eiS Wirb 

(Qa)« = a« = (1 + i)sin<r»; 

(Q/J)2=:b» = (9 + VT)sind»; 



(Qy)* = c 



2 _ 



1 — 



Tlf« 



SBenn man bief eg conftruirt, fo öer* 
fürjt fid^, wie öorl^in, ?(je a wieber 
auf ein 3)rittl^eil, aber ber SBinlel 
aQb wirb wegen beiS s = 4 sin nod^ 
Vergrößert, b unb c nur unwefent^ 
lid^ öeränbert. Sie Hilfslinien ffil^rt 
man jum gweiten 3RaIe fd^on leichter 
aui^: brci parallel c burd^ b'ab; 
brei paraßel b burd^ cac' ; öier pa» 
raüel aburd^ b'cc'b; fo finb bie 3)igonaIen d beftimmt. ^wei burd^ 
ds unb de paraM cc' unb burd^ c unb c' je jwei paraQel ds unb ds 
liefern unS bie ?ßunfte t. 3)aö 95ilb felbft bleibt bem vorigen fel^r 
äl^nlid^, ift ober öergerrter unb minber fd^ön. 

3. ä^etDiiel. (£« fei r = s = 2, fo öeränbert fic§ ba3 SSer^ältniß 

t)on sin : cos = 1 : 2, eS Wirb 
(Q«)«= a«= (1 -^|)sin<J^ 
(Q/J)« = b» = (4 + j\)sind^; 

m' = c« = 1 - v^. 

Sonftruiren wir biefe neuen äjen, fo 
weid^en bie SBinfel jwar nur wenig tjom 
jWeilen Seifpiel ab, allein bie ?(c^fe a 
öerfürjt fid^ nur um bie $ölfte. S)ag 
bringt ben Uebelftanb mit fid^, ba§ bie 
Sinie 2a nic^t me^r innerl^olb bei^ ^ifb^ 
ranbei^ fällt, ber redete untere Duabrant 
fann nic^t me^r öoöftänbig in8 STuge 
treten, wie bie beiben l^intem punftirten 
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Sinicn c' : 2b' unb b' : 2c' jcigcn , bie ftatt bcffen oben linK ^crüor:^ 
treten. S)enn bei biefer ^ßrojectiongtüeif^ mug immer bie ^älfte ber 
gläc^en auf ber Sorbcrfeitc jum aSorfc^ein tommen, bie anbere ^älfte 
liegt auf ber ^interfeite; tt)ir l^aben fie ber Älar^eit beS S3ilbeg loegen 
»eggdaffen. SBegen biefer unangenel^men SSer^errung bleibt bag erfte 
SBeifpiel baä empfe^tenStoert^erc. 

2)ad Aanteitjonettgefe^ gilt nodti mel aHgemeiner, n)ie ebenfalls 
fd^on SBciB im- »et:i. sifab. 1824 pag. 247) freili^ auf mü^fame SBeife 
bargetl^an §at, toäl^renb wir bei einiger Uebung ben S3ettjeiö ablefeu 
fönnen. Um junöd^ft beifpietetoeife üorjugel^en, üerjeic^nen tt)ir uniJ im 
reguläre« ©^fteme eine Oftaeberfante c : a, 
jiel^en ferner bie 2)iagonaIe eineg beliebigen 5ß9^ 

ramibentt)ürfefg - : -, fo muß ba§ $ßerpenbifel 

Qp, öom aRittelpunfte beg Dftaeberg Q auf 
biefe ^Diagonale gefaßt, in ber obern ^rojectiong* 
ebene btn Ort 




:.— = a : ex 
a 



erjeugen. SSefd^reiben \Dix bamit baS punftirte Dblöugum, fo ift bie 

gonenaEe PQ = Va« + x« c* = l, 
gibt für c = a = 1 bie (Sinl^eit ber Qomm}:e l = Vx^ + i. 

©oH biefe Qontnaie jur Äantenjonentinie werben, fo l^aben toir 
ftatt c bie Äantc xc = x einjufütjren. S)cnn ber Su^ftaben a unb c 
bebienen wir unS blog jur Drientirung. ©ud^en wir je^t bag ©tüdE 
Qs , weld^eg bie Oftaebertantc c : a öon ber Qonemict l = V^^ + 1 
abfc^neibet, fo befommt bie Dftaeberlantc jefet für bie neue STye x ben 

Slu^brudf - , weil x . - = 1 ift. 3)ie Dftaeberfante läuft alf o - J^ 
bal^er finb bie Soorbinaten öon s nun _-. , , ober 



l 






X + 1 X + 1 

diu allgemeiner Std^tunbüierjigffäc^ner - : - : - befäme in ber Sinie 

- : - ben Slu^brudE — 
p m 



a l 

-, foIgIid& fd&nitte biefe in r^ . 

xp m ^ xp + m 



M^me 



man mit 3Bei§ Qs == rf al§ Sin^eit, b. §. t^a^ ©tüdE, we(d^e§ bie Dfta* 
cberfante tjon ber S)iagonaIe PQ = l = v'x^ + f abfd^neibet, fo wäre 

Qr = 4-^-^<^- pr X = 2 ift Qs == d = ^ = i?; fürx= 1 ift 
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d = %= Vi- gür p = 1 ift Qr = ^-^d. nai für Qr gilt, 
ji X "f" m 

X + 1 

gilt aud^ für bcn analogen ©tral^I Qr,. ^icr toirb Qr, = — — — etc. 

aSir fönncn babei bie Schnitte ftctö mit bcn ?(ugen öcrfolgcn. S33ei6 
^at bie @ad^e n^eittäufrger l^au|)tfäcl^[ici^ mittelft ber X^eilung bed 2)rei« 

X + V 

ecfg bel^anbclt. SRatürlid^ gilt bie gormel — — ^^ and^ allgemein für 

fc^iefe aaSinlel. 

SBir Wnnen bie ©ad^c jebod^ nod^ f^ematifd^er entnjicfeln: ein 
^ß^ramibenwürfet a : ^a xft gegeben. SBir mad^en ba8 
^Parallelogramm ber Äantenjone, fo ift bie diagonale 



PQ 



= ? = y/r« + ^ = i V/5. 



©e|cn mt ^a = b, fo l^at bie Dftaeberfante a : a in ber 
neuen ^Ijencin^it a : 2b = a : ~, folglich fd^neibet fic l in 

Qs = Y^ ? = 1? = 4 v/5 = d; 

«ie ,oxW. 

Se|t beulen toir unS eine allgemeine fjtäd^e F = - : - : l , unb 

fällen öom 3Rittel)>unfte Q barauf ein 5ßerpenbifel , fo ift in ber obern 
^ßrojection^ebcne ber Ort l = x -h j -h l. äuS le|tern brei Sinien 
conftruiren »ir ung bag ^efuib, bann tt?irb gon enage 

Ql^l= v/x« + y« + 1. 
SejielÖen toir je^t bie anbern gtöd^en auf biefe neuen Äjen xyl , fo 

^at ba§ Oftaeber 1:1:1 ben «ugbrudf -:-:!, toeil 

- . X = - . y = 1 
X V 



fein mu§, folglid^ fd^neibet bag Oftaeber öon ber 3ouenajre l baö ©tüdf 

l Vx^ 4- V* + 1 
— ; -— = . . \ ob, Sebe anbere allgemeine gWd&e 

x + y + l x + y+l 

G = - : - : 1 erbält in ben neuen Slren ben ÄuSbrudf — : — : 1 , 
m 11 '^ mx ny 

öoraui8gefe|t ba§ x > y > 1 unb m > n > 1 finb, toeil immer bie größte 

äal^t ber größten, bie mittlere ber mittlem unb bie fteinfte ber fleinften 

correfponbireu mu§. gläd^e G nimmt bal)er t)on ber auf F fenfred^t 

V^x* 4- V* + 1 
ftel^enbeu S^mm]c^ bag ©tüdE 7^ ^ _ — toeg. ®g t)erl^ält fid^: 

Vx« + y* +"T Vx« + y» + 1 , x + y+l „ 

L^ — ' : L_/_ — 1_^ = 1 . L-^ — allgemein : 

x + y+l mx + ny+l mx+ny+l ^ 
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Vx' + f + Z^ ^ Vx^ + y« + Z2 



= 1 



X + y + z 




X + y + z mx + ny + pz ' mx + ny + pz " 

aaSaS tDtr l^tcr mit ein 5ßaar Q&Qtn l^iitfd^rcibcn, tnugte SBeig mittdft 
„bcr Xl^eilung be« 2)rcie(fg" anf mü^famem SBegc erringen. Um jum 
^er<)enbilcl auf bie gläd^e F ju lommen, geic^nete er fic^ in bag fcittid^c 

Slf enfrcuj AO = OB = a, trug bie ©d^nitte - unb — 

^ y 

ein, öerbanb bie 5ßuntte, unb föQte auf bie Serbin^^ 
bung^linie ba^ ?ßerpenbifel 

op = ^.^:\/^, + p=l:V/pT"x^ 

auf weiten Umwegen 



X y V x* 

tocld^eö in D bie DItaeberlante AB fd^neibct. 

Vx* + V* 

finbet er bann mit ber punftirtcn parallelen ^ilföKnie oD = — ^ . 

Dann wirb ein aufriß gemacht in ber aufredeten Slje C burd^ bie Sinic 
oD, worin bie Sud^ftaben opD fid^ entfprcd^en, folglid^ 
ot fenfred^t auf Cp bem 5ßerpenbifel öom SWittelpunft o 
auf bie 6bene F cntfprid^t. ®a 

ot = op . oC : \/(op)2 + (oCp" 




=iVi^f.Vi+, 



= 1 



^+y^' V - "xHy* 
fo ift baö ?ßerpenbifel jwar fel^r leidet gefunben, aber für OF 



V/x^y^+l, 

^ Vx»+y^+l 

x+-y+i 

mußten mel^rere breite ©öfee aug ber S^eilung beg 2)reiedfg pag. 131 
ju $ilfc genommen werben, in bereu Slnwenbung SBeig eine mer!=^ 
würbige gertigfeit bewiei^. SJon bem breiten ©d^ema fefee id^ nur einen 
Dftanten l^in, ba bie anbern fid^ tjon felbft au§ ben negativen 3^^^^« 




nad^ pag. 226 ergeben. 2inf8 ift ba» attgemeinfte/ ber 4S^&ä)mx, baS 

^erpenbiW ift auf bie untere gläd^e red^t^ (^ :-: iV gefaßt, bo^erbei 

allen ber gäl^Ier x + y + i, weil bieg für x>y> 1 bie Snbiceö ber 
gläd^e finb. Ratten wir bag ^erpenbifel auf bie gtäd^e unten lintö 
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gctüäl^It, fo mfigtcit wir bie SnbiceiS nac^ y + x + 1 umftetten, unb in 

bicfer Drbnung :c. bic Suc^ftaben m + n + 1 multipliciren. S)ie 

Drbnung festerer ftimmt mit bcm Silbe pag. 368 üoUftänbig. SBirb 

X + 2 
y = I1 fö gel^t bcr ?lu8brudf in — — — —j über, gür x> 1 finb 

ba& Seucitoibc, für x < 1 ?ß^ramibenoftaeber. %üx y = erfd^einen 

bie 5ß9romibcntt)ürfel ic, wie bag befonbere SBtIb rechts jeigt, 

worin innen brei Seucitoibc, in ben Sinien fed^^ ^^ramibenwürfcipäd^en 
eingejeic^net finb. gür x = 2 l^aben wir ba§ gewöhnliche Sencitoeber 
a : 2a : 2a unb ben gewöl^nlid^en ^^ramibenwürfel a : 2a : 00a im 
©inne, auf wel^e ba^ ^erpenbifel gefaßt ift. S)ie befonbere gigur 

gel^t bann über in nebenftel^enbe, welche 
3Beif fd^on 1818 (215^. öerl. Slfab. pag. 300) 
entwitfelte. 3c^ ^abe nod^ brei S)igonaIen 
unb eine Xrigonale hinzugefügt, um Mar 
ju mad^en, wie bie SluSbrüdfc burdEi ein^ 
fac^e äbbition entftel^en, fo ift 




1 + n + 2m 1 + n+m m 

2 ^ 2 



1 + m n+m' 

1 1 ^ 3 J_etc 

l + 2m 1+m m' m 1 + n+m 1 + n 
fjür m = n = 1 Werben aQe Slu^brüdfe = 1, weil für bie S)igonaIen 
I bag $ßerpenbifet auf bie DItaeberf ante , für bie SIrigonalen | ba^ 
^erpenbifel auf bic Dltaeberftäd^e genommen ift, wä^renb bk ^aujjtajen 
I werben. S)a für a= 1 bag 5ßerpenbifel auf bie Dftaeberfante 

- v/i + 1 - ^^ - ^ ^^ 
unb auf bie Dftaeberftäd^e , ' 

-_Vi + 1 + 1 " ^ ■" ^ 
ift; bo femer 1, V2, V'6 bie breierlei 3)imenfionen beg SBürfeI§ finb, 
fo fann man biefe als (Sinl^eiten anfeilen, unb blog bie SRenner fe^en, 
über benen man fid^ ein für allemal eine 1 benft. Sllg Sinl^eit ber 
3onenajen wirb bann immer bie (Sntfernung beöDrtef einer beliebigen 
gläc^e t)om SWittelpunfte gebadet, weld^e Vx^+j^+l für eine gläd^e 

- : - : 1 betragt. S)ag 
X y 

Seucitoeber - : a : a = a : 2a : 2a = a : ^rpr : t^t 

Ouenftebt, ^ftaUodtafii^ie. ^ 24 
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f)at bann ßonmait 

= VTTTTl = V^ ober vTTT+~i = i V^ 
je noc^bem man bcn Iteinftcn Äfenfd^nitt 4a ober a fe|t. 3)aä Oftaebcr 

fd^neibet baöon -^ ab, baS gibt in beibcn gällen 

V^2^ + 1 + 1 _ V^l + I + :^ _ , ^g 
2+1+1 1+4 + 4 "^ 

aBiCi man bie Formel nod& toeiter auf - : - : - unb — : - : - 

" ^ 'xyz mnp 

verallgemeinern, fo gel^t pe augenfällig in — "^ — über, für 

a = b = c = 1. SBären bagegen alte brei Äjen öerf^ieben, fo er* 
hielten toir 

a« "^ b« "^ c« 

a« '^ b« ^' c» • 
Sluc^ biefe gormel l^at SBei^ fd^on aufgefteöt, unb beruht barauf , ba^ 

eine gläci^e - : - : - burd^ Umfe^rung - • r • - P^g- 1^4 toirb. 

gür bie X^eiruiti} M 2)tete<8 pag. 131 fann bag Äantenjoneu:« 
gefe^ ebenfaß« nü^tid^ fein. Sg ift oft tt)ün}d^en§tt)ert^, ju totffen, tt)ie 
in bem Safalfc^nitt eine^ Dftaibeg bie gmifc^entiegenbe kjcc gefc^nttten 
tt)trbe, toenn man wn ber ®dfe beg Parallelogramm^ nad^ ber gegen* 
übertiegenben ©eite jie^t: alfo H9 BtM c, 3tt fiitlieit, 
tuenn b« itfanni ifl. Da in biefem galle aud; as, a, 
unb d, == 1 — c, gegeben finb, fo folgt nad^ bem erften 

■■*^~*'^"^ 1 — c, : c, = b2(a, + b,) : a, as, ober * 

1 : b2(a, + b,) + a, a2 = c, : a, a2 

__ a, a2 . a2 

^' "" b2(a, + b,) + a, a2 ~" 2b2 + a2' 
benn man fann a, = b, = i fe^en. 3ft b2 = a2 = 1 , b. l^. bie 
Dftaeberfante l^albirt, fo ift c, = 4; ift b2 = 1 unb a2 = 2, b. ^. 
bie ^ante gebritteft, fo ift c, = ^ = 4 ^albirt :c. 

o 3m ^bb. SRiner. 1855 pag. 65 ttjurbe auSeinanber^ 

gefegt, wie einfad^ ba§ auä ben Äantenjonen folge. 3)enn 

\i ift ba^ ^Parallelogramm oApB ber Safalfc^nitt einei^ 

^ beliebigen Dftaibeg, fo ift S)iagonate op = p bie Sie* 

^^^^""^ fultante ber «fenfräfte oÄ = A unb oB = B. ®ne 

' ' -^ beliebige Sinie A : - mu^ bal^ert>onpba8©tüdEz=— ^ 
abfc^neiben, unb bie Sinie A: B muf p l^albiren, ba 
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®ibt für X = 2 ... 4, für x = 3 . . . 4, für x = 4 . . . |. :c. unb 
umgdel^rt. 

3n biefcr cinfod^ett Segrünbung liegt guglcid^ bcr ©d^Iüffel für 
Bernl|ar)ii'S @i|titlioIe pag. 28. 2)enn je jtDet äSafalfc^nitte etne§ 
Dftoibc« l^abcn biefelbc fRefuttantc, j. 95. o p. Scge id^ nun burd^ Sinte 

A : - eine (56ene, fo mag biefe bie beiben anbem Dftaibfanten beliebig 

in - unb - fdbneibcn, immer mufi z = ^ toerben. (Sä finbet ba* 
. m n m + n 

^r jloifd^en ben üier Äantenfd^nitten bie ©tcirl^ung m+n=l+x ftatt: 
Qu8 brcien fann id^ bie öierten beftimmen. 

3)ie SlEenfd^nitte ftel^en lieber ju ben Äantenfd^nitten im Santen^ 

, jonenberpitnig, benn id^ barf nur burd^ 

"^^V ./:j>tc<''^l/f ^i^^^ ^^^ gegeuüberliegenben Äantenpaare, 

j. 35. ac, einen Slufrig legen, fo bilbet bie 
boppette ^auptaje cc' bie Sfiefultante be§ 
$ßaratteIogrammeS cac'a'. Segen toir bann 
bie aa' mä) ««' burd^ ^unft c, fo fielet 

man, ba§ ein Äantenfd^nitt - : - nadEi ber Stt)ifd^cnfantcnjonenf ormet 

X y 

2 2 

pag. 199 in ben Slren cc' unb c« bie ©tüdfe c unb a 

X + y X — y 

tocgnimmt. gbenfo mu^ im jtoeiten Aufriß cbclV ein ©(^nitt — : - 



\ 



j 



toieber burd^ gelten/ ba x + y = m + n ift, mir l^aben ba^er 

X H" y 

2 2 

aud6 Wer c unb ß. S)a in ben beiben ärenfreu^en c 

m + n m — n 

gemeinfd^oftlic^ , ferner « mit a unb ß mit b parallel gelten, fo finb 

aug ben Äantcnfd^nitten ~, -, — - burc^ einfädle 3lbbition ber S&^Ux 

nebft Slbbition ber 5Renner für bie jtt)ifd^en^ unb ©ublraction für bie 
au^enliegenben bie 

^ '^ x+y X — y m — n 
gefunben. ©n S5ern]^arbi'fd^e§ Seii^^n 

24* 
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2 X 

3Ä5 = mAn 
6 y 

^at olfo für bic 

jtoifc^eitliegenbc ^auptoje ^-^ = ^-j^ = |; 
»jotbere aulenlieflenbe ^ — - = jr ; 

fcitlid^e au§enltegenbc - — r = b; b. 1^. - : - : b. 

Slber aud^ eben fo leidet loffen fid^ xm^t\t\xi aitS Heu Ä|eii Ute 

ftantenfd|ttitte finbett, benn c§ ift 

1 2 ,1 2 

unb - = 



X (x — y) + (x + y) y (x + y) ~ (x — y) * 

Sefet bittet ca bie Siefultonte in \itxci ^ßaraßelogramme c'ca. SBrtnge 

2 1 2 1 * 

id& nun — ; — auf bie gorm — ^ — unb auf , fo ift 

^ x + y " ^+ y ^— y ^~y 

2 2 2 2 

foift 

4 — 2 2 

4 — 1A4 + 1 = 3A5, 

4 + 2 6 

tt)ie oben. 3Bir fönnen bag ßeid^en burc§ SBeglaffung beg Sud^ftaben 

A nod^ öerfürjen. §ätten toir ben 48ftäd^ner 7 : ö • F' f^ 9^^* ^^^ 

X d D 

5 + l^^^ö— 1 =6+4, 
— d 2 

ttjoraug »ir nmaefefirt bann tt)ieber ;; : r — - : ' . ^ rctorobuci* 

— 4o — 2o + 2 
8 4 

ren. ©tatt 6 + 4 fönnen toir aud^ 3 + 2 fd^reiben, bann fommt bei 

2 1 

ber Slbleitung ber Sfjen 

2a 2a 2a _ ^ ^^ _^ a a 

3Zr2 • rZÜ • JTT - ^a : ^a : ^a ~ a : - : -, 

tüie t)Dxi)m. 

Seml^arbi pag. 29 jog bie Äantenbejeid^nung ben SBeig'fd^en Sfjen 
t)ox, weil biefe aus jenen obgelefen toerben fönnten. gr nterfte alfo \>a^ 
Umgefel^rte, tt)ag fid^ nod^ leidster benjerffteÖigen läfet, gar nid^t. Slu(^ ' 
mir ift eg lange entgangen. ®ei Verfertigung öon SRobetten, ttienn id^ 
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bie DftacbcKrfen burd^ dSfläd^ncr ac. jujd^ärfcn toiö, l^ot ba8 ®cfe| 
feine SBid^tigfeit $bb. äWinetal. 1863 pag. 71. 

©ragmann pag. 61 l^at in ^oggenborflJ ännalen 1836 (SBir.30 
pag. 28) bie Slntt)enbnng beg Äantenjonengefe^eg freilid^ in fe^r öer« 
Runter SBeife jnr größten ÄHgemcinl^eit erlauben, ^iix bie 

ÄitftettatfteffuÄft tab. 8 fig. 3 ift biefe Slnfc^aunng ganj bor*» 
jügli^: jefet fi^neiben bie äonenofen unferet Sinearmetl^obe bie Äugel* 
fläd^e, nnb jcbe gonenajc ma+nb+pc totrb ium Xräger einer gläd^e 

— : -TT : — . SBir bfirfen bemnacfi nnr bie ©ectionSfreife unferer bret 
ma nb pc 

Äör:per, Dftaeber o, Oranatoeber d unb ?ß^ramibenttjürfel h sielten. 
Si^re ©cntra finb öom Sentrnm beg SEafeßreife^ in ben ^icm a = 1 
ber Sieil^e nad^ ^, 1, 2 unb in ber Btt^ifd^enaje für baä Dttaeber V2 
entfernt, fo ba§ bie gigur \o fd^neö unb leidet ate irgenb eine ent* 
tüorfen ift. Sefet ge^t bag Slbbiren an. Sm Äjenfreuje ben 

aSürfel 100, 010, 001 
gefegt, fomint ba§ 

S)obecaeber 110=100+010; 101 = 100+001; 011=001+010ic.; 
Oltaeber 111=100+011=001 + 110 = 100 + Oll 

= 100 + 010+001 :c.; 
?ß9ramibentoürfel 201 = 100 + 101, 102 = 001 + 101, 

210^100+110,021=010 + 011 tc; 
Seucitoeber 112=101+011=001 + 111, 211 = 100+111 

= 101 + 110, 121 = 111 + 010 = 011 + 110 Jc; 
^^ramibenoftaeber 212=111 + 101 = 211+001 :c.; 
^^ramibengranatoeber 123=112+011 = 122+001 ic; 
Sl(|tunbt)ierjigpc^ner 124=112+012=123 + 001 k. 
93i§ ie|t ^abe id^ Uo^ bie Seifpiele aug bem :pofitiöen Ouabranten 
getoäp, in. ben anbern gilt baffetbe. Sßerbinbe id^ bagegen geftrid^elte 
mit ungeftrid^elten, fo muffen bie geftric^elten negatiö in 3fie(|nung ge^« 
brad^t, b. 1^. abgejogen toerben. ®o liegt leinten bie 2)i)becaeberpäd^e 
l'Ol jtoifd^en 001 unb l'OO, aber aud^ jwifd^en l'ri + l'll=2'02, 
in ber äRitte lommt i'+i=o, unb 2'02 fann roi gefegt, b. 1^. burd^ 
2 biöibirt toerben. Sg fprid^t fid^ barin unfer Swifd^enfantenjonengefel 
pag. 199 au§. SlHe corref:ponbirenben ?ßunfte in ber ©ranatDeber«* 
fantenjone geben in ber äKitte 0, au|en aber äKuttipfo üon einö: 
101 = 21'2 + 212 = 404 = 4 . 101; 
101 = 12'1 + 121 = 202 = 2 . 101 ; 
101 = Ol'O + 010 = 000 = 00 .-101. 
8[ud6 f4iiefa|ige ©^fteme laffen fid^ in gleid^er SBeife bel^anbetn. 
$ier Derplt fid^ 

X : sin (90^ — y) = 1 : sin (90® — a), ober * 
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X : cos y = 1 : cos a, 
- : sin y = 1 



CDS y 

cosa' 

sin y 



sm a, - = 

/u sina 



a 



X : — = 



_ cos y ^ smy __ cos y ^ cos a 
cos a ' sin a sin y * sin a 
= ctg y : ctg a. 
©inb bic Äjen rcd^ttoinflid^, fo toirb a+y=90®; 
bomi tft 90® — y=a unb 90® — a=y, folglid^ 

r — , tt)ic oben bei ber Snbcrtirima. (gbcn 
sm y ° 



X = 



fo finbet fid^ y : cos y, = 1 : cos /5f , y = -^~~ unb 

cos ^ 



ß 



sin y, = 1 



sin /?, ^ 



smy, 
V ' ' V cos/?' 

wobei aaäinfet y, an ber Stje c, unb ß an ber STje b liegen. ?ttfo gläc^e 



a 



b 



1 = 



sm y 
sin a 
_ cos y 
cosa 



cos ß 
cos y, 
cos /? 



1 unb 



1, 



fo ba^ toir anä) l^ier ba^.Sine aug bem Änbern abtefen fönnen. 3«* 
flleid^ öerl^ölt fic§ x : 1 = - : z, xz = - , unb iebenfallg ift PQ tie 

afti^tung ber aiefultante öon OQ unb AQ. SBir lönnen bal^er bie ©a^e 

unabpngig t)on ben SBinfe(größen bel^anbetn, unb ttJäl^Ien atö ©eifpiel 

mit ©ra^mann ben fd^iefften tjon allen, ben 

«|init tab. 8 fig. 6. Sßeumann (^ogg. sinn. 1825 »b. 4 pag. 67) 

]^t ben 3onenäufammen^ang ber glücken gegeben. ®e^en toir oon ben 

gett)öl^nlid^ größten 

u == 100, P = 010, r = 001 

afe ^ejaib au«, fo muffen toir, um jur 3)e^ 
bnction fd^reiten ju fönnen, enttoetief einen 
^unft oußerl^alb ber ©ection»Ireife nP, ur, Pr 
nel^men, etoa a = lll; ober jttjei fünfte in 
ben ©ectiortgfreifen, j. SB. 1 = 1 10 unb s = löl. 
Denn l^ätten toir blo§ einen, fo toäre ba8 ein 
aSierjonenförper nPrl ober nPrs, mit bem tt)ir 
nid^t forrtämen; mit beiben Is gel^t e* bagegcn. 
S^ 1 unb s getoöl^nlidEi fid^ ate Slbftum<)fingg:= 
pc^en ber ^ejaibfanten P/u unb r/n jeigcn, fo 
fefeen wir 
1 = u + P = 100 + 010 = 110 = a : b : ooc 
s = u + r = 100 + 001 = 101 == a : oob : c. 
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günf aWeffungcn muffen bicfc« fcftftcttcn, aber bann folgt oöcg of)nt 
aRcffung. 

a in r/X P/s = 001 + 110 = 010 + 101 = 111 = a : b : c. 
S33ir l^aben l^ier b(og bic 3^^^^^^ ^n ben Orten rl unb Ps mit einanber 
ju abbiren, unb geben beibe benfelben ^n^bxnd, fo ift ba3 Sewei^ für 
bie aüd^tigleit. Sg ift nun gut, gfeid^ bie ©egenpunfte t)on P unb r 
mit P' = oro unb r' = 001' l^injufd^reiben, bonn folgt fofort 
M in P'/r unb s/1' = Ol'O + 001 = 101 + l'l'O = Ol'l = 00a : V : e; 
1' ftcl^t jttjar auf bem unfic^tbaren ©egenpol, oQein toir fönnen eg aug 
1 = HO burd^ entgegengcfefete Söejeid^nung (©trid^elung) fofort ableiten, 
unb ba bei ber Slbbition entgegengefe^te 3^^*^^« fubtractio in Sleci^nung 
gebrad^t toerben muffen, eS bebeutet ja Äräfte, bie nad^ entgegengefe^ten 
©nben jiel^en, fo mug 1 + 1' = fein. äRit M = Ol'l ift*aud^ 
M' = 011' gegeben, e^ liegt jtoifd^en r' = 001' unb P == 010, fo toie 
jtoifd^en 1 = HO unb s' = l'Ol'. 
X in M/u, P'/s=01'l-f 100=01'0+101 = ll'l=a:b':c 
V in u/P', r'/x==5l00 + 01'0=001'+ll'l=ll'0=a:b':ooc 
y in M/v, P'/x=01'l + il'0=01'0+ll'l = 12'l=a:^b':c 
(o in P'/v, r'/j=01'0 + ll'0=001'+12'l=:12'0=;a : ^b' : 00c 
n in r'/y, M'/ai=001'+ll'0=011'+12'0=ll'l'=a : b' : c' 
Q in M'/P, ü/y'=0ir + 010=100+l'21'=021'=ooa : ^b : c' 
y in P'/y, M/w==:01'0 + 12'l=01'l + 12'0=13'l=a : ^b' : c 
min v/y, w/y=ll'0 + 13'l = 12'0+12'l = 24'l = ia:4:b':c 
o in M/y, ß/y=01'H-13'l = 02'l + 12'l = U'2=a : {b : 4c 
z in M/r, niy'=011' + 001'=ll'l'+ l'21'=012'=.ooa : b : ^c'. 
aSenn man einmal bie 3ottcnenttt)icfelung lennt, fo ift bag ganje 
aSerf faum mel^r afö ein ^infd^reiben. 

SBoQten ttJir je|t nun bon einem anbern ^ejaib, ettoa t)on 
V = 100, 0) = 010, M = 001 
au^gel^en , fo muffen wir junäd^ft bie bi^l^erigen alten ©(emente bnrc^ 
bie je brei neuen au^brüdEen. 9iad^ ben alten tt)ar 

y = u + P' = 100 + Ol'O = ll'O ober P = u + v' 
u = 2v + CO' = 22'0 + 120 = 100. 
üDrüdfen wir bieg in bie neuctt aug, fo wirb 
u = 2y + w' == 200 + Ol'O = 21'0' 
P = u + y' = 21'0 + l'OO = ll'O. 
2)iefe filnf neuen 8lu8brüdEe vwMuP genügen nun toieber ju einer ooll^ 
ftänbigen (SntwidEelung. 

r = M + P = 001 + ll'O = ll'l 
1 = u + P = 21'0 + ll'O = 32'0 
s = u + r = 21'0 + ll'l = 32'r 
X in v/r, u/M = 100 + ll'l = 21'0 + 001 = 21'1. 
y in M/v, P'/x= 001 + 100 = 1'10+ 21'1= 101 ic. 
SBefonber« einlabenb f<i^eint \)a^ ^ejaib MPv jum Slu^gange, weil feine 
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SBittfd P/v 77.16, M/v 82.10, P/M 90.4 fid^ nid^t ju tocit t)om Siedeten 
entfernen, unb im Silbe bag ^ejaib atä SBürfcI gejeic^n'et toerben fanu, 
ol^ne ju ftarl öon ber 9?atttr abjutoeidEien. ®a nun 

v + P = ii;v+M = y;P + M = r, 
fo bürfen ttJir nur baS 

^ejaib tab. 8 fig. 5 
M = 100, P = 010, V = 001 
l^inje|en, bann fommt in biefen neuen ©ementen [ofort ba^ 

2)obefaib 
u = V + P = 001 •+ 010 = 011, 
y = r + M'= 001 + 1'00= l'Ol, 
r =M+P' = 100 + 01'0= U'O, 
9 = M+ P = 100 + 010 = HO, 
ft) = V + F = 001 + OVO = Ol'l, 
b = y + M = 001 + 100 = 101. 
Sefetere fjläc^e b f)at ^err ö, 9lat^ (^ogg. «nn. 1866 »b. 128 pag. m, 
ber ung mit beneibengtt)ert^er ®ett)anbt]^eit eine SRei^e neuer glätten 
namentlid^ auö bem 2)iorit t)on SotoCia! in ßornttJaBiS beftimmt ^at, 
nad^gettjiefen. Som 

Dftaibe 
X = M' + u = roo + 011 = ril, 
y = M' + CO = l'OO + On = l'l'l, 
n = M + CO = 100 + Ol'l = in, 
fep un« bie öierte 111 nod^, fie toirb aber aud^ tool^l nod^ gefunben 
toerben. SJom gewöl^nlic^en 

Scofitetraibe (Seucitoibe) 
m = w + y = ori + i'Ol = Vl% 

= M'+ y = l'OO + m= 2'1'1, 
s = u + r'^ 011 + riO = 1'21, 
d = P' + B = Ol'O + in = 12'1, 
d =M+ n= 100 + ll'l =2n, 

finb öorftel^enbe fünf üor^anben. SBoju nod^.ein anbere§ 
CT = s -h P = 1^21 + 010 = l'3l fommt. 

^ß^ramibenl^efaibe 
z = <J + v' = 2n + 001' = 21'0, 

1 = P -f. u = 010 + 011 = 021, 
f = M'+ y = l'OO + l'Ol = 2'01, 
g = f + M'= 2'01 + l'OO = 3'01, 
h == 1 + P = 021 + 010 = 031, 
h2t= u + 1 = 011 + 021 = 032, 
ß = h2+ 1 = 032 + 021 = 053. 

2)ie übrigen öertl^ilen fid^ auf 

k = w -f n = Ol'l + ll'l == 12'2 ^p^ramibenoftaib. 
t = cf) + d = on + 12'1 = 13'2 ^ß^ramibenbobelaib. 
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3)tc $am)tpunltc conftruirten toir burd^ bic ©pbecacbcr« d unb Otta* 
ebertrcifc o. 2)ic ^ß^ramibenl^eEQibfreifc h gabett bann nod^ z, f, I, t, k, 
furj attcg, toag ju bcn gcttjö^nlic^en fieben Äörpem geljört, fann burd^ 
bie ©cctioniSfinten bcg SSäürfcIg 100, ®ranatoebcr« 110, DftaebcriJ 111, 
^ß^ramibcntoürfetö 120 gefunben tocrben. SBei: mit bcr ftugcl ju ar* 
betten getoo^nt tft, fielet bag Äöeö fogleid^. 8tbcr bie ©ac^e leud^tet 
unmittelbarer ein, tomn man jur gläc^e fc^reitet. 3ci^ füge ba^ 

bie Slädieniitoieettoit tab. 8 fig. 4 auf y = 001 jur »eitern 
Orientimng nod^ l^inju. 3e^t n^irb unS mit einem SSIicte bie ganje 
?lbbition Kar. 2Bag @ra§mann combinatorifd^ ermittelt l^atte, lag fd^on 
längft in anberer SBeife t)or. 3)ie Orte ber gfäd^en fann man ablefen, 
benn fo wie bie Wintere ©teile, toeld^e fic§ auf Slje bejie^t, mel^r afö 1 
ift, barf man nur biöibiren, atfo t == 13'2 == ||' 1 fefeen; um fofort 
bie 9lid^tigfeit ber Qa^ ju erlennen. SlÖeg, toag ju ben fieben Äör<)cm 
110, 120, 111, 112, 122, 123, 124 gehört, wirb burd^ bie ©ectiong^ 
lini^n be^ ©ranatoeber«, Dftaeber^ unb ^ß^ramibentöürfefö 120 beftimmt. 
9lttr »enige gläc^en a l'3l, h 031, g 3'01, hs 032, ß 053 gelten bar«» 
über ]^nau2: a 1'31 bebarf ber Seucitoeberfectionglinie 1 = 2a : 2b; 
g3'01, h031, I12 032 erreid^en toir burd^ bie ^ß^ramibengranatoeber 
p = »a' : 3b unb 3a' : |b. 8tber bie Orte reiben ftd^ ö^rtrefflid^ ein, 
benn j. ». h2 = 032 = u + 1 = Oll + 021; felbft 

/? == 053 = I12 + 1 = 032 + 021 
ergibt ftd^ burd^ btoj^e Slbbition, mug aber burd^ einen Äd^tunböierjig* 
pd^ner tt = |a : 4b eingefe|t »erben, ber ben Qomnpwxtt a 1'31 mit 
d2l'l öerbinbet. 

©oQen brei beliebige ä^nenajen 
a = c* + ma + nb ; /? = c + ni,a + n,b ; y = c + moa + nob, 
tocld^e nid^t in einer (Sbtnt liegen, an bie ©teile ber alten Stjen abc 
treten, fo »irb gläc^e 

a b a ß y 

' fi ' V l+mfi+nv ' l + m,fi+n,v ' 1+mofi+nov 

©egeben 3onen<)unlt P == ma + nb unb glöd^e - : -. ^iel^en 

toir PQ, fo ift nad^ ber S^>«enpunftformeI pag. 188 
für ben ©d^nittpunft P, ju fefeen: 



. ... 

fi, = - unb V, = , gibt 

*^' m n 



= (mnv + mO)a + (nO — mnfi)h + 0(in' + m/<)c 
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= ma + nb + (mfA + nv)c 

ma . nb 

= ; 1 ; h C. 

©cfecn Wir QP = p = v/m»a* + nn)«, fo ift 

QP, « p, = 




3m Äufrtffe PQlc ift Qontmie k, totläft wn 
c tiad^ P ftral^lt, burd^ hm §iittelpun!t Q gc* 
legt, muß alfo bic verlängerte P,c in l fd^neiben, 
folglid^ 
y : k = QP, : PP, = p, : p, - p 

y- -<^£^ = Qi«?. 
. P. — P 

?^-^:/_4 i\p = .^ 1 

m^ + nv \mjM + nv / '^ 1 — m^ — nv 

k = Vi + m*a* + n*b' ift bic ©nl^eit ber neuen Äje a. SBag im 

k 
l^itttem Duabranten negatit), ift im öarbern po\xÜo, alfo — — -- — , 

wie oben angenommen würbe. @8 wirb biefe« Ilar werben burc^ ben 
aOgrnieinrit SriiiriS. ©egeben eine beliebige gonenaje ma+nb+pc, 

bie t)on einer gläd^e - : - : - gefd^nitten wirb. 2)ie Qommit burd^ 

ben äßittelpuntt gelegt betommt bie brei ©leid^ungen: 

1) X = -Y-y. 2) y= — z. 3) z=^--x. 
^ nb "^ ^ "^ pc ^ ma 

2)ie@bene4)^ + ^ + ^= l. 
ab c 

gttr ben 2)urd^fd^nitt8punlt ber S(je mit ber giäd^e finb xyz 

ibentifd^, id^ finbe bal^er 

y = — - unb z = £^ X in ©leic^ung (4) gefegt 

fix nvx , p;rx 

1 h — - = 1, 

a ma ma 

ma 

X = ; ; . ©erabe fo finbet fic^ 

m^ + nv + pTT ' ' ' ^ 

nb 



z = 



m/M + nv + pTT 
PC 



m/i + nv + pTT 

S)ie Sänge ber QommTct l t)om SRittetpunfte big jum S)urdöfd^nitte ber 
ebene beträgt Vx* + y* + z*, folglid^ • 
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^^ V'm'a» + n«b« + p V ^ k _ 

m^ + ny + pw "" m/i 4- ny + pji* 
^a biefe SlUgemrinl^eit itxo&f)nl\^ unndtl^ig ift, fo fe^en totr 

pc = ^ = l, 

mib erhalten fofort 

l ^ Vi + niV'+ nn)» 
*" 1 + m/i + nf 
©icr crjd^cint nun + ftatt obigen — , mit bic gonenojc nod^ öom 
gegen bie gläc^c burd^ bcn aKittctpunft getegt ijl. (SS finb immer 
wiebcr btcfelben ©rünbc, wie oben hti ben Siefultantcn pag. 194. aRan 
fielet leidet ein, ha^ ber redete äBinfel nur auf bic SBcftimmung bon l 
©influg l^ot, bic übrigen ®rö§en gelten aud^ für fd^iefwinßid^e Äjen. 
3)ie gormcl felbft ftimmt mit ber allgemeinen Äontenjonenf ormel pag. 368, 
unb würbe bort il|nr SRcd^nung bIo8 mit ber Äantcnjone beriefen. 3^* 

gleidÖ if* ^^ ^^^ @0|f welchen äKiHcr (Treat. on Crystallogr. 1839 pag. 15), 

jtt)ar originct, aber boc§ nid^t fonbcrlid^ cinfad^ beweift. Philos. Ma- 
gazin May 1857 fommt er nod^matö barouf jurfidE, wirb aber aud^ 
nid^t öiel Marer. SBir ^aben bagegen einen beliebigen öom Sluttpunlte 

au8ge]^nben ©tral^I - + _ + -, fegen fcn!red^t bogegen eine fjfläd^e, 
fo gel^t biefclbe --c'-. ©oQ jener ©tral^t l neue Äjc fein, fo 
erlitt eine beliebige gläc^e — : - ; — auf bic Äanten be8 ^ßarallet 
zp\pt\a ^1 p - bcjogen, ben neuen äüSbrudf 

^ : !^ : ^, f olglid^ n)irb nn 

l : {fifi, + rv, + nn,) gefd^nitten. 

S)ie SButjcIgrögc bcjcid^net bie Sänge einer 3oncnaje t)on c big 
jum 3onenpun!te ma + nb in ber ^roiectiongcbcne. S)icfclbe eignet 
fid^ om beften für bie neue ajencinl^eit , unb bilbet ba8 befannte 
irrationale ©runbücrl^ältniB, t)on weld^em bie fr^ftaHonomifd^en gläd^en 

ein rationafeg SKuItipIum —— 7^ — abfd^neiben. gür c = tt = 

gel^t bie allgemeine gormel in 

_ VmV + n V 
^^' ~" m/4, + nv 
über, wag wir oben burd^ Änwenbung ber Sonenpunftformcl fanben. 

Sriftitcl. S)urd& ?ßrojection auf bie Seucitoeberfläd^c 112 pag. 175 
lonntcn wir bie SlxcnaugbrüdEe unmittelbar abfefcn , weld^e fie auf aßy 
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M^.. 




ntQd^tctt. Slfc a ift bcr 23urd^fci^nitt bcS 
SeucitoeberS l mit ©tQnatoeber g, b. I). 
(Sranatocbertante t)on c nQd^ l + l; y ber 
©urd^fd^nitt t)on Dftoebcr o mit ©ranatocbcr, 
b. f), S)iQgonaljone üon c nad^ i + ^i ß 
im ©d^nitte t)on Dftacbcr* unb Seucitoebcr* 
fläd^e ftrQl^ft t)on c gum Unenblid^cn , eS ift 
alfo m, = +00 unb n, = +00, gibt 
ßoo _ ß 



1 + jMOO — l'OO /l — V 

6i^ ift nun ganj glcid^gültig, m\ä)tn Duabranten, ob ben üorbcrn 
ober ben l^intern, toir für bag gtäc^enjeid^en ^jofttit) ober negatiü fe|cn. 
SRur baS eine ift ju bead^ten, ba§ toenn toir ein Mal gefegt l^aben, jo 
muffen bie gläc^enjeid^en in ben red^twinflid^en Sljen abc mit entgegen»» 
gefegten Qd^en in JRed^nung gebrad^t werben. S3ir wollen tjorn mn 
pofitit) nel^men, alfo ab tjorn negatit). 

1 + fl + V ' fi — V 

WiU SCgen. 
ft> SBürfel c : 00b gibt /M = •» = 



a 
1 



fl — V 



ß 



-y =* 



9lcue 2[sen. 
00b : c 



io, a: 00b gibt/u=— 00, i'= 1 : — ^- : — = ^ : tt : c. 

a' b 
S)a Quf ber 5|5rojection w, ben SIu8brudC ^ : - : c ^at, f inug 

^ = - b. 1^. /? = |b fein, toäl^renb bie Sängen öon a unb a übcrein^ 

ftimmcn. Um alfo aud^ in b auf bie gleid^en 8lu8brüdEe |U fommen, 
muffen wir bie ©oefficienten t)on ß mit | multipliciren, unb bamad^ 
bie Sänge ber Slje einrid^ten. 



02 Oft. a' 
0, Oft. a 



b' gibt ^ = V = 1 - 
3 







2y 

ß 



gibt ti=v=~l —a : ^:| 



a : 00b : ooc 



= 2a' : 00b : c 



o Oft, a : b' gtbt/<=l, v=- 



ß 



-1 a : I : y = a 



ß_ 
2 



c = 



b 
'3 

g ®nt. a' : 00b gibt ju=l, v=<) ^:/S:2c = ~:?:c= % :^ 



g; ®rn. a 



00b gibtiu=-— 1, y=0 - : /? : |y=c»a:|^:c = 00a: b:e 



gi ®xn. a' : b' gibt /M = y = 00 ^ : ~ 



2y^ 
2oo 



^:oob 
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gs ®rn. »: b' gibt ^=00, 1»= — 00 %'- y~''~q ^ ooa:b:ooc 

71 ^W. 2a' : 00b gibt iu = i, y = |«:2/J:|y=^a:|/J:y= ia:b:c 

h Set. 2a' : 2b' gibt ^ = V = I | = ' ^^ = j : ookc * 

1* Set. a' : ib gibt /<=1, v= - 2 ^ : f- : ^=ooa:?:y=ooa: J: c 

ü O O J d 

ps ^mol. a' : 2b gibt iu=l,i.= -^ i«:|/J:^ = I 4-^==l 4'^ 
X7 ^gr. ia' : ib' gibt a* = 2, v = 3 |:-/?:— |y = ^' : |/S : y =|' : b : c 

2)a bic SonenQjc « = V3,_unb_y = V^ ift, fo tjcr^t fid^ 

a:y = V3:\/| =» V^: 1 = a:c. 
S)al^er belamcn toir für a unb y bie gleichen Sfugbrürfc , afö in bcr 
^rojection a unb c, nur ß mufetc rcgulirt töerbcn, »oju ein einjigcr 
gtä^enauöbrud genügte. Äje b gcl^t auf ber Seucitoeberprojection bon 
lo nac^ U^ bag gibt auf ber SBürfelprojection in ber @ection8Kme 
3 V4 = V4. SRel^men wir bieg al^ ©nl^eit, fo !ann man bie «u^ 
brutfe bon b ablefen, benn eg ift a:/?:y= V^S : V^: V^| == V^2 : V^: 1. 
SBenn man unfern @ang mit bem t)on SRiHer (Treat. Cryst. 1839 
pag. 15) üergleid^t, fo fd^cint er mir nic^t b(o3 anfd^oulid^er, fonbern 
aud^ überrafc^enb einfod^er. S)abci finb bie ßoefficienten mn^ unab«= 
l^ängig t)om redeten SSMntcl, benn ber ^^t^agorag tourbe Mo^ gur S5e«= 
ftimmung ber irrationalen Slfenüerl^ältniffe benü|t. SBir lönnen bal^er 
ben @a^ unmittelbar auf fd^icfe 8ljen antoenben, auf 

ftalffpat^. 

§au^, unb nad^ il^m bie ©nglänber, ))flegen beim r^omboebrifd^en 
©^fteme )3on brei gleid^ langen Sll^omboeberfanten, bie fid^ unter gleiten 
fd^iefen SBinfeln fd^neiben, ftatt ber 3 + 1 Äje, auskugelten. ®g gibt 
baS jtoar einfache SSerl^äTtniffe, allein bie änfd^auung leibet barunter 
Slotl^, wenn man nid^t mit ber Äugelpd^e ju arbeiten gewol^nt ift. 

SRel^men toir jwei fd^iefe ?ljen Qa = a unb Qb == b, bie fid^ unter 
60^ fd^neiben, unb beulen Wl^ c im äßittet^junlte Q fenfred^t auf beibe, fo 
genfigen biefe jur SSe^eid^nung in breigltebriger ©teßung. S)ie ußy mögen 
bann bie Äantenjonenpunite ber SBürfelfläc^en fein. 2)iefelben werben 
je^t nid^t burd^ Sled^tedEe, fonbern burd^ bie SRefultanten aQ, /JQ, yQ 
b^timmt. ^^xMXi wir a leinten für m unb n afö ))ofitit)e ®abel, fo 
ift aV = tta' = 1 = m = n ; /Jb'= 2a = 2 = m„ ^a2= b'=: — l=n, ; 
ya'=2b=2=no, yb2=a'=— l=mo. S)aS gibt bie fd^ematifd^e gormel 

1 + ^ + 1/ * 1 — 2/1 + V * 1 + ju — 21»' 
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362 9[gentKt<n^<tuno. 

» ©ürfd a:b, u=v=l ^ 'i -K =^a:oob :ooc =100 

Dftaebcr I :oob, fi=2, v=0 |: — | : |=;a:b':c =111 

^._ u—v— 9 ?L • L_ . y =a'*h*p =111 

2 '2' ^ 3 "3 "3 

g ®ranat. 2a : oob, jM=i,v=0 'T ' " ty=*'°^^-® =101 
2a' : 2b', f^=v= — ^ 

^: l/S: |y = ooa:b:c =011 

a: — ~— : ~--=c»a : V :c =011 
3.0O 3.0O 

n «Pmto. 3a : 4b, A« = 4i y ^ I ^ * '^ ' o ^i^'*^'^^ =210 
- 3a':|V", ^= — i, v=| ^:/^:|- =ooa:2b:c=012 

n,— |a:4b, iM=2, 1^=3 l'^^l =|:~b:c=^201 

1 Seucit 4a : 4b, /u = V = 4 |a : |/J:|y = ^a : b : c=211 
p ^^rof. 5a : oob, ^ = |, y = 1« : 4/J: |y = a : 2b : c=212 

X 48fl. |b : 4a', ^ = - 4, v = | y :4/!?:-iy= | : ^:c' =231 

35ie JBeifpiclc quo bem regulären ©^fteme finb je^r ^jaffenb, tocit man 

an^ ben Kcfultaten glcid^ auf bie JRid^tigfeit ber JRed^nung f daliegen fQUtt. 

Slur ouf + unb — ber fünfte unb fjläd^en mug id^ no^mQtö 

furj gurüd fommen. ^tnn bie gläc^c c : - : - nad^ ber Sincarmc* 

t^obe baftcl^t, unb e8 ftra^len bie äoncnajen i^r t)om 2Rtttelpunftc ent= 
gegen, bann finb m unb n ebenfaßiJ +, b. 1^. bie pofittüen unb nega* 
tiöen SJorjeic^en correfponbiren benen ödu /u unb v. S)ie gu^unttc 
ber Äfen oßy muffen bann aber in ber obern ^rojection^bene gebadet 
nwrben. 2)enf en n)ir un^ bagegen btefelben in ber untern , b. 1^. bie 

a l> 

3onenajen bon c auSftral^tenb, fo muffen töir bie (Jbene + c : - : - 

bnrd^ ben fDäMpurdt gelegt benfen, h^o fie natürlid^ boj» SSor^d^ 

ab" 
— c : - : - annimmt. 3m §anbb. SRineral. 1863 pag. 71 l^abe x^ 

ben S5ett)eig auf biefc SBeife gefül^rt, e^ »urbe bie %i&äfc burd^ ben 
äWittelpunft gelegt, tt)o bann ber ©c^nitt l aug ber Proportion 
X : p = k : p, — p fid^ ergab , mit berf elben formet aber für ben 
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)90tbetit Duabranten, toai oben für ben l^tntem gitt. 93ei btefer Hn« 
fd^uung ftral^Ien bie 8[{en 0/9;^ bann üon c jur untern (Sbene. 

SSeim ^aßfpatl^ festen mx a poftttt^ l + ju + v, toir gaben bantit 
ber Snfd^auung 9iQum, bog bet ^unft ht ber obetn (Ebene liegt, bie 

gläc^en T- • - •*- bel^alten bann il^re getoöl^nlid^en SJorjeid^en, unb 

Mtten toir allgemein -, fo öertoanbette fid^ ber Ätt8bmd in tt+^+v. 

5)er SBürfel wirb bann rid^g w = 100. aßoQtcn wir a negatit) 
1 — |M — y fe^en, \o mug bie fjläd^e aud^ i^re Qti^tn uertaufd^en. Stfo 

fi V f^ ^ [l V t fJl V 

cti,= + 1 + 1 ft>== — 1 — 1 o=— 2 +0 0= +1^4-2 

l_^_,,gibt — 1 +1+3 _3, 

l+2fi — y . . * +2 —3 +3, 

l — /i+2y . . . +2 +3 +3. 

gWd^e w, Würbe fel^Ierl^aft fein; bagegen ftioo mit entgegcngefe|ten 3«^^ 

rid^tig. S)enfen toir unS bal^er bIo8 in bie Sinearmetl^obc, fo muffen 

ab 

- ttitb - bie entgegengefe|ten Sorjeid^n bon ma unb nb bcfommen. 

^ y 

gonenajenfd^nitte. 

©ämmttid^e gonenajen werben oo« gleic^wcrt^igen gtäc^en ^in 
gteid^em SSer^äftni| gefi^nttten. e§ ift bag eigentlid^ nic^t^ weiter, ate 
bie erweiterte Siegel ber Santenjonenfd^nitte. 

gijiren wir jnnäd^ft einmal bie gii§<)unfte ber @tiiiwtirtr?Iiiiitai 
g, fo l^aben wir bafür folgenbe aßgemeine gormein: 

UV ^ , —^ — , — , — . gläÄe a : ia : 4a gibt 

23 l'-o' 2'~f ; Stäche 2a: a:fa gibt 
41 I , I ' I '-« ; gfläc^e3a:|a:agibt 

oo : 4 : 4 : i= ob : 1 : 4 : 4= oo : J : I : 4- oo : 6 : 3 : 2. 
pr OItiie)ie?Ittnten ,o ift Formel 

^ * r+^v rr^' t^^^ r=r,^ jm^ v=~^ ^"^ ^' 

O O r»^ 



i I > , |o , |o , 3o , o , — 3o. @S öerl^ätt fid^ 
1 : 1 : 4 : T : 1 : I = 3 : 3 : I : 1 : 1 : 4. 
(g§ finb gönj bie gteid^en Mlen, wi« oben pag. 361. @in neuer SBe« 
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totxi für ba» @cfc| bcr Äcmtcitjoncn, toasi wir j^tcr unter oUgcmemcrem 
©cfid^töpunftc auffaffen. @o lange mir nur S)i9onaten (Dftaebertanten) 
unb 2:rigona(en (®ranatoeberfanten) l^aben, reid^en ttiir mit bem^anten« 
jonengefel. aber fd^rcitcn toir nun ju ben 

&M^ Singiiittlsinrii HeS OftaeHerS, fo reid^t l)ie ^antenjonen:: 
formet nid^t mel^r an&. 3Bir muffen bie gu6== 
|)unfte biefer gleid^n^ertl^igen Qontmitn mi) 
ber ä^tt^^öjeufd^nittformel ^infd^reiben, toa^ 
flugg gefd^el^en lann. 2)enn fifirt man j. 8. 
bie Wintere rec^tg, fo ift ber- 3^^^^^*^"^ 
2a' + b', folgticl in ber allgemeinen gormet 
pag. 379 m= 2, n=s 1, unb barauS folgen 
bann aüt ü6)t äußern fofort. gür bie l^intere 
innere ift ber ä^^^^l^i^^^t 4»' + |b\ alfo 
m=n=4, bal^er lommt mit 2 tt)egmulti|)ticirt 
^Daraus laffen fid^ bann für jebe 




TFjMr«V 



t)orn im 3&^t<^J^ »nb SWenncr bie 2 



beliebige f$(äd^e 



2k' 



- : - in nad^folgenbcr SBeife finbcn: 

Oftaeber» ®ranat. ^l^catntbh). Sentit ^^roü. ^^rmgr. 

^c=r=l ^iiS=l,>c=0 ^«=0,1^=2 /«=»=V« /i=ic=2 ,Mt=2,»c=3 



2 +^ + y 
2k' 


2 + /i — »- 
2k' 


2—ft + V 
2k' 


2 — ft — v 
k 


1+ A* + 2.- 
k 


1 + 2// + V 
k 


i + 2fi — v 
k 


1 + ft — 2v 
k 


k 


\—2fi + v 

k 


l—ft--2v 
k 



k' 
2 



-2a< 



2k^ 
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4 
k 
4 
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2 
k 

k 
2 
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_k 
2 
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2k^ 

3 
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2 
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3 
k 
3 
k 
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k 
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k; 

2 
2k' 
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5 
k 
3 



k' 
3 

k' 



— ok* — k' 
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|k' 



— k 
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k 
3 
k 
5 
k 
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'3 
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SKad^en toir un^ bcn ©c^nitt ber Oltiir)iet(liiil|r o = a : b in 

einer gigur anfd^auK<l^, f o mn^ fie - = ook in ben* 

jenigen brei 2)iagonQljonen l^aben, bie in il^r fetbft 
liegen. 2)ornaci^ orbnen fid^ bie übrigen öon'felbft, 
unb mon fie^t ben S^i^^" ^^^ ^^ ^^^ ^^^^^ ??el^ter 
gcmad^t l^abe ober nx^t ®ie Keine gigur niad^t t>a^ 
tlav, too 00 bie Soge ber Dftaeberfläc^e bejeic^net, bie 

man, um hk t)oQe S(n{d^auung }u l^aben, burd^ ben ^ittelpunft legen 

mu§. ?tllfe Slu^brüdfe finb f^mmetrifd^ gegen bie Dftaeberfläd^e nad^ 

littfö unb red^tö georbnet. 

S)aS @tiiniitii(bet g = a : c»b jeigt bagegen bie Symmetrie ber 
Sfugbrücfe gegen bie mebiane Slje. @^ finb bal^er nur 
nod^ jttjei 9lußen borin, mit n^eld^en fie linte unb 
red^tS unenblid^ ge{)t. ^ie negativen unb |)ofttiDen 
SSorjeid^en »erben fogleid^ üerftänblid^, wenn man bie 
©ranatoeberfläd^e g an^ bem gemeinjamen ?ßunfte 
l^eraugrüdtt. 3n unferm gaUe liegt fie Dorn in 

k 

- = (X)k, biefen bleibt fie bei aüen äSerrtidfungen paxaM, Slücfe \ä) 

nad^ leinten, fo werben alle ber ^interfejte unterl^alb be^ fünftes 
alfo pofitit), bie öorbern bagegen in if)rer SSerlängerung über ben gemein* 
famen 5ßunft l^inau^ alfo negatiü gefd^nitten. ^Bewegte i(§ bagegen bie 
g nad^ Dorn, fo wöre bie ©ad^e enlgegengefefet, t)inten negatiö unb Dorn 
pofitit). SKur ber ^ß^ramibenwürfel fd^lie^t fid^ biefer Symmetrie on. 
J2eucitoeber unb 5ß^ramibenöltaeber folgen bagegen wieber bem Dftaeber. 
(grft ba^ 

$t|raittt)i(ngtantttoe)iet entbefirt aller Symmetrie, wie fd^on bie 
Sage ber üereinjelten 9iull jeigt. 3)a^ negatiüe SSor^^ 
geic^en bebeutet, ba§ bie gonenafen jenfeit^ beS ge* 
meinfamen ?ßunlte§ getroffen werben. S)er gefunbene 
gaftor bejiel)t fic^ immer auf bie ©infieit 

' 2)a nun für k' m = n = ^ unb für k m = 2 unb 1 
unb n =» 1 unb 2 wirb, fo ^aben wir im regulären Softem k' = V» 
unb k = Ve^ = 2 V^, alfo zweierlei gonenajenlängen in ben 2)iagonal* 
Jonen, bie fifl^ wie 1 : 2-t)er|alten. 

3>er @a^ finbet befonberS bei JBerfertigen öon SÄobeHen unb 3^^^* 
nungen ?lnwenbung. 3« ^^^^ ®"^^ if* ^^ practifi^, fid^ ein für aßemal 
ein &att mit ben gormein anjulegen, wie fie ju ben Äantenfugpunften 
ber gewöl^nlic^en Sörper woglTrpx gel^ören, inbem wir bie Sud^ftaben 
für bie Äantenlängen k fefeen. 2)ann barf id§ nur t)inblidEen. 9Kit 
unb oo xsiyx% man etwas öorfid^tig fein. Sn ben Sljen a ift n = y = 0, 

Ouenftebt, Ätt)ftattoflra»)^ie. . 25 ' 
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in b bagegeti m—fi—0. 3m aKittcIpunltc bälget m = n = /u = v=0, 

folglid^ bleibt -. 5E)ic 1 beutet Äje c an. S)qS ift in aßen öicr 

Duabrantcn bie eingige ©onftante + 1; unter ber ^roiectionSebcne 
»ürbc fie erft — 1 »erben. 3n ber oQgemeinftcn gormel würbe fie 
pTT fein. SSorn in Äjc a öerwonbelt fid^ 1 — m/i—nv in 1 — mfi; l^ier 
ift für ben SBürfel m = oo, alfo 1 — m^ = 1 — ooju= — oo/i, »eil 
1 gegen Unenblic^ tjerfd^winbet. 2)ie Souenfante k = w ift aber felbft 

unenbtid^ lang , olf o ftoben töir ^i — = -— - = -— , benn burd^ bie 

SBud^ftaben foU blog angebeutet »erben, ju »etd^em Äörper bie ftante 
gel^öre. ^al^er gibt bie ®ranatoeberf(ä(|e im pofitit)en Ouabranten 

m = n = oo, unb ba bie ^^^nenaje felbft unenbtic^ ift ^ . 

• j£)ag Oftaeber ftumpft bie brci ftanten ber rl^omboebrifd^en @dfe 
beg Seucitoeber« Z = a : a : 4a gerabe ai. SBir l^aben alfo bie gu|* 
fünfte biefer Äantcn auf jufui^en, unb /u = v = i ju fe|en, gibt 

1+^— 3v 3— jM— -V 1 — S/n+v 
§ier ift nun in 6r»ägung ju jiel^en, bag bie. Sänge öon Z'=V^ uub 
7 = 1 v/n, »oburd^ bie* ®(eid^f|eit erliefen ift. 2)ic Sled^nung ber 
Äanteujonenlängen im gegebenen gaße ift fo leidet ju erfel^en, bag id^ 
eg nid^t für nötl^ig l^alte, fie l^injufefeen. 

Sei jtoeiunbeingliebrigen ©^ftemen wirb eg oft wünfd^engioert^, 
irgenb eine^ ber augitartigen $aare afe ©äule ju nel^men. SBir bürfcn 
JU bem (Snbe nur bie ?ßunfte ber brei neugetoäfjlten Stjen auf ber $ro* 
jectioni^ebene fifiren, unb bie SluSbrüdfe ber alten Sjen barein fe|en. 

Srif^iet SKugit. aSir toünfd^en bag Wintere $aar o=a' : c : 4b 

e, y^7\ i^^ ©äule, bann würbe Äante 0/0 uni^ bie Slic^tung ber 
\ neuen ?lje y geben, ©enfrec^t bagegen, alfo in ber ®e* 
PI rabenbfläd^e biefer neuen ©äule würben bie beiben anbcrn 
/ äjen a unb ß liegen. S)ie neue ß bel^ält i^re SRid^tung 
mit ber alten b bei: e^ wöre alfo bie Sftid^tung öon a 
nod^ jU beftimmen. SBir gelten t)on ben alten SBeig'fd^en Siäi^erung«^' 
wertl^en a : b : c = V^l^ : VT2 : 1 au«, machen einen äufrig in ac, 
fo ift y = v'i + 13 = Vl4. S)a a al8 neue ©äulcnaje f^nfrec^t gegca 

ip-:..,..^^^^^^ y ftel^en mn% fo ge^t a öon c : -, benne8mu§ 

• "^ c* = a . - = 1 fein, ffig ift bag bcfannte 3n* 

a 



öertirungggefel. gfolglic^ « = v/c» + ~ = i \/a» + 1 = V T^. 

a a * ' itJ 
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Digitized by' 



Seränbfvung ber iCugttasen. 



ä8? 



a:ß:y=VH 



S)ag SJcrl^ältntS bct ncucti Äjcti wirb aljo: _ 

®a bic gigur bilateral nad^ ben Stjen aay ift, fo löanbclt cg fid^ 

b(od um bai^ SJorjeid^en ber S^ett a unb a. 

^ SBir tt)oQen, wie oben, leinten bie pofttitje gorm 

l -\- mfi + nv nel^men, bamit fjlr fi unb v wie 

geWö^nUd^ öom baS + bleibt. 2)ann ift für y 

hinten n = 0, m = 1, folglid^ ^^ ; für a 
I- Dorn n == a, m = ^V» Wid^ ^^ _ ; für /» 

. I^aben wir, wie beim aSärfel, -. Um einfad^ere 

SluSbrüdfe ju befommen, fe^en wir 13a=:A, fo entftel^t fofgenbeg ein* 
fac^c ©d^ema: 

ß . y 






h, 


V 


P a : oob 


1, 





X a': öob 


-1, 





a': 4b 


-1, 
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a : ih 


1, 
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oo * oo 


oo, 


oo 
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oo 
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oo 
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0, 
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14 
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l+ft 






y _ 

2 


iA 


: ob/S : y. 


y _ 




A: 


oo/J : ooy 


y _ 




fA 


: /S : ooy. 


y _ 

2 


•iA 


:/*:y. 


y _ 


A': 


/?:y. 



oo 



= A' 



3oo 

X 
oo 

X 

2 

X 
2 

X 




-7r= y 



?^=A 



= A' 



3/?:y. 

oo/? : y. 

= ooA : /? : ooy. 

= |A : 1/? : y. 

= |A : i/J : ooy. 

= ttA : oo/? : y. 
25* 
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m 



u, ^ 



a 

3 

a' 

3 

a' 

5 

a 

3 



3, 
-1, 

3, 
-3, 

-5, 
3, 



iBevänbetung bet @d^tDeif|>atl^asen. 
A 



10 


* 2 


A 

14 


. ß 

' 6 


A 
10 


. ß 
• 4 


A 


. ß 


16 


' 4 


A 

18 


. ß 
■ 6 


A 


. ß 



6 ^—-: -^ 



10 



'- = |A : 2ß 



-•'^ 



4 



: i/J : ooy. 
= |A:/J:y. 






—2 

—4 

4 



= |A' 



f/?:y. 



|A : l/J : y. 



2)a8 finb a(fo bic SluSbrücfe für bie neuen ^sen A:ß:y=:Vl3:V^:i. 
Sud^en töir jur ©ontrole ben fialben @äulentt)infd T/T, wetd^er tg = 
b : a = \/|| beträgt, f o l^aben mir für T == A' : /? : y in ber Formel 

tg = ab Vi. + m«a« + n»b» : n^b^ — mva« 
m=l, n = 0;jM = v=ljU fe^en, bag gibt 

tg = \/^ Vi + 13 : 13 = V/||. 

2)a alle biefe gläd^en in einem Bonenjufammenl^ange fte^en, fo bürfen 
toir nur ein |)affenbeg Dftaib auf bie neue ©erabenbpc^e -projiciren, 
um bann bag Uebrige burd^ Sinien ju bebuciren. 

SReumann (33eitr. ^r^ftatton. 1823 pag: 78) bel^anbeft baffelbe Problem 
mit ©oorbinaten, tnobei er ben belannten @afe ber äßed^ani! antnenbet, 
eine Äraft p in brei auf einanber fenfrec^t »irlenbe Äräfte p cos a, p cos /?, 
p cos y ju jerlegen. SBSir »erfolgen ba§ , afö ben tt)eitläufigeren SBeg, 
nid^t, fonbern wollen nur furj anbeuten, ttjie ia^ bortige JBeifpiel öom 
@i|Uiet{^at]( auf unfere SBeife anzugreifen toäre: S)erfelbe foH auf 

bie ©erabenbfläd^e einer ©äulc pro^* 
jicirt n^er^eU; »eld^e burd^ bie gtäd^en 
a' : b : c unb b' : c : (x>a gebilbet toirb. 
SRä^erunggtneife n^erben bie ©d^toer*» 
f^jatl^ajen 

a_^b:c_= v/2: Vs : V^ 
= v//_ : v/T? . 1 = 0,62 : 0,76 : 1 
angenommen. @in ^aar Sinien 
Orientiren uni^ fofort in ber Sage ber 
neuen Stfenpunfte aßy. 3>cr %n%^ 
pmft öon atje y ift burc^ ben ©(|mtt 
3 = a' : b : c unb 5 = b' : ooa : c 
gegeben, $unft y = 2m + n. golg* 
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SSecanbmtng bet ©d^ivetf^atl^asen. 3g9 

\\d) tüirb yQ = M = V^4a* + b* = V^. ®a nun bic neue gläÖ^c 
G fenlred&t gegen Stjc y [teilen mug, fo ift bamit ber gufepunft t)on 
Slje a in ber tjcriängerten Sinie M gcfunben, bcnn eS mu§ 

jein, tuie nebcnftel^enber Äufrig fofort bewcift, toorin c* = 1 = M . x, 

X = ^ beträgt. 2)a fiä^ femer 

b' : M = j^ : QB unb 2a' : M = ^ : QA 

tjerftält, fo gel^t bie gcfud^tc ©erabcnb* 

G=A:B=^:l:c = 2^.:,^:c=Ha:fib:c. 

Sluf biefelbe SBeife frnben »ir bic ©oorbiuQten mn beS gugpunfte« a, 
benn e» ift 

2a : ma=b : nb = M : jj, nia=^ =|4a unb ub = jj2=l|b. 

aSäl^renb äjc y t)om gemeinfamen außerhalb ber ^rojectionSebene 
liegenben ?ßunft P mä) 5ßunft y, unb Stje a nad^ ^unft a gelten, fo 
muß ß fenfred^t gegen bie (Sbene yPa ftefien, unb t)on P aus paraM 
ber ©ectionSlinie'G in« Unenblid^e ftrafjlen. S)cr ©eübte überfielet alle 
biefe einfad^en .SBerl^ältniffe mit einem S3lidEe, unb barf bie gtäc^en* 
formet nur l^inf einreiben: 

y 44a . 16/? 

1 + 2^ + 1' ' 44— 42iU— 21v ' 21iU— 28v" 

a : b II = V = 1 — ^^ — : : — ■ — (li 

a • V ii-l V- — 1 -»^ • -i^ • -^ r2) 
a.b ^-1, »^— 1 2 • 23 • 49 ^"^^ 

a' • b II- - 1 1^-1 -?^ . ^^ . -1M_ ^3^ 
a .b^i^ ^' "^-^ • 65 • -49 ^"^^ 

a-b'ii-v--! JL_.J4oL.JM. (4) 

1.. A 1 y 44a* 16/? ,^, 

ooa : V A^=0, v=-l^|-^^-^ : -^ (5) 

y = Vi + m = Vii; a == y 1 + j^ = v/44. S5Io« /^ fc^ncibet 

bie $rojection8ebene nid^t, toir muffen ba^er irgenb eine ©inl^cit wäl^Ien : 
baju bietet fid^ auf ©ection^Unie G ba§ ©tüdE aß ober aß'. @ine leidste 
SRed^nung gibt Sinie 

a^ = /y = II \/TT = ^ Vir: unb aß' := /J' = ^ vCIi: 
golgtid^ t)er§alt fii /? : /J' = | : V= 4 : 7. ©affelbe SSer^ältnit finbet 
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jtoifd&en aß : i|/J = | : ^ ftatt, 5ci glci^ctn a ^a). ffiiiT »ctoctg 
für btc ^c^tigfcit unfercr aUgcmciiten gormcl. 35a bic ©üc^c tool^I 
nur fetten practijd^e SBid^ttgleit bc!ommt> fo wiQ ic^ jie nic^t toeiter 
öerfolgeit. 8lber fie bient atö Jöetoei«, mit toie toenigen SRitteln man 
bie aOgemeinften 5ßroMeme löfen fann. 

©nige Äntoenbungen bcr entttjidetten @ä|e werben l^ier nod^ am 
$la|e fein. Sd^ fnüpfe an ben ^ttlUS t)on äBeig (^B^. »er(. 9i!ab. 
9ioi>. 1841) an, unb ttJerbe, um bic ©infad^^eit unferer SRetl^obc ju jcigen, 
abgefel^en t)on aQen S^tjlen, wie bort, bie 93ud^ftabenformeIn enttoidtcln, 
unb jwar einjig unb aQein mit ^ilfe bei^ ^anten}onengefe|eS. SSor 
allem mn^ man fid^ ben nebentjergeid^neten @afe toieber ing ©eböd^tnig 

rufen. ®el^en wir babei t)on ben Äanten-' 

Jonen - unb - au«, fo ift nad^ pag. 199 




bic jwifd^enliegenbe Äje b = 
augenliegenbe a = 



1 + 1 



bie 



unb 



m+ n 

unb - = 
m 



m+n' 

©udben wir 
n — m 7 

bann umgefel^rt an^ ben äjenfd^nitten 

2 12 2 

bie Äantenjonen, fo ift - = ; r — ^ . = — ; 

n— m -^ ' * ' n (m + n) + (n— m) 2n ' 

(m+n)-(n-m) = L' ^^'' ^'^^'^ bringen Wir eg auf 
11 



m, fo l^at bie jwifd^enliegenbe S[je 



bie gorm m + n unb nj 
2 2 

b im SWenner ^^ h ^^^ = n, unb bic außentiegenbe 



2 



2 
n — m 



= m. 



2 2 

S)ieg l^aben wir immer im ©ebäd^tnig gegenwärtig. ^Dagegen unter* 
fd^eiben wir trdjtg folgenbe öier gäQc: 

-m 



©cgeben 1 unb 2, gefud^t 4 = 2 — 1 = ^ — m = - 



— Iunb4, *— 2=l + 4 = m + 

— 3 unb 2, — 4=3 — 2=:n — 

— 3 unb 4, • — 2 = 3 — 4 = n — 



n— :m 

2 
m+n 

2 
n — m 



2 ' 
m + n 
^~2~' 
n — m 
~2^' 
m + n 



a D 

8ittI8 finb bie Stjen mit - : - bejeid^net, ba ergeben fid^ au^er ben 



m n 



Äantenjonen wieber \jier gäße: 
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(Segcbcn 1 unb 2, gcfud^t 3=^2 — 1 = (m + ii) — m = n; 

— Iunb4, — 3 = l + 4=m + (n — m) = n; 

— 3 unb 2, — 1 = 2 — 3 = (m + n) — n ,= m ; 

— 3 unb 4, — 1 = 3 — 4=n — (n — m) = in. 
®el^n lüir nun beim Sulla« öon bcr ©äulc s/s ou«, fijiren bärin 

jtoci beliebige 5ßun!te ote ÄQUten jonen : born - unb leinten - , \o muß 




n = 



2a 



2b 



m — n m + n 
fein, benn baö ift unmittelbare fjolge be« Tanten jonettgefc|ei?, ba n in 

- unb ?- fäHt. 



m 



d = 



2a' 



2b 



m + 3n ' m + n' 
S)en augbrud in b i)at fie mit n gemein. 2)a fic nun aufecrbem in 
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1 ^ 

bic Äantcngone - faßt, fo niuj3 id^ ben älu^brucf t)on b auf bie gorm 

m+n bringen unb n 4 —z — = — ^ — abbiten , um ben 2)iöifor öon 

a' ju crl^atten. 

2a 2b 

r = 



3m + n m+n 
1 2b 

in - unb ergibt fid^ ganj auf bic tjorige 3Öeifc. 

2a' 2b 



m+3ii ' 3(m + n) 
l^at mit d ben StuSbrucf in a' gemein, unb ia fie weiter in bie Äanten^ 

Jone - fäüt, fo ift eben aud^ tt)ieber ^-ö— + m = ——^ — ^ h^ 

mad^cn, um ben S)it)ijor üon b ju erlangen. 

2a b 

u = 



3m+n m+n 
liegt mit r in gleid^er S)iagonaIjone, unb faßt babei jugleid^ in bie 

1 
Äantenjone m~n, toeld^e eine angenommene ©d^iefenbfläd^e 

2 

2a , 

: c : oob 

m — n 

mit ber ©äute s mad^en toürbe. SBir l^aben bal^er für ben 2)imfor 
bon b ttJieber nur ^^^ — ^~^ = m + n ju, mad^en. 

2a b 



o = 



m — n m+n 
2a 2b 

q = 



m — n * 3(m + n) 
. _ ^ 2a b 

^ "" 3m + n ' 2(m + n)' 
o unb q lann man unmittelbar ablefen; für i ift bagegen nod§ bie 

1 
l^intere Äantenjone m + 3n ^ ttjorin aud^ o faßt, maggebenb, ic^ l^abe 

2 
alfo Mos jU abbiren 

3m + n . m+3n 4m + 4n «/ , v 
—2- + -^- 2 ^°'+°)- 

2a' 2b 

c = 



3m+ öü * 3(m+n) 

Google 
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in bcr Äontenjone -, toorauÄ burc^ «bbition |(m+n)+n=|m+in 



^Qt mit f unb q ben SuSbrud in b gentein., unb liegt augerbem nod^ 
in be 

folgt. 

äßir l^oben alfo burd^ (eid^te 9(bbition unb ©ubtractibn boS fd^etnbar 
fd^toerc ?ßrobIem gelöft. S)ie aUgemeinen Äu«brflrfc getoä^rcn ben SSor^ 
titil, ha% fie unS'Iebiglid^ nur ben Sonenjufammenl^ng oufbeden, in 
ber fEßa^t ber 3^^^ fönnen mir für m unb n nod^ ieben beliebigen 
SluiSbrud fe|en. 

9tä|Itcl^er toirb eS, t)on aOgemeinen S(j:en}eid^en oui^ugel^en, unb 
barnad^ erft bie Äantcnjonen ju befttmmen. gelbfpat]^, $ornbIenbe, 
«ugit, ffipibot, @\)p» ic. fd^eincn nad^ alter aOäeiB'fd^er ©arpeUung in 
einem gctniffen innern SJerbanbe ju fielen, ©el^en toir bobei öon einer 
©äulc T = a : b : 00c auiJ, fe^eu bie ©d^iefenbflfid^e 

m = n=l m = 0, 11=1 

P = a : 00b = — : 00b ;= 00a : 00b : c 
m 

X = a' : 00b = - : 00b = a' : 00b : c, fo ift 
n 

; b a' b , , 

o = a' : ~ = — : = a' : b : c, 

2 n m + n 

benn pe faßt in bie ©iagonaljone öon x unb in bie erfte ftantengone 
— , folglid^ (formet linfö pag. 890) n (1) unb m (4) gegeben unb 

3=l + 4 = m + n gefud^t. 

b a b b 

n = a : - = — : -^ — ; — r = 00a : r^ : c, 
4 m 2(m + n) 2 ' 

benn fie fällt in bie SJiagonaljone öon P unb in bie ftonteujone 

1 ab 

^^ jtoifd^cn - unb — — ; ba^er toieber 1 unb 4 gegeben, unb 

3 = m + (m + 2n) = 2m + 2ii gcfud^t. 

a' a' a' 

y = ~ : 00b == : 00b = zr : 00b : c 

•^3 m + 2n 2 

a b 

ift burd^ bie jtneite Äantenjone jtoifd^en - unb — — beftimmt. 

, ^ a/ b a^ ^ b _ a' . b . 

^ 3 • 4 "" m + 2n " 2(m + n) " 2 ' 2 ' ^ 
ift unmittelbar aug ber 5ßrojettion ju crfel^en, tnie jebc folgenbe gläd^e, 
bie einen bereite aufgeführten SlujJbrudt ^at. 

_ a b __ a b _ , 

"^ " 3 • 2" -" 2iiTn • ^T^ - a : b : c 

1 unb 4 gegeben 2 = i + 4 = m + (m + n) = 2m + ii gefud^t. 
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_ 8 b _ a _ b b 

® ~ 3 ' 6 ~ ,2m + n ' 3(m + n) ~ * ' 3 "' * 

1 unb 4 (itoette ^ntenjone) gegeben 

3 = 1 + 4 = 2m + n + (m + 2n) = 3m + 3n 

gefud^t, 

, b _ a' b _ . b 

^ ~ * ' 6 ~ n ' 3(m + n) ~ * • 3 • ^^ 

burd^ bic brittc ftantcitjotic jwifci^ — unb -. — — -^ gegeben. 

_ab_ a ^ b __*.''" 

^ "" 5 ' 4 "■ 8m + 2n * 2(m + n) "■2*2 

v. 2a 2b -, ^, 

g =s ooa: b= : = 2a : 2b : c 

n — m m + n 

3a' 

q = 3a' : oob= : oob == |a' : oob : c 

^ 2n — m ' 

QU 3a b 

z = 3a : b : ooc = : jz: r : ooc 

2n — r m (2n — m) 

= 3a : b : ooc 
q unb z faQen toeber in ftantenjonen nod^ %j:enfd^nttte, muffen bal^r 
aujj bem ©d^ntttc öon o unb n bcftimmt toctbcn. 

o gibt fi =11, V =— (m+n); n gibt |M,=— m, y,=2 (m+n) 
3(m+ii)a : (n + m)b : [2(m+n) n — m(m+n)ic 
3a ^ b 
2n — m ' 2n — m 

3a b 

für z = _ : —— — : c»c multij)licitt fid^ bet SHenner toeg, ballet 

toctben bie ©äulcn unabhängig t)on m unb n. 

©e^cn toir in biefer 2formd in=n=l, fo tomntcn bie SBei§'f d^cn 
ajenaujJbrfirfc ; fc^cn mir bagegcn m = unb n = 1, fo fommen bie 
SRaumann'fd^en, tnie au8 bet ^intern ©olumne erfe^cn tnetben fann. 
Slug ber KuQ folgt eben bie cinfad^ere ^a%i, allein ouf ba8 j^onvxotx^ 
]^ältnt§ flbt bo« weiter leinen (RnfluB. 

2)ie öoQftänbigfte Äntoenbung ber Sonenpunft«' unb ©ectionSliniem 
formeln finbet ftatt, loenn loir öon ber oQgemeinen ^ßrojection beS 
Oltaibe«, bem fogenannten öoHftanbigen SSieredt, aui^gel^en, unb bie auÄ 
ben ©nbfanten abgeleiteten ^ejoiblinien afö Äjen nel^men, toie id^ bo« 
feiner ßeit (»eitr&ge aur redjn. ^^ftatt. 1848 ^rogr. pag. 6) nad^toieS. Wx 
fe^en 

, _ a b , o^a . *>'. Q_a' . ^ . A^^' . ^ 
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K.«! 



3tax um bte Dttobrontcn 8« ««tetfd^eibett , fügen »tr a uttb b 
fiimu. ©otift beborf eS biefe« S3eifa|e8 nici^t, benn man fonn ben 
ganjen «jenttiert^ in bie grtec^ifcöen »uc^ftabcn fift, w, legen, »ie wir 
ba8 fcfion oBen pag. 354 bei ben gläc^enouSbrüden be8 «tbite« traten. 
Sie Sittien 5 unb 6 bilben bie Sljcn , auf toelc^en bie 5r8c§en»er% 
abgetragen ftnb. ©ann ftnb bie Sonenpunfte ber Dftoeberfeitenlonten, 
ttiorin bie britte ^cjaibfläc^e 7 liegt : 

,, V ., , \ Na , Mb . 

2 . 3_'^ ' gibt (v+v) a+(/<+|M,)b ■\-{i»—(t,v,) c=-p- + ^ + c . 

«'_! , , Na Mb' 

1.4 '^ gibt(»,+i')a+0*+/u,)l>'+(^— Mc=p-+ p-+c. 



N 
P 

N 

P, 



M 
• P 
— M 



,^, /M . M\ /N N\, /M N ^ M N\ 
ga,t-(p-+^)a:^-p-)b:-(p-.p+p.p-) 



P, 



P + P. . P, - P 



: c 



~ 2N 2M 



7. ^tfiiikfliidle = 



2 2 



fi—fi, v,—v n,—ti V--V, 
@iS fotnmt nur barauf w, bo| bie Slenner in a unb b' entgegen* 
gefegte« Seid^en l^aben, wie bie fWec^nung ergibt, je nod^bent wir in J)er 
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®rfc oben aitfattflcn unb rcd^t» ^erum, ober in bcr ffirfc mim unb Itttfö 

l^crum gelten, toic pag. 188 fc^on gejcigt tourbc. SRatfitlid^ muffen, 

um bie ©oefficienten ber ©ectionölinien ju befommen, bie Stud^formen 

umgefel^rt tnerben. 

8. Sobeeaibfliiile itnifd^en ab liegt im aRitteI))un{te (0 + 0) unb 

NM 
im ?ßttnfte 2 . 3 = p- + p-, folglid^ 

N M gibt (^o)a : (o-^b : Oc=^a : -?b:Oc 



P '•• P 



= Ma : ^Nb : Oc = ^i±^^ : _ "^^-^^ Ij. 
©obecaibpd^e 8 = 



9. SokreilibfiJiile jioifd^en ab' finbet fid^ gonj auf biefelbe äBeife, 
fic ncflt im ?ßunlt 1.4 = ^ + ^, folgHc^ 

NM / M '/N X 

P, • • • P, gibt (o-^)a : (p— o)b' : Oc = - Ma : Nb' : Oc 







0' 

2)obecaibfIfid^c 9 = ^ ^ 



©obecaibpd^cn 8 unb 9 unterfd^ciben fid^ Mo« butd^ bie Sage b unb 

b'. S)ag + fommt, je nad^bem id^ . . . oben ober unten ^infe|e, 

ober je nad^bem id^ red^ti^ in ber untern @rfe anfange unb linK, ober 

in ber obern unb red^ti^ l^erumgel^e. 3)ie übrigen öier S)obecaibfIad^en 

10—13 lann id^ unmittelbar ablefen. 

lA 2 b ,, a' ^ 

10 = a : - ; 11 = -: 



fl — fi, V ft v,—v 

f4 — f^, y, lA v, — v 

Um bie »eitern fjläd^en ju beftimmen , fud^en toir junäd^ft bie ßonen* 
t)un!te ber aOäürfet, Oftaeber^ @ranatoeber!ante, unb bie 12 S)iagonat 
Jonen, um bamit @infld^t in bie ®efe|mäBigfeit ber SBud^ftaben ju ge* 
toinnen. @iS l^aben bie 

§e|tti«tttttett: 5.6=0 + 0: 5.7 = — ^a; 6.7 = — ^b'. 

Ortttiblttttten: enbfanten -, -, -, -. 

©eitenfanten : 2 . 3 = (y + y,)a + (/m + fi,)h + (ßv — fi,y,)c; 
1 . 4 = (V + yja + 0" + /"/)b' + if^ — iM,y)c. 
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^olieeiiililiiiiteii fann id^ entoeber mit ben 9RittetpunttMbenen 8 
unb 9 ober ol^ne bicfclben mit 10 — 13 finbcn. SBcgen bcr toirb bic 
JRcd^nuttg mit bcn crftern einfad^cr. gür ^unlt 8.13 

8 ... nr~--- ~0"~ 

13 . . . ^ ... ^^ ~ ^'^ , fommt 

= 2(1- + v,)b, + 2(fi + ft,)h + [(r — !•,) Ou + ^,) + S^C' + *,)] c, 
benn wenn id^ mit ntulti))ltctte, faQen bie ©lieber o^ne 9luQ toeg. 
©ud^e id^ bagegen ^unft 12 . 13 int linfen ttorbem Ouabranten ab', 
fo ift 

12 . . . ^^' ... y, 

13 . . . fi ... ' ~ , lomntt 

=— 2(y + y,)a — 20" + /u,)b' — [-4fiv, -{v,--v)(fi — ^,)] c 
= 2{v + v,)b. + 2{pi + Ai,)b' + Ki" - I",) + ^(3^ + i",)] c. 
©0 erl^altcn toir bie t)ier Äantenjoneitpunfte bei^ SoHeeaiHeS: 

1) 8 . 13 im Ouobraitt ab 

= 2{v + v,)a + 2(^1 + iu,)b + \y,(ji — /i,)+ ^(3^1 + iU,)]c, 

2) 12 . 13 im Ouabrant ab' 

= 2{v + i;,)a + 2(Ai + /u,)V + [v (^u — /!,) + ^(3^1 + /u,)]c, 

3) 10 . 11 im Ouabrant a'b 

= 2{v + v,y + 2Gu + ^,)b + [v,Ou, - /u) + K3/U, + ^)]c, 

4) 8 . 12 im Ouabrant a'b' 

= 2{v + v,)a' + 20u + /u,)b' + [v(|U, - /u) + ^(3^, + /")>. 
S)ie Soefprienten bon ben Äjen a unb b finb aßc gleid^, unb bic öon 
c untcrfd^eiben fid^ nur burd^ bie ©trid^elungen: im entgegengefefeten 
Ouabranten 1 unb 4 ober 2 unb 3 finben burd^weg bie entgegengefe|ten 
©trid^elungen ftatt, im anliegenben gilt baö nur für v. S)ie Formeln 
controliren fid^ bal^er gegenfeitig. 

S)ie 12 SiagoitaI)iineii, burd^ ben ©d^nitt ber Oftaib^« mit ben S)o*: 
becaibfläd^en eingefefet, finben fid^ eben fo leidet. SRur befommen mir 
l^ier jwei ftlaffen 4 + 8 = 12. 

SBäl^Ien toir beif|)ietön)eife im redeten Ouabranten ab bie brei 
fünfte 1.8, 10 . 2, ir. 3, fo ift 

1 . . . lA ... V 

8..-^i±^...?^',fo«tntt' 
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n^-'YH'-'^hi^ 



* + *r^^ A'+z*/ 



"• /- 

= iv + »',)a + (m + i«,)b + [m{v + V,) + v(fi + i",)] c- 
10 



ft—fh 



2 

2 . . . /4 ... — »-; , tontmt 

(r + ^)a + (/« - ^'jb + (,0' + ''-^ . V.) c 
= 2(v + v,)a + 0* + ^,)b + (2AO' + W — ^.y») c 
13... ft ...^' 

3 . . . — ^, ... V, lommt 

f-^)" + ^ + '"'^*' + (/«' + /'. •'-=^) c 
= (» + »',)a + 2(fi + n,)h + {2(a> + fi,v — fi,v,) c. 
SSSenn man atfo ben $unft in ber ^rojjection einmal -fi£trt l^t, 
fo ift eS für ®eübte faum mel^c aliS ein blogeS $inf($retben , toic 
tommen ballet }u f olgenben nad^ ben 2)obecaibf(ä(l^en geotbneten ^nften : 
8.1= (v + *,)a + (fi + fi,)h + (2fiv + ftv, + /i,y)c 
8.4= {v + v,}a.' + {m + ft,)h' + {2tt,v, ■¥ fiv, + fi,v)c 
9.2= (v + v,)a + (fi + |U,)b' + {2ftv, + ftv + h,v,)g 
9.3= (r + v>' + (fi + ^,)b + (2it,v + ^v + ^,v,)c 
10 . 2 = 2{v + y,)a + (^ + ^,)b + (2/u»' + A*"/ — /'.»'/)c 

10 . 4 = 2(»' + v^a' + Ou + n)\) + (2/*,v + f*,v, — /w^)c 

11 . 2 = (» + v^a' + 2(/i + /<,)b' + {2ti,v, -^ iiv, — iiv)ii 
11.1= (v + v,)9,' + 20u + ^,)b + (2/«,i' +/<»'— 1^*,)^ 

12 . l = 2(r + »,)a + (^ + ^,)l>' + (2^»-, +/<»-— H,v)c 

12 . 3 = 2(» + v,)a' + (a< + /«,)b' + (2^«,»', + H,v — ftv)G 

13 . 4 = (» + »-Oa + 2(^1 + /<,)b' + {2(iK + ft,v, — ^,i')c 
13 . 3 = {v + y,)a + 20/ + ^,)b + {2fiv + /t,y — ^,r,)c. 

2>ie ^t|V«iitibc«|«|KUt oerbinben bie ^ejraibfanten mit ben 'Siia» 
flonoljonen, barouä folgen foglei^ bie »ier gläd^en be8 aWittefpunlte« ; 
5 . 6 nod^ 13 .3, 10. 2, 12 . 1, 13 . 4. 

0+0 

gibt 

— Nb : Oc, 

*• "••'' 
folglid^ ^at bie juge^örige @ectton8linie 



;ai 




2n + 2ft'"-{p + p,)- 

, Google 
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S)a bic @cction8Knte ftctö in jtoct 2)io9onaIjonen faßt, ^icr auger 

13 . 3 no(§ in 11 . 2, fo ftel^cn immer jtoei SBege offen. 3n ber jtoeiten 

^ejaibfante liegen ebenfaßiJ toieber öier glätten , bie t)on 5 . 7 m^ 

13 . 3, 8 . 1, 9 .2, 13. 4 gelten: 

2 

5.7 ... h 

f — f. 

13.3 p + p 1 flibt 

_M 2P-N0i-^,) 2M 

-p«- PO«-^,) »'•P(^_^,)« 

~ 2 *• 2M *'•*' 

2P + NOu, — |u) = 4^ + 2/<,r — 2ft,v, 



= MS»- - »-,) + iu,(3» — »-,) = 0' + /«/) (3" + "») 
biöiWrt burd^ 2M = 4(/4 + /*,) gibt ^^^- b. 

golgKd^ ?ß^tottttbeti^Sotbe 5 . 7 nad^ 13 . 3 = a : r- b. 

3n ber britten 6.7 gel^tn ebenfalls »ier nad^ 12.1, 9.2, 8.4, 12.3. 

6.7... + — ^ 

,« , N.M.., 

12 . 1 . . . p + p fltbt 

/M 2 \ A Nx, , ^ N 2 

(p -,7:::-,) - (o - p)b'=o-p . ,7:37 « • 

M(v,— »)— 2P K. 2N 2P— M(»,— v) v, — v,, 

P(v— V) *• P"*- P(», — v) 2N • 2 • 

— M(»,— »')=+(/*+/«,)(»'— V,) = /wf fi,v—^^,—fi,v, 

2P = 2^1»— 2^,y+4fO', 

3fa>— fi^+3fa>—fi,v, 
=iiSfi-fi,)+v,{3ii-(t,) 

2N = iiv + y,) gibt ^^ J^' ... 12 . 1 

9.2 2P = 2(4» +4tiv, + 2ft,v, 

3ftv+tt,f+3fa',+ n,v, 
=v{Zft+n,)+v,{3iA-^ti,) 

2N = 2(»+r,) gibt ^t±J^ 9.2 
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(fi+ft,) (v—v,)=: fa^+öti,v+ fty,— n,v, 
8.4 2P = +2n,v+2i», + iii,v, 

2N = 2(1'+»',) 8t6t ^^'f* ...'.. 8.4 
12 . 3 2P = —2fiv+2fi,v +4rfi,v, 

^v{dfÄ,—f,)+v,{Sfi—ii). 

2N = 4{v+v,) gibt ^^'~^ 12 . 3 

S)a aüe öiet l^ier, tt)ic aud^ t^orl^m, biefelbe angemeinc gormel l^abcn, 
\o barf id^ nur gcmä§ bem S)iagonaljoncTtputtfte bie SBertl^e für N uitb 
P fc^cn, ba M in aßen glcid^ ift. SQäir erlangen bal^er folgenbe Äu«** 
brüde für bie 
^ß^ramibenl^eEüibe ^=^,=i;c=y,=l 

5 . 6 . . 13 . 3 = =;r7 — ; r a' : , . , — r- b ; ... ^a' : b : ooc 

lÖ . 2 = :=^7 — ; ra' i -r-T? — i — K^ 'i • • • a' i 4b : ooc 

12 . 1 = =-7 — ; ra' : -T-T — ; — rb; ... a' : 4b : ooc 

13 . 4 = =rr7 — ; ra' : X7 — : — \^' • • • ia' : b : c»c 

+20uf^,) ±(v + y,) 

2 4 

5 . 7 . . 13 . 3 = a : — b; ... ooa : 2b : c 

fi — /i, Sv — v, 

2 2 

8.1 = a : — b; . . . ooa : 4b : c 

fi — fi, 3v + y, ' 

■ 9.2 = a : -^r^ V; ... ooa : 4b' : c 

f^ — f*, 3v, + y ' 
2 4 
13 . 4 = : a : — b'. ... ooa : 2b' : c 

^ — ^, 3y, — v 

6 . 7 . . 12 . 1 = — — ^ a : b' ; . . . 2a : oob : c 

^fi — fi, V,'-V 

2 2 
9.2= — r — ; a : ^ b' ; . . . 4a : oob : c 

2 2 
8.4=. -^ — a' : — b' ; . . . 4a^ : oob : c 

12 . 3 = -— -^ a' : ? V. . . . 2a' : oob : c. 

gür ^ = y = 1 fommen bie Slugbrüde beg getoöl^nlid^en ^ß^ramiben* 
ttJürfefö a : 2a : ooa, toa« gugleid^ afö ßontrolc für bie Slid^tigfeit ber 
gormcin bienen tonn. 3Kan lann nun aber no(§ »eiter gelten, unb 
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gleicl^ antrete ^^ramibentoärfel a : 3a : ooa, a : 4a : ooa fud^en. 2)ie 

SKittelpunftSlimen 

, . , ^ 

: a : — t-. — r b UttO 77 — ; r a : — 7— — r b etc. 



finb ieid^t l^ingefd^tieben. 95ei ben anbern l^anbclt e^ fid^ immer nur 

um jkoei ^(uSbrüde, bie für 

3 a 

3 = a unb i = 



betragen, gür a : 4a : ooa unb a ; ^a : ooa finbet fid^ ^— a=4, 

fttd^en tt>ir ung bie Seucitoibfläd^e 3a : 3a : a = 15 = r— — - : _^ 

in ben ?ßuttften 1.4 unb 3 . 13 , jiel^en bann öon ber SBürf elf ante 

4b 
6 . 7 nad^ ^unft 15 . 12, um einen ©d^nitt in ben Äjen =| 

8 
unb a = -^ — ^—^ ju erl^atten; jiel^e id^ bagegen nad^ 15.8, fo fommt 

a p= = 7 / fötglid^ um ben jtoeiten jugel^örigen Schnitt ju 

a b 

befommen, x^vS}, id^ ba8 Seucitoib 16 = - — -- — : - »ä^Ien, unb öon 

Hl + II, V, 

2 
6 . 7 nad^ 16 . 9 jie^en, bann fommt a = . . S)arnad^ laffen 

fic^ bie itoti Steigen für bie Sß^ramibemnürfet auffteHen: 
4 6 8 10 ^ 

, ^ . . . I. ■ Guß 

2 2 2 2^ 

3^ + /"/ 4/< 4- 2fi,' bfi + dfi,' 6fi + 4.111, 
®g Wirb bag burd^ folgenbe Stöxptx immer flarer. @e^en »ir einmal bag 
Seueitoebe? a : a : |a l^in, toie e^ fid^ unter anbern ax\^ ben 
Sinten 

4a 4b' ■ , ^ 4a' 4b' 

.14 = -r : TT unb 18 = 



9fi — f*,' Sv,— v 3^, — fi 3v, —V 

ergibt, toomit man natürli^ aud^ immer bie Slu^brücfe mit einanber 
controliren fann , fo finb bief^ md) ben öier Ouabranten georbnet 
fotgenbe: 
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gotmlrung ber aUgetneinen^rojetttonSfigur. 



2b' 


a' a 


a' 


2b 


3»-, + V 
h' 


2a' 


1*, 

2a' 


3»- + V, 
b 


v 

4b' 


4a' 


.4a' 


V 

4b 


3v, — V 


•dfi, — fi 


a^, — fi ' 


öv — V, 


4 b' 


4a 


4a 


4b 


3y, — V ■ 
b' 


•^A< — /<, . 
2a 


3// — jM, ■ 
2a 


3v — V, 
b 


2b' 


3i" + /", 
a 


3iM + ^, * 

a 


V 

2b 



3v, 4- V 



3v + V, 



f4 '^ fi 

S)a fämmtlid^e Seucitoibe in ben Dftaibfanten liegen, fo ^aben ttnr 
augerbem nod& biefelben jtoci Äu^brücfe, tt)ie beim ^ß^ramibentoiirfcl. 
SBoQten mx je^t bie Quabranten für a : a : -|a fiillen, fo bürfen tt)ir nur 
an^ bem 5ß^i?amibentt)ürfel bie beiben gormein 

6a 3 . 2a a ^ 
— : it«h — = etc. 

an rid^ger ©teile jufe^en, um barou§ nad^ bem Seucitoeberfd^emo alle 
12 gläd^en ju enttoitfeln. 

Seber SluSbrudE fommt im ©c^ema boppelt öor, ttjeil immer je 
jtoei fid^ in einem STjenpunlte fd^neiben muffen, in ben SDüttelreil^en 
laufen bie gleid^en a, in ben äugern bie gleichen b parallel; augerbem 
ftnb bie entgegengefefeten Quabranten eutgegengefeftt geftrid^ett. 

(£ö tt)äre ju weitläufig, foUte id^ nun äße bie mefen glöd^cnauS* 
brüdfe fud^en, fogar unnött|ig: benn e§ bebarf nur einer guten aüge* 
meinen ^igur ber brei Sörper (Dttaib, §ejaib, S)obecaib), um fi^ mit 
bem Sineal bie SSerpItniffe Mar ju madEieit. ?lber fc^on bei biefen 
tt)entgen Sinien pplegt bie gigur fe^r auggebe^nt ju toerben, namenttid^ 
faQen beim ®erat^etDot|l einige 3)iagonaIjonen ungefd^idft. ^ä) tt)iH 
bal^er juöor jeigen, 

tt)ic man bie 3 + 4+6+12 = 25 ßonenpunf te in j|ebe§ 
beliebige S)reiedE 3.6.12 bringen! an n. 3n bicfem 3)rei* 
edE bilbet bie SBafig 7 eine ^ejaibfläc^e; bie beiben anbern 

2V 4a' w^ ,o 5 3^ 3a' 

.unb 6. 12=A = 



3 . 12 



7t-= 



3f4, — fi ' ^''\ 2v—v, ' 2f4, — fi 

finb ,^ilfglinien , ttjeld^e ber toeiiexn @nttt)idfelung be^ ©^ftemeg onge*^ 
fjörcn. 3)ie ^ß^ramibenfläc^e n fönnen toir oben beim ^ß^ramibenl^esaib 

ablefen. 3)aS Seucitoib A = 3b : 3a' : c ift in b = ^r^— bur* Stnie 

' 2v — V, ^■ 

15 gegeben, ba?:nad^ fönnen loir burd^ entgegetigefe|te§ ©trid^eln t>ott' 
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3 3 

eg jcbo^ jtocifcll^aft toärc, ob A uitb 15 fic^ in einem ?ßunfte öon b 
fd^neiben, barf man bie Stec^nung nic^t {dienen, bie fid^ äbrigenS etegant 
f^ftematifd^ fügten föftt. 3)cnn X liegt in ben gonenpunften 
2 . 3= (y+y^ 4-(iu4-iU,)b-f (iuy — ^,^)c = Na+Mb+Pc unb 

10 . 4=2(y+y>H(/M + /t^)b + (2^^yH-A<,v— /w^r)c=2Na'+Mb + P,c. 

NM 

P "^P 

2N . M .., 
- p; + p; 9t6t 

/M M\ /N ' 2N\' /MN . 2MN\ 

Ip; - p j ^ ^ Ip + p; j ^ •• fe + PP7 j ' 

P — P, P, + 2 P , 
~ -a : — ^rr^ — b : c 



3N 3M 

_ ^/ — 2^, 2y ■- V 2fi, — ^ 2y — y, 

- 3 ^- 3 ^^ 3^- 3 ^' . 

SBir nel^men nnn im 3)reiedt AttT einen beliebigen ^unft Q an, 

nnb gießen baburd^ bie brei S)iagonaIen 8, 6 unb tt,, fo gel^ört 8 bem 

/ öa' Ob 

2)obe€aibe, 6 bem ßcjaibe an, nur n, = r=. — ; — ^ : -r^u — ; — \ Wtbet 

eine britte ^ilf^Iinie. 
-3ut bierten ^ilf^tinie 

12a' 3b « , ou a' b c 

y= n^ir=^^2T=r,;; = ^^^^*^^^=5-''2-'6 
muß id^ ben ?ßunlt t^r. 8 fud^en: 

4a' 2b' . ^ Oa Ob .^ 

n « : unb 8 = — T-T—\ • —X — ' S^W 

= 4(y + y,)a' + A{fi 4- iU,)b' 4- iji,v + ö/u^y, + /<y, — 3iMy)c. 
©e|en »it tt)ie immer NMP für bie Soefficienten , unb erwägen, 

ba§ y mit l ben Soefficienten ^-^— i« b gemein l^at, fo ift 

Slse b belauft i^ren Eocfficienten, unb für ben t)on a' fommt burd^ 
bie ©ubftitution ber SBertl^e obige 3^!^^. 

S)ur^ ben neuen ^unft yn, ift baS 3ie{|en ber S)obecaibfIäd^e 11 
ermögttd^t. 2)ann gibt unS 
i . 11 = 1 . 11 = (y + y,)a' + 2{fi -h ft,)h + {2in,v -{- fiv — fiv,)c 
ben neuen ?pnn!t, burd^ toel^en id^ bie l;|te (fünfte) ^ilfSIinie 

26* 
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- ,3a ^ 6b 
" 2fi — fi, ' bv — V, 
naä) n, . 7 jicl^en fatm, tt)el(j^e in 8 ben Äantenjonenpunft beS 3)o== 
becatbeg beftimmt. 2)a für /u = ^u, =; v = v, = 1 x = 3a : ^b tüirb, 
fo bürfte id^ nad^ ben oben beim ^ß^ramibenl^jaibe für 3 nnb f ent* 
ttjidfelten S^l^Ien ben SIu^brudE nur l^infd^reiben. ©onft muß i^ i^n 
auf folgenbe SBeife cntoicfeln: • 

^unft 11 . 1 = (v + ^)a' + 2(/^ + /u,)b + (2iU,v + ^ — /mv,)c 

= Na' + 2Mb + P,c; . 
5ßunft 71, . 7 = 4(v + v,)a + 20M+/Ob + (3/mv, + f4V — Sjm^v — /u,y,)c 
= 4Na + 2Mb + Pc. 
4N 2M /2M 2M\ /4N N\ / 8MN 2MN\ 

p "^ p"~vp, "•" pr-\p ^p,r'v pp, ^ ppj 

_N _^ __ (2MP + 2MP,)a : (4NP, + NP)b : — 6MNc, 
P + P, 4P, + P^ 2f4 — fi, 5y — V,, 

äRit ber ^antcnjone be2 2)obecaibeg finb mx crft in ben ©tanb ge}e|t, 
ba§ S3ilb ju üoHenben, unb ttiir bemerfen bann, baj5 feiner ber 25 ßi^nen* 
punfte über ba§ beliebte 3)reie(f t|inau3gel)t. 

2)ie äJiannigfaltigfeit ju üermel^ren, rechnen tt)ir etoa nod^ brei 
öon ben genjö^nlid^en 48fläc§nern im $ßunfte 

4a^ ^ 4b 
3ju, — ju ' bv + V, 

2.18ttnbl. 8 = 19 = --^:x^ = ^.^ 

5^ + 3fi, ,3v, + V 4 2 

_5a 5b 

4^ — ju, * 3v — 2v, 

Sefet fönnen n)ir bag einfädle ®nttt)icfelung§geje^ l^infd^reiben. S33ag 

für bie fifi, gilt, gilt natürlid^ aud^ für bie yv„ tt)ir brauchen un§ ba^er 

nur mit einem Sud^ftaben ju bejd^äftigen. 

Ifte Stbti^eirung: 

1 2 3 4 ^ 5 6 00 1 

^+^/ 2/.+,«, ' 3/*+^, ' 4/.+//, ' 5/.+^, ' 6//+;*., ' 7/.+^, *• • ( oc+l>+^-^ 

1 2-„l S ♦ 2 5 6 5 f 

•2-1 T IT — Y? T 1^ — Ti r 7 V — T "OC+l — "^ 

2 1 ♦ — 2 5 6 — » 7 8_* _??Ztl=:l 
TS 1 T 1 7—^ » T 1 J — 7 ? T »VT ""^5 T 

2 3 4 5 6 7 8 QQ+l _1 

/<— ^/ 2/«—^, ' 3/a~/#, ' 4^-iU, ' 5/«—^, ' 6^—//, ' 7^-/4, QC/<— ^, /* 

aWit ber ©ranatoeberfläd^e — — fängt eS an unb fd^reitet ber Dftaeber* 
flä^e ju. 2Rit bem Dftaeber tritt bie SBenbung ein, bie ^a^Ienbrüd^c 
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8 . 10 unb 3 . 9 = 17 == — — —7 : ,,. . = 2a' : |b; 



3 . 13 unb 1 . 12 = 20 = -: : ^ ^ = |a : 5b. 



feieren fid^ nun um, unb frabcn cnblid^ in bcr SBürfclflad^e =^=oo 

i^re ©wngc. gut ^=^,=1 gehören aüt fdtü6)t bal^in, bercn S^W^ 

unb SRenner um jtoei biffcrircn, bie alfo bic gorm ^^ ober — ^ 

n D..+ 2 

l^abcn. Dftoebft, ©ranatoeber unb SBürfel bilben bic ©renjpd^en. 

Stile getoöl^nßd^cn regulären Äörj)er gel^ören boju, aber über 3 unb | 

gel^t bie ©ad^c ntd^t ^inaug. SJal^er i[t ber 48pd^ner a:4a:-ia=10 

nic|t barunter, biefer beginnt mit ber SRittelpunftgfläd^c bie 

2te «bt^eilung: 

1 2 1 3^_ __4 2_ __b^_ i 

2^+2^/ 3/1+2/*/ 4/1+2/*,— 2/*+/*, ' 5/i+2//,' 6//+2//~3/*+/*, ' 7/*+2/*, " ' m 

O t 2 i % ♦ — 1 5 

T? Ti T~TiT 1 ¥~"T1 TT«' *, 4.4' 

n+4 

_4 ^ 6 3 _7 8 4 9 J. 

2/1— 2/i/ 3/*—2/// 4/1-2//— 2/*-/*, ' 5/i-2//,' 6/*-2/|— 3//-,i/,* 7/*-2/*, '•'/*' 

S)ie geraben 30!^^^^ Söffen fid^ tl^eilen, faQen bal^er ber erften 
klaffe anl^eim. 3m folgenben faßt jcbe britte, im t^ierten wieber jebe 
anbere ic. fort, je nad^bem fid^ wegbit^ibiren läßt. 

3tc Slbtl^eilung : 

1_ 2 4 5 7_ ;_8 1^ 

3A+3/// 4/7+3/*/ 5,«+3/// 7/1+3/*, »8/4+3/1/ 10/4 f 3/// 11/1+3//; /* 

112 5 7 4 

,7 IT 1 T 1 T ? TT 1 TT i T n4-6 

6 9 4 5 11 15 7 ?±? 

V 'T 1 Ti T '"T'T" ' ^ n 

6_ _7_ _8 _10_ Jl 13 _ 14 2 

3,e*— 3/// 4/*— 3/*,' 5,**— 3/*/ 7./*— 3/*/ 8/*— 3/// lÖ,i*~3/// U/*— 3/*, /*' 

4te 8l6tt|eitung : 

1 3__ 5 7 9 11^ 1 

4/"+4//,' 5:**+4.**/ 7/*+4/*/ 9/*+4//, ' ir/*"+4/// 13,u+4/*/ 15/*+4/*, " ' * /* 

1 5 S 7 9 14 

¥ » TF ? TT 1 TT 1 TT » TT ' ^"'^ ' * ' n 4- 8 

8 9 1« 15 «5 17 19 ^ ""^ 

' ' ^ ' r ' "t" ' r ' T" ' TT • • • j^ 

8 9_ 11__ J3 J5^ 17_ _1?_^ i 

ii*^4/*/ 5/*-4/*,' 7/*— 4/*/ 9/*~4,**,' ll/*-4//,' 13//-4/*,' 15/*-4/*, * * ' * /.' 
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1 



2 



5te StbtJ^eilung: 

3 4 6 



ö/'+Sy«/ 6H-5^/ 7/<+5.// 8.C-+5;«// 9/^+5/// 1^+5."/ 12 «+5//, 
I I 

TT 1 - ¥ 





TV 



s 

TT 



3 

T 



7 
TT 



I 

10 



I I 

I 

11 



12 



3 

13 



7 



14 



i 

16 



-LZ. 



17 



L 

n__ 

n+lÖ 
n+10 



Jl 



b/i-W 6/.-5/// 7/1-5^/ 8//-5^/ 9//-5/I/ lV-5/r/ I2,u^ju^, * ^* 

S)o8 ®efc| leud^tct ein, bod^ toill id^ bie gal^lctt bcr crftcn jtoölf 
abtl^cilungcn jufammcnfteUcn : 



2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 



l^ + h^ 













bjii + bfi, 




6/M+6^, 
















10/1 + 10^, 


11^"+ 11^, 


12^+12^, 



S 2 S 
T • T • T 



S 7 4 9 

T • T • T • TT • 



5 t 1 6 
V -IT • T • • 

i (i). |.(i).|.(l)TV-(l)-A- (l).|4.(4). 

I- 4- (i)-IA- (4).t'tv4-(5)- l-H-d).. 

i- (4). tV •(i)A • a)-TV-(i). tV • (4).H •(!) . 

tV- i-rS-^-ii)- J-tV-ä-A- aui-rV- 

A- (i). a).a).A. (i)A-(i)-a)-(A)u.a). 

1 1 B as S/lN« 9 S116 

Tl' T • TT • T TT • TU\T;TT * ^Y • TT ST -JS • 

A- (4)- A -a)- A -(A)- A •(!)• A • i,\U^ .(I) • 
A- A • (l)A-A • (4). A -A. (4)- A 44 •(!) • ■ 
A-(A)- A •(4)(4)-(A)- A •(^)- A • (4)41 -(1) • 

1 1 B v>S 974 9 S/'Oe 

7T- TT • ^T -TT-^T- TT--5T -TT • TT • TT -Uz-TT • " 

TT-(tt)- (t)-(t)-A- (■S/'/t'UJ-VTt)- TT 'TT '(t) • 



n + 2 ' 
n 


ft-f*' 
4 


n + 4" 
n 


6 


n + 6 ■ 
n 


ifi—Sfi, ' 
8 


n + 8* 
n 


10 


n+10' 
n 


5^— ft/w, ■ 
12 


n+12' 
n 


14 


n+W 
n 


16 


n+16* 
n 


18 


11 + 18 ■ 
n 


20 


11+ 10' 
n 


■ lOfi—lO/i, 
22 


n+11 ■ 
n 


■ 1 1/t— 1 1^, 
24 



n+12 ' * V2fi—\'2ii, 



2)i€ Qatjlen, todäft in jjebcr folgenbcn Slbt^rung »icbcrf cl^Tcn , ftnb 
eingcflammert. S)ic QoiiL 4 an ber ®p\^t bitbet eine S)iaflonoIc buid^ 
baS ganjc SSieretf. SIQe JBrüd^e mit ungcraben SRennern ftel^en in bcr 
SSorbcrrcil^e, in ber jtoeiten »cd^feln gcrabe mit ungcraben ob, bal^er 
gel^ören bie geraben Qa^m in eine fj)ätere Stbtl^eiCttng : ^v [^4* f^^" 
in ber fed^gten, wäl^renb jV pf* i^ ^^^^ ^t*^" fommt. 3c|t ift c8 ein 
Spiel, bie aßgemeine gormeroben für unfern gelbfpot^ ju finben: toir 
fud^en in unferm ©d^ema btog bie Qa% unb fönncn biefc fofort in bie 
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JBud^ftabcnformel umfc^cn. Scifpicte^albcr tooQen totr für bic S^f)Un 
t)on 1 btö 12 bie allgemeinen Sudbräde ber 9{eil^e nad^ l^inf einreiben : 



1 

T 



1 
IT 



TT 



2 



1__ 

2 



1 



3fi + 2fi, 
2 



1 
2 



1 



2 



11^ + 9^/, 
1 



6/u + 5^, 
2 










1 



1 

2 . 
3. 

4 . 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

11 . 

12 . 

oo 



oo+l 


4 


3fi 


— A<, 
3 


2(1 


8 


bfi- 


5 


dft 


-2//, 
12 


^^' 


7 


4fi 


16 


9/« 


9 


5ft 


-4Mr 

20 


11/. 


-9//, 
11 


6|u 


24 


13^ 
2 


-Ufi, 



^—t^. 



2oo 



> 



' 00^4- (oo— IK ' (00+ OitI— (oo— 1)/Mf' 

SBa§ für jM nnb ^u, gilt, bag gilt natürlid^ aud^ für v unb r, ganj in 
ber gteid^en SBeife. @8 lauten bal^er ganj allgemein bie gettjöl^nlid^en 
glasen tjom 

%t\\>\^a^ 2Bei6 9laumattn 

a : oob : c - ooa : oob : c 



p - * •- 


2b 


X. • 


v, — v 
2b 


T = Oa 


v, — v 
Ob 



fl + fip V + v, 



a' : oob : c 
a : b : ooc 



a : oob : c 
a : b : ooc 
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gelbfrati^ 



= — 
n = 



2b 



y == 



^ 

a' 2b 



9Bet^ 9laumamt 



8' : 4b : c 
a : |b : c 



a : b : c 
ooa : ^b : c 



2iM, + AI 
a^ 

2iw, + fi 
a 

__ a 
^ "~ 2^/ + fi, 

a' 2b 

s = — 



u' = 



m 



v, — v 

2 
5y + 3v, 

2b 
3y + V, 

2b 
7y + öv, 



|a' : oob : c ^a' : oob : c 
ia' : 4b : c 4a' : 4b : c 



V = 






u = 



l = 



a' 2b 



2^, + iM * 9v + 7y, 
a 2 



a 2 



t = - 
g 



a' 2b 

3^1, + 2fi, ' 7v 4- 5v, *^' • * 
a 2b 



3^ + 2/1, ' V, — y 
2a b 



4a : 4b : c 
4a : 4b : c 
a' : 4b : c 
4a' : 4b : c 
a : ^Vb • c 
4a : 4b : c 
4a':4l>:c 
4a : oob : e 



3a' 
2(1, — ^ v, — v 



ooa : b : c 



a : b : c 
a : 4b : c 
a' : 4b : c 
a' : 4B^ : c 



ooa : 4b : c 



4a : 4b : c 
4a' : 4b : c 
4a : oob : c 
2a : 2b : c 



2b 



3a' : oob : c |a' : oob : c. 



S)cr @a| ftttbet überan leidste Slntocttbung, wo matt öotti Dftaibc 
auggel^t, unb bte $ejaib!atiten afö Sfjeit tttttittit. 3e|t wirb au(§ bie 
»ebeututig ber ^eid^eit für uttb 00 flar. 2)etitt e8 ^at j. ». 
^ Oa Ob a b c a 



SBtrb barttt fi = fi, = v = v, = i, \o ge^t bie gortnel itt 
a b 



: 00c. 



T=: 



m • r+T = ~^ = I --ä- • ~^ = * • i' • ~^' 



b. f). itt bett gcwö^ttli^eit ©äuIettaugbrudE über. 

aSie für bett gelbfpat^, fo bärfett wir auc§ für obigett @uHa3 
pag. 391 ftatt ber ^a^Iett ttur bie a3u#abeitfortiteItt ^ittfc^rcibcn. SBir 
erl^altett 
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b a b 2a 2b 

n = a : - = — 



3 fi 2v -\- V, m — nm + n 

, a' b a' b 2aV 2b 

5 ' 3 3^+2/u, ' 2v+v, m + 3n ' m + n 
SHe tateintfd^en 93ttd^fta6ett giengen üon einer anbem Sinl^ett auiS otö 
bic gried^ifd^en. Um bieje an^exmnhn ju enttoidfeln, muß 
a 2a . b 2b . -. 



fi m — n 2v + V, m + n 

m — 

gefeit toerben, bann ift 



/i = — 2 — ""*^ 2^ + V, = 2Ai + A^. = — ^— 



m — n = 2jU 
m + n = 4jU + 2jM,. 
®ibt burd& Slbbitton unb ©ubtraction 

m = 3^ + fi, unb n = jM + //,. 
SDiefe» in bie allgemeinen ?ru8brü(fe ber lateinifd^en SBud&ftaben gefe|t, 
fommt 

2a^ a^ 

■~ 3/1 + f4, + 30" + fi,) "" 3^ + 2iU, 
, 2b b b 



3^ + //, + /i + fi, 2fi + fi, 2v + V, 

©0 entpuppt fic§ aug SBciß ber Oroßmann. 2)od& ^aben toir jefet bie 
©ad^e in il^rer größten h^ftallograp^ifd&en Slßgemein|eit Har ouf bem 
$ßaj)ier, toir bürfen nur beliebige gal^ten für bie SBut^ftaben fe|en, um 
ju gett)iffen Sfitfcl^auungen ju fommen, toäl^renb ber S^tt^wj^föw^^^^* 
l^ong unb bamit bic wirfenben Gräfte conftant bleiben. 
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@3 btlbet eine ber merftoürbigften ©igenfd&aften ber Är^ftaÜe, ba§ 
jutoeilen einige gtäd^cn gefe|tid^ feilten, anbete fid^ tierboppeln. 2)ag 
gel^Ien brücft man im allgemeinen burd^ äReroebrie S^eilflSd^igleit 
{fiigog %i)e\i) ober urfprünglid^ burd^ ^emiebrie ^älftfläd^igfeit {i^fii 
i)alb) au8, »eil ^ölftigfeit bag ®ett)ö^nlid&e ift. 2)ie ©ad&e wirb befonberg 
für bag SRegnIärftiftem öon SBid&tigfeit, l^ier mug bog ®efe| erläutert, 
unb bann auf bie anbern ©^fteme übergetragen njerben. Seim 3tt>iöinge 
finbet bag ©ntgegengefefete ftatt, bort lann man in ben ©^ftemen öfter 
bag Seftreben erfennen, burd^ SJernjad^fen öon jtnei ober mel^reren Sn* 
biöibuen einen pl^ern ®rab t)on ©tjmmetrie l^injufteUen. ©o ift j. 95. 
ber gelbfpat]^ 2 + Igliebrig (paarig) , ber 3^iQi"8 bagegen mad^t bie 
©tüde „jweipaarig" pag. 96 , b. 1^. er fteQt eine ^öl^ere jtoeigliebrige 
Orbnung I)in, unb biefe lann fid^ bann burd^ einen S)oppeIjtoiUing (Sier* 
ling) gur öierpaarigcn (oiergliebrigen) Orbnung fteigern. 3a bei bem 
neuerlid^ ate „paarig" erfannten Sreujftein gipfelt fid^ ber 3w^ölfling 
fogar pm gtoölfpäarigen , b. ^. jur regulären Drbnung. SBenn alfo 
einerfeits bie äJiaterie einen l^ö^rn ®rab t)on Symmetrie anftrebt, fo 
ift anbererfeitg aud^ ber gebü^renbe 9?ad^brudE auf baS Sinfö ober Siec^tg 
ber Snbiöibuen ju legen, pag. 92: wie ^emiebrie bie öotten (l^oloebri* 
fd^en, oXog) Äörper in linte unb redete trennt, fo Utrbintiet ber 
3wiQing biefelben nad^ beftimmtem einbeutigem ®efe| pag. 117. SIKan 
wirb l^ier unwittfürlic^ , freiließ in anberer S33eife als Sinne, .an mas 
unb femina erinnert, unb um bieg Kar ju erfennen, mu§ man bei ber 
Setrad^tung üon ben Setraiben pag. 93 auggel^en, bie umgeftülpt fid^ 
wie linfer unb red^ter ^anbfd^ul^ tierl^alten. 3)al^er bleibt bie Definition ber 

üon SBeiB für atte Reiten fo tiortreffli^ : bie ^toilHttftSinJiiliitittett l^nbeit 
eine Släi^e Retttein unti liefen utttgele^rt. äBürbe man ftatt umgefel^rt 
tttttgeftiil^t fagen, fo löge barin jugleid^ bie Stnfd^auung öon linfö unb 
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red^tö, tDte beim 93i(b unb ©^^tegetbifbe. 93on einigen gemeinfanten 
gfläd^en abgefel^en öcrboppelt fi(^ bie QaiH ber übrigen, inbem jn icg^^ 
lid&er glücke be« einen Är^ftattS eine „correfponbirenbe** beg anbern 
tritt. 3n biefem Sinne fönnte man im ©egenfofe gnr SReroebrie öon 
einer 5ßIeoebrie {nliog öoH) SRel^rfläci^igfcit jprec^en, toenn bie glöd^en 
ein gctoiffei^ Äjenft)ftem immer rational fd^nitten, toie im regulären unb 
brcigliebrigen @^|fteme. a)ic lemetnfame i$Ifid|e (3tt)ittingi^ebene) meift 
uns (faft au^fd^tieglic^) auf bie breigticbrige Stellung ^in, xou fie burd^ 
bie 2)reijonenfläd^e am SSierjonenförpcr pag. 125 gegeben ift. 2)ie 
S)urd^bringung beiber Stade fül^rt und bal^er auf ein 2)it|oiitioe)ieY 
(^il^e^aeber) mit fed^i^ gleic^fd^enftid^en unb StScuIenoetitr mit jn^ölf 
ungleid^feitigen S)reiedcn in einer Sdfe. «SBäl&renb baö 2;rigonaIpol5eber 
in ber SEBürfetedfe über ber Dftaeberfläd^e eg nur ju ber Qa^l fed^S 
brachte, ffi^rt und ber Shilling jur 2)oppeIfe(^g. an ber CItaeberedEe 
mit ad^t gleid^en giäd^en ift fo ctwaö nie gefeiten, ja eine Serme^rung 
auf 16=2.8 ift fr^ftaHonomifd^ fogar unmögtid^ , ttjcit tt)ir ba not^* 
tocnbig ju irrationalen Äjenf^nitten fämen. 

SWatl^ematifer, benen bie organifd^e Stnfd^auung fel^tt, begnügen fic^ 
mit biefcr Seftimmung ni(^t, fonbern fügen nod^ eine 3tttOtngSii|e ^inju, 
toeld&e auf bie gtoillinggebene fenfrtd|t fte^t, alfo im breigtiebrigen 
©^fteme unferer aufrechten Slje c entfprid^t. 3)ie bciben 3^iHi"9^* 
tnbiöibuen benft man \xä) jefet paraQet gefteüt ober eingefd^ad^telt , unb 
fprii^t bann: 3tt>ißi"9^^t)ene beiben gemein, unb einö 180® gegen ba§ 
anbere um bie 3tt>iflingiJaEe gebre^t. ^au^ {2cf}xh\x^ Wmexai ed. SBeig i 
pag. 166) nannte e« ba^er ^tmitx^^it §albbre^ung, ba i^m ber öon 
be SiSle eingefül^rte Slame mäcle pag. 17 nic^t gefiel. 

äRiller (Treatiae of Crystallography 1839 pag. 102) l^at ba§ auf ber 

ÄMfltI ffar ju mad^en gefud^t: ber boppet 

linige größte fireiS MN bejei^ne bie gemein^ 

fame ^^iöi^Ö^^bene beiber 3nbiüibuen, bann 

ftebt fentred^t bagegen bie 3tt>iQii^9^^S^ TT', 

worin T unb T/ bie entgegcngefefeten Crte 

(?ßoIe) ber ßwiHinggebene bilben. ©inb nun 

P unb p, Q unb q 2C. bie Orte correfpon^^ 

birenber ©benen, fo muffen biefetben nid^t 

btoS mit TT' je in einem ^omntxei^t Pp 

unb Qq liegen, fonbern aud^ bie ^olbiftanjen 

finb gteid^: 

PT = pT unb QT = qT. 

Suc^e id^ nun gu p unb q bie ©egenpole p' unb q', ttjetd^e bie Crte 

ber parallelen g^äd^en bilben, fo fteflen biefelben fi^ nid^t blo§ ebenfo 

f^mmetrif^ gegen ben $ßot T', benn e§ ift 

p'T' = pT unb q'T' = qT, 
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fonbem aud^ mit bcn cotrcfponbircitbcn gläd^en P unb Q f^mmctrifd^ 
gegen bic QtoiUmQSebtnt MN, bo 

. PM = 90® — PT = p'M = 90« — p'T'. 
SJamit ift bie ©ad^e für ben ?Red^ner öorbereitet. SBic gett)öl|ttfid^ toirb 
für bie ^rojection auf ber Sbenc bie ©ad^e nod^ einfad^er: tiel^men tt)ir 
beliebige fd^iefe Stjen abc, unb jiel^en in ber ®bem 
ab eine ©ection^Iinie a, toeld^e ber gemeinfamen 
@bene entfprid^t, fo mu§ bie Sonenaje z, »eld^c 
öon c nod^ z. ftrap, auf bie Sbene a fenfred^t 
[teilen. SRel^men wir nun in einem beliebigen SBirtet 
ftra^I biefer gonenaje einen beliebigen ^ottcttputift 
P an, fo mu§ ber correfponbirenbe $ßunft F öon z um bie gleiche 
aaSinfelbiffenj abliegen , b. ^. eg mug SBinfel Pcz = P'cz fein. S)enn 
ber StoiÖing entfte^t ja, inbem id^ P burd^ 2)re]^ung um 180® in bie 
Sage öon P' bringe. 3ft p ber $ßunft, über tneld^em ba§ Snbe öon 
STje c fenfred^t fte^t, fo mu^ eine ßinie zp aud^ fenfred^t gegen ©cc=« 
tioni^linie a ftel^en, weil ®bene czp in ben ^erpenbileln pc unb zc Kegt, bie 
tned^felfeitig auf ber ^rojectionSebene unb gemeinfamen ffibene fenfred^t 
ftel^en. ©d^on §err Dberbergratl^ SBebSf^ (?ogg. ^nn, 33b. 118 pag. 240) 
f)ai un8 ba& trcjftid^ au§einanbergefe|"t. ^on biefer SlQgemeinl^eit l^aben 
wir jjebod^ nur feiten @ebraud^ gu mad^en, fowie man auc^ bie gormein 
nad^fe^en fann, weld^e feiner 3^it ©enarmont, 9leufd^, ©darauf (^ogg. 
SCnn. 1873 93b. 148 pag. 488) eutwidtelten. 3fd^ fd^Iage lieber ben an* 
fd^autid^em 

6)ottftrttctttiett SaSeg ein, wie bag in ber SKetl^obe ber Är^ftaQogr. 

pag. 375 auSeinanber gefegt 
: ift: wir ^jrojiciren ben QtoiU 
Iing in feiner breigliebrigen 
©tellung auf bie Dftaeberp^e, 
unb gelten babci öom regulären 
S)reiedf ßyd au§. Um jiun bag 
jweite 2)reied ßyd' in feine 
natürlid^e ©tellung ju bringen, 
muffen wir eg um 180® um 
bag Sentrum Q bre|en, bann 
fallen bie SKebionlinien d icu 
ber 3)reiedfe wieber jufammen, 
unb /?/?', yy\ dd* liegen corre* 
fponbirenb ^jaraQel einanber 
gegenüber. Setrad^tet man bie beiben S)reiedEe ßyd unb ßyd' atö 
reguläre, fo lönnen fie fd^on burd^ eine 5DreI|ung öon 60® in bie Äreuj^^ 
tage gebrad^t werben, ba^er fagt man anä) wotjt, bie ©tüdte feien Bio« 
um 60® gegen einanber öerbrel^t; organifd^ aufgefaßt ift biefe Slnfd^auung 
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nid^ richtig, tocil bann unglcit^namtge glätten (y' mit ß k.) jur Sorre*« 
jponbenj fommen. 

(äntoidcln xoxx je^t bie brei ©ranotoebcrfläc^en ddd bcg SKittcI* 
iJttnftcg, fo gel^ören biefclben beibcn ©reiedfen ji^yd unb /S'y'd' on, fie 
lönnen bal^cr 'im 3tt>iQi^9^ ^i^t auöcinonber treten, fonbern bleiben 
bciben Snbiüibuen gemein. Saffelbc gilt für bie jwifd^enliegenben Seu* 
citoeber 111, toetd^e bie l^arijontalen ^^en aaa geben, ^ie S3ürfe(fläcl^en 
hhli unb h'h'h' fallen bagegen nid^t jufammen, fonbern bilben ein 2)i*= 
^ejaeber 2a : 2a. 3n ber Statur muffen fid^ ba^er bie beiben SBürfcI 
im 3tt>ißinge freujen, toie bag beim jf^^fefP^t^ f fünftlic^en ©almiaf zc. 
fo auSgejei^net üorfommt. %x6) bie S)obecaeber d'd'd' unb dMM® bitben 
ein SJü^ejaeber 4a : 4a, fie muffen fid^ bal^er ebenfalls ju je brei ju einem 
9l^omboeber grup^jiren. S)arau§ folgt, bafe im Stt^ißi^fl ^^^ ©ranatoeber« 
eine ber üier fed^gfeitigen ©äulen bei beiben 3nbit)ibuen einfpielt, xo^^ 
renb bie aufgefegten JRl^omboeber öon 120® in ben Snbfanten fid& freujen. 
aSom ^^ramibentofirfel finb bagegen fec^S gläd^en nnnnnn fo ge* 
tegen, baj5 fie bie Äanten beibcr Dftaeberbreiede je in gteid&er SBeife 
jufd^ärfen, fie faßen alfo toieber jufammen. @g folgt baS fd^on aui^ 
ber ©leid^l^eit ber Äanten beg ^ß^ramibenmürfefö 012 in ben SBäürfet* 
edfen, tneil baburc^ bie bi^ejaebrifd^en ©den entfielen, burd^ bie 
©rel^ung ber §älften tt?eber bei 60® nod^ 180® aus i^rer gegenfeitigen 
^ßaraöelfteHiing l^erauSfommen. Slu^ fed^g gläd&en beS SeucitoeberS 
X = 113 l^aben bie iJferftoürbige ®igenfd^aft. ®ie gelten |a : |a : ^a, 
unb nel^men ju beiben 2)reiedten biefelbe Sage ein. Sine leidste SRed^* 
nung nad^ pag. 234 gibt 



«^s B = -^ 



2piTt + fi* 6 + 1 



= -^r^. — ^ = TT—:; = TT' 



2^^ -\- 7?'^ 2 + 9 ^^' 

—2^^'\-n^ ^ —2 + 9 
2fi^+7i^ - 2 + 9 
tt)orau§ tieröorgel^t, bafe unter bem obern ftumpfen Sll^omboeber ber 
3)reifantner ein ©ü^jaeber bitbet, tt)ä§renb barunter bann nod^mals ein 
fd^arfeS JHI^omboeber folgt. ®erabe biejer Körper lommt beim ©itber 
fo gern ate 3^ißi^9 ö^^/ ^^^ 6ei ungteid^er SluSbel^nung ber gifid^en 
bitiejcaebrifc^eS Slnfel^en erjeugen fann. ©aS Seucitoeber 112 liefert 
bagegen burd^ feine ©entrumfläd^en eine jttjeite reguläre fed^Sfeitige ©äule, 
ttjeld^e beiben 3^iIlingSinbiöibuen gemein ift, tt)ä^renb bie 9lt)omboeber 
unb 5DreiIantner fic^ freujen muffen. <» 3m le^tern gaUe gelangen mx 
jum äWajimum ber S^^, gu- 12 gleichen gläd^en, bie ein gebrod^eneS 
SJi^ejaeber geben. SlßeS ba^ lä^t fidEi mit toenigen ©trid^en fofort an 
unferer gigur !tar mad^en. 3n ber ©rfd^einung l^aben bie gtntttttfiiiltett 
giäd^en öfter einige Sebeutung t)or ben anbern, weit bie 3^ißii^9^'^ 
inbiöibuen auS ber ßwißingSebene paraßel tierauSrüdfenb fid^ mit i^nen 
aneinanber legen fönnen, fie ^ei|en bann 3ttfi(li(l<((nf^^ttng3p4l^* 3d^ 



Digitized by 



Google 



414 



atüiffinöc. 




p^eqe nticl^ batum M ber Sctrad^tung toenig ju fümmern, bcnn wer 
bag ®cfe^ fd^arf im äuge be^ölt, fie^t über ba§ ^^^fäßis^ feid^ter l^intoeg. 
S)a XDXX eö Icbiglid^ mit einer boppett^breigliebrigen %\ivix ju t^un 
l^aben, fo finb bie Sinien mit berfelben Seidjtigfeit auf bie Äuget ge«* 
brad^t, wie bie einfad^cn. 'Sebe weitere SSemer&ing barüber erfd^eint 
mir je^t überflüffig. SBoßen wir bie Sinien auf ber 

2BfirfcIpi|e barftetten (mi^ou Ärvft. pag. 377), fo fann ein ®e^ 
j^ fibter fte mit ein ^aar geber^« 

^ -^.-/ .^ ^ -, ftrid^en l^inwerfen: benn bie gwit^ 

lingSaje muß fenfrec^t auf bie ge=« 
meinfame gläd^e a fiel^en, alfo 
fällt fic nad6 Q. Ober breiten 
wir unö im (Sebanfen bag ge=^ 
meinfame « (bag^a^jter) um bie 
Oueraje 1, fo wirb \>Qi^ 3)reiec! 
/^yd bei gleid^bleibenber Safiö /5? 
immer länger unb länger, bi^ e§ 
fid^ an feiner ©pi^e' öffnet, unb 
Siniey bem d paraßelge^t. Sann 
bilbet ba8 quer gelagerte h W 
^rojectionSebene, unb ba aQe§ 
bur(^ ben neuen @nb^)unlt ber Stjc' 
c gelegt werben muß , fo fann ber Sentratpunft % jwar nid^t am ber 
STOcbianebene treten, er fäHt aber hinter ß, worin bie gfäd^en ddd unb 
111 il^rcn 3onenconnej bel^alten muffen. 3)a bie ©ranatoeber jum £)Ita== 
eber gef)ören, fo fann id^ fie aud^ ol)ne biefe Betrachtung jie^cn. ©ann 
ergeben fid^ für 111 auger Q noc^ bte ^onenpunfte aß, ay, ad. 

aSom jweiten Dftaeber faßt beiber a jufammen, e^ finb alfo nod^ 
brei Sinien ß'y'd' ju gießen. ©ectionSlinte ß' faßt nad^ «//?, mug alfo 
ber ß paraÜel bleiben, unb liegt jugleid^ in y/1 unb djl; y' faßt nad^ 
a/y, ßß, d/1 ; d' faßt nad^ a/d, /9/1, y/l. ©d^on bie SSud^ftabenorbnung 
bewalirt un§ öor Strtpmern , unb in ber SluSfü^rung finbet nid^t bie 
.geringfte ©d^wierigfeit ftatt. 2)ie Sljenfd^nitte werben />' =: 5a : 5a : c 
itnb. / = d' = a : c : ja, fo ba§ alfo aße brei auf bie Stjen beg erften 
Dftaeberg bejogen biefelben 3^i^^^ befommen. (£6en fo ift eg mit ben 
SBürfeln h', wot)on bie Ouerlinie ^a : -Ja : c unb ba§ ^aar a : c : 2a 
ge^t. @ie muffen atfo mit brei ^ß^ramibenoftaeberfläc^en a : a : 2a 
jufammenfatlen. SBenn e§ unfer Sntereffe erforberte, fo fönnten wir 
mit Seidjtigfeit bie Slu^brüdEe fämmtli(^er geftrid^elten gläd^en beS 
jweiten DftaeberS auf bie be§ erften äurüdEfü^ren. 

®er Xieferblitfenbe bemerft fogleic^, bag Slfle^ öon ber Sage beiJ 
3onenajrenpunfte§ Q abfjängt, ber einer ber öier ®ranatoebertanten ent* 
fpred^en muß: 2)ie einfache Slufgabe befielet alfo barin, in ber ^vo^ 
jection auf eine beliebige glöd^e bie ^onenafe unter ben SSieren gleid^ 
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l^rau^ufinbcn! SIcifecn wir bei unfern gried^ifd^cn Suc^ftaben aßyd 
fte^en, fo ift ed fictS bieirtttDe ^mnataeferrtante, tteldje in bem 3)rri:: 
e<e feer ttid|tDriiteinfamett 9^41^" ^i^d^* 3" unferm galle nel^men xoxx 
a gemein, oljo mufetc Q jwifd^en ßyd liegen , »elc^e ein gtoifc^en yd 
offenes SJreiccf bilben. SBäre y gemein getocfen^ fo mfi|te ber 5ßunft Q 
red^tö jtt)ifd^en o^d faOen. 2)a nun bie ©tral^len ddd unb 111 üon Q 
aus i^e £age nid^t änbem, fo fann man ol^ne üägelnbed ißad^benfen 
aOed fofort |injeid^nen, benn mit Q, a unb bem äRittelpunfte finb bie 
notl^toenbigen öier 5ßunfte jur (Sntoidfelung be« jtoeiten Dltoeberö ge«» 
geben. 

9lel^men n>ir bie ^rojection auf bad ©ranatoeber tab. 5 fig. 1 
gur ^anb, fo bilbet baö Dftaeber ein aufred^teS ftreuj: ift ber ^ori* 
jontate ©tri(§ o = 2a : c : oob bie gemeinf ame gläd^^ß , f o liegt bie 
ßonenoEe im l^intern 3)reiedf im ^unft a' + Ob; ift eg ber l^intere 
o = 2a' : c : c»b , fo liegt fie im Dorbem ÜDreiedf a + Ob. Köl^me 
man bagegen eine ber ^reuglinien a : b : ooc jur gemeinfamen ^^läc^e, 
fo bilben bie übrigen brei ein fc^iefliegenbe« offenes 3)reiedE, aber bie 
beiben anbern ©ranatocberfanten fc^netbet eS, »eil fie ber ^ßrojectionS«* 
ebene ^raDel ge[)en. S)ie ßonenajce liegt bann natürlid^ in ber ^tud^t 
betjenigen ©ranatoeberfläd^en, wcld^e fenfred^t gegen bie gemeinsame 
gläc^c fte^n. 

3n allen biefen gätten liegt bie gemcinfame gläd^e a augerl^atb 
beg SljenmittelpunlteS. SBoQen wir fie bal^in ocrlegt l^aben, fo muffen 
beibe Dftaeber auf bie Seudtaetierflidlr projicirt werben, wie man fo« 
gteic^ aus ber ^ßrojection tab. 6 fig. 1 crfiel^t 2)er 
Slfenjonenpunft liegt bann im Unenblid^en, unb wir 
bürfen bloS burd^ bie fianten ber nidEK gemeinfamen 
gläd^en ßyd bie 2)obecaeberIinien ddd unb burd^ a/y 
unb ajd bie Seucitoeberlinien U jiel^en, fo ergeben fic^ 
fofort bie geftrid^elten ©cctionSlinien ß'y'd* beS jweiten 
DftaeberS. S)ie gigur wirb in biefem gaße fijm* 
metrifd^ wie ein jweigtiebrigeS ^rojcctionSbilb. ©elbft 
in ber aUftemeinlten gigur, im öollftänbigen 9Jierfeit 
pag. 131, bürfen wir nur eine Sinie öor ben übrigen breien auSjeid^nen, 
um fofort äWifd^en lefetern ben ^unft ber 3onenaEe auSfinbig gemad^t 
ju l^aben. 

SRand^e legen ein großes ©ewic^t barauf, ob bie beiben Snbiöibuen 
bloS an einanber liegen (Juxtapositio) ober fid^ burd^brtngen (Pene- 
tratio), wie nebenftel|enbe Dftaeber, wo bie SdEen 
beS fc|warjen auS ben gtäd^en beS weißen, unb bie 
ffidEen beS weißen auS ben gtädpen beS fd^wargen l^er* 
öorftec^en. S)enft man fid^ öon ben fd^wargen bloS 
bie Unterl^ätfte t)om weißen bie obere, fo ift eS 
SuEta^Jofition. auf baS SBefen ber ^^ißinge l^at 
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bie ®aä)t feinen ©inffug, fo tjerfd&ieben anä) bie ©rjd^einung fein 
mog. 

3)er feteiglielitiAe B^^iöi^Öf tüeld^er am Sll^omboeber bie ©erab«« 
enbffäc^e gemein ^at, ift bem regulären öoHftänbig analog, nur ba§ ba8 
SSerJ^ältnig ber 8lje c ju a ein anbereg ift. SBiH man benfelbcn auf 
ben SBafaljc^nitt beg breigliebrigen Dftaeber^ projiciren, fo l^aben tt^ir 
ftatt beiJ Duabratö im regulären je^t nur ein Dblongum aßyd mit 
gleiten aber fd^iefwinHid^en äjen ju jeid^nen, unb aCe^ ganj gleich ju 
enttoicfeln, tt)ie oben in gigur pag. 414. Stile l^omologen ^läd^en be* 
fommen ben gleid^en SffenauSbrudf , nur ba§ fic fic^ tocgen be§ fd^iefen 
SBinleK il^rer pl^^filalifd&en SBefd^affenl^eit nad^ ju breigliebrigen Oruppen 
jertfieilen. ©d^on ber jtoeite 3^iUing, tt)el(^er bie gtcid^fc^nfttd^en 
gläd^en be^ Cftaeberö gemein f)at, öer^ält fid^ anberä. ^ier faßt nem* 
lid^ bie SmümQ^a^e nid^t mit bem 2RitteIpun!te ber SwiUingSebene 
iufammen. SQSir moQen und baiS iunäd^ft am 

Sietgliebttgen SttiKinfie Rar mad^en. 2)enfen xoxx m^ jtoei 
öiergliebrige Jetraeber in 3tt>^ßi^9^[t^tt«^S/ 
b. i). liaben fie ein 2)reiedt a gemein, unb 
liegen umgcle^, f o matten toir baburc^ neben* 
fte^enben 3Rebianri|. S)ann gel^t bie S)ta« 
gonale d = a : c unb bie JBafi« ber S)reiedfc 
tt)irb Fx = F'x = 4a. S)enn bie öiergttcb* 
rigen Dftaeber (Sinnftein, Slutil, @d|arf^ 
mangan) ^aben in ^^JiCingi^fteHung bad näd^ftc 
ftumpfere Dftaeber a : c : ooa gemein, bal^er muffen aud^ bie Xetraeber* 
ftäd^en a : c : ooa tauten. Stjen a unb c fallen aber in ben SRebian^ 
fd^nitt. Sinie FF' fenfred^t auf bie gemeinfame diagonale a bilbet bie 
3mininggaEe, toäl^renb bie Äanten beg juge^örigen ©obecaebcrg t>on 
P unb F' nad^ bem ©c^werpunfte s ge^en, atfo antiparaöel finb. 
5Rennen wir neben ber 3toittingöaEe C bi e ©tfldfe x unb y, fo ift 
X + y = 2d = 2 Vi + a«, 
C^= 16a« — X« = <x + yy - y« = x« + 2xy 

16a* = 2x2 ^ 2x (2d — x) = 2x^ + 4xd — 2x* 
4a2 ^ 2 — 2a' ^ 4a ^ x 

Senn Slfe a in ^au^'fd^er SBäeife ate aBurjetgröjse aufgefaßt toirb, fo 
ftel^en bie ©d^nitte 

4a« 2 — 2a« ^ g , .g 

X-: y = : , = 2a* : 1 — a* 

^ VTTa« V^l + a« 

in einem rationalen SJer^ältnig, gu C t)er^alten fid& bagegen bcibe 

irrational, prüfen tt)ir bje 3fti^tigfeit ber formet mit ben. regulären 

letraebern, fo ift a = Vi, benn bie SCetraeberffäd&e gel^t l^ier ni^t öon 

a : c : ooa, fonbern t)on a : a : c, b. 1^. id : c : ood, wenn Wir d=V 2 
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ate 9KitteIaje betrachten. Siefen' SBertl^ öon a in bie gormein ge* 
fefet, gibt • 

X = 2 V|, y :^ V», C = V6. 
®ie Qüiiem^e gc^t atfo burc^ ben SKittelpunft bcS 3)reie(feg, ba fic^ 
X : y == 2 : 1 öer^ätt, benn ber SÄittelpunft brittelt bie 2)reie(f§biago^ 
noien. 

Soffen tt)ir nnn bie öierglicbrigen Setraeber fid^ in i^rer Sn)iIIing§^ 
^, ^, fteHung burc^bringen / fo fommt fein ätt)eigliebrige§ 

)^~Y~JJ 3)il^eEaeber, wie man leidet txtoaxitn fönnte, fonbern 
ein Sll^ombenoftaeber bxVx', beffen äRebianajre burd) 
d nnb 3' irrotionat gefd^nitten wirb, aber fo baß 

2 9a* 

Qy = Qy' = y = . 1- . ift. 2)enn fi^nren 




v^n-" 



2 



wir bie 2;etraeber in il)rer ?lneinanberlagerung , fo 

gelten 

rf =y : C : oob , y =x : b' : C , /? =x : b : C 

J' = y : C : oob , y' = x : b' : C , ß' = x : b : C' 
= y' : C : oob , =x' : b : C , =x' : V : C. 
3d& fomme ju biefer gignr, wenn id^ bag eine letraeber um bie Swil== 
linggaje C auf ber gemeinfamen glädEjc a um 180® breite. S§ wirb 
baburd^ eine jweigtiebrige Drbnung l^ingeftellt , nid^t nur bei bem üier^ 
gliebrigen, fonbern aud^ bei bem 3gt., 2gl. unb 2+ igliebrigen. Se^tereS 
ba§ 3tteitttttietttDUt)iYtfte ©tjftem fd^eint auf ben erften Slnblidf 
wefenttid^ abjuweidjen, ba fowol^I ba§ ©arlsbaber alg baS SSaüenoer 
®efefe gewö^nlid^ feine f^mmetrifd^e gläd^e öu§ ber SJerticaljone gemein 
^aben. äUein ba§ berul^t nur auf bem juföQigen ©intreten in bieSr^^ 
fd^einung, ober wenn man wiU auf SSerfc^iebungen. S3eim 

^urlSbalKY ®ejt^ legen fid^ bie Snbiüibuen mit bem ^weiten 
Slätterbruc^ M=b : ooc: c»a (3Kebianebene) aneinanber, unb liegen um* 
gefe^rt, b. 4 ^^^ «i^^ Snbiöibuum feiert fein P nac^ hinten, ba§ anberc 

nad^ t)Orn. 3la^ 5Waumann (Sel^rbuc^ ber 3)^inerarogie 1828 pag. 398) „Qiu 
„fammenfefeung^Päd^e ^jaraHel bem ftinobiagonalen ^auptfd^nitte, Um«' 
;,bre]^ungSase parallel ber ^auptofe;'' wä^renb eg bafelbft beim Slugit 
pag. 465 ^eißt: „ß^f^^^ienfe^ung^fläd^e parallel, UmbreJ^unggafe 
„normal einer gläd^e ooPoo." 3Kau meint bei fold^er S)arftetlung e^ 
mit einem ganj anbern ©efe^e ju t^un ju ^aben, benn ba§ eine 9Kal 
taujt ber g^ißi^ig^bruber um biefe, bag anbere SKat um jene Sinie, 
wä^renb fr^ftaßonomifd^ erfaßt beibe @efe|e genau jufammenfaüen, 
b. \). baffelbe bebeuten: bie 3^iß^"9^^^'5ft^O^ ^^^^" ^^"^ Oucrebene 
k = a : c»b : ooc gemein, unb liegen umgefel)rt, woburc^ bie gwei«: 
gliebrige Drbnung ^ingeftellt ift. ?tugit, ^ornblenbe, ®^pg, SSoraj :c., 
öerfd^ieben fid^ gewö^nlid^ nid^t feitlid), fonbern bie 3Rebianebene fiatbirt 
beibe Snbiöibuen glei^mäßig. Seim gelbfpat^ fommen bagegen gäUe 

Ouenftebt, Ät\jftatto9rtt|)l^ie. 27 
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öor, tüo. linU ber SRebianebenc haS eine, reel^tö ba§ cutbere liegt, ob- 
tüo^I aud^ l^ier entfernt nid^t an mat^ematifc^e Schärfe gebadet tüerben 
barf. Die 3tt>iHin9öinbit)ibnen l^aben eben bie ©ante gemein, t)er= 
fd^ieben unb bnrd^bringen fidEi barin, tt)ie fie nur mögen, ol^ne bafe ba= 
burtfj ba§ ®efe^, ©emeinjamfeit ber S^mmetrieebene, geftört ttjirb. 

e§ ift nun I)ö^ft intereffant, ju fe^en, tme bei ben jtüeiunbein* 
gliebrigen ÄrViftaHen notfj anbere S^mmetrieebenen ber SSerticalgone jur 
3tt)i(Iing§ebene tüerben fönnen. .S3eim ®t)p§ finb ätt)ei befannt; beim 
(Spibot ift e§ nidjt k, fonberu ber jttjeite Slätterbrud^ T = |a : c : oob. 
Um biefeS ®efe^ mit bem gettjö^ntid^en in Uebereinftimmung ju bringen, 
t)at man baljer aud^ bie T aU Duerfläd^e a : oob : ooc genommen, 
aillein bamit ift nid)t§ getüonnen, ba ja audj beim ®pf)en unb gelb^ 
fpatl^ oftmals bie ©tjmmetrieebene P = a : c : oob ben umgefe^rt fie* 
genben 3^itling§inbiöibuen gemein ift. 3)a nun jebeS ft)mmetrifd)e 
Setraeber be§ jtüeiunbeingtiebrigen S^ftemS at§ aus einem augitartigen 
^aar unb jtoei beliebigen Sinjelftöd^en ber ^erticatjone befte^enb ge- 
bad)t toerben fann, fo ift bamit ein njefentlidjer @d)ritt jur Slllgemein^ 
{)eit beS 3^ißtngSgefe^eS pag. 117 getrau. 9iur baS 

^atieitoer @tfc^, mornad^ bie gtoitlingSinbimbnen eine gtöd^e 
n = a : c : 4b gemein ^aben, fann auf ben erften Slnblidf unter biefen 
@efid^tSpnn!t nid|t gebradjt toerben. Slber ttjenn man bebeuft, ba§ ben 
^tüiüingen nod^ Ijöufig ©puren üon Drillingen unb SSierlingen an* 
t|ängen, fo fönnte man baS SSaöenoer ®efefe aU eine ^Jolge beS 3^^- 
lingeS nac^ P anfe^en. ©d^on $r. Dr. Älein (Ueber 3i»iaingSberbmbungen 
unb SBctgerrungen 1869 pag. 43) fe^te ba^ genügeub auSeinauber. ©eit nun 
§r. ^rof. 85Ium bie P-gtoiltinge im öermitterten $ßorpl^^r twn 3Kane=^ 
bad^ am il^üringer SBalbe (^. Sai^rb. minexai 1863. S43) unb $r. Dr. Sollen 
im 5ßorp^t|r beS SRaubfd^IöBd^enS bei SBein{)eim an ber SBergftrafee o^nc 
aÜe n)eitern Slnl^änge aufgefunbeit l^atten, unb namentlid) feit ,bur^ §rn. 
3)e§ ®f oijeaujr (Ann. Chim. Phys. 1868 4 ser. XIII) auf optifdjem SaSege 
beiDiefen tourbe, bag ia^, ttJaS man biSl^er beim Äreujftein als ^^^öi^S 
anfa^, ein üoHftänbiger SSierling analog bem gelbfpat^ fei, bürfen toir 
fold^e ©rfdjeinungen mit genügenben ©rünben als Äreujungen öon P- 
3toittingen anfel)en. Dann tüürbe ber Saüenoer ^^JiHing, umgefel^vt 
üon ber SBeig'fd^en Slnfid^t, nur eine golge beS attgcmeineru ©efe^eS 
fein. Durd) SReffung lägt fidi bei ber 9tot|^eit ber Är^ftatte bie ©ad^e 
faum beftimmt nad^weifen, jnmal ba n bie red^twinflic^e Äante ^toifd^en 
ben 931ätterbrüdjen P/M faft gerabe abftumpft. Dennod^ toor ^r. \?om 
SRat^ (^oggcnb. -tonal. 1868 95b. 135 pag. 476) fo gtüdüd), an eutem ^eru- 
anif^en ©anibinjtüifling mit aller ©id^er^eit baS Sinfpiegeln beiber M 
na^ttjeifen ju fönnen. Später fanb ©cacd^i C^^ogg. %nn. 1869 SBb. 138 
pag. 539) einen mer!tt)ürbigen ©anibinfttiftaQ „auS jlpei Drillingen nad^ 
„bem Saöenoer ®efe|e gebilbet, tt)el(|e tüieberum fo mit einanber 
„ätt)iHtngSt)ertoacl|fen finb , baj3 bie P-glä^en .ber mittlem Subiuibuen 
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„(II unb 2) parallel finb, biefen atfo bic 3wintiig§* 
„ebene entfpric^t." 3)ie SKeffutig Qdb bälget jtDt* 
fd^cn P3/PI unb Pl/PITI 179M', tt)orau§ ftatt 
ber fteraben Slbftumpfung ber Äante P/M burd^ n 
bie SBinfel n/P= 135® 14' 30" unb n/M= 134® 
45' 30" folgen ttMirben. (£8 fönnten bann aud^ M/P 
auf ben gegenübcrliegenben Seiten nid^t etnfpiegeln, 
fonbern fie mügten einen auöfprtngenben SBinfel 
öou 179® 30' 30" mad^en. SBürben bie einfpringeuDen SBinfel öon 
179® 1' nid^t fein, fo müßten bie x tjon 1 unb III unb I unb 3 ein^^ 
fpicgcin, toir Ratten einen SBierling, fo aber Iä§t fid^ bie ©ad^e nur 
'hvixäf fed^§ öertüad^fene 3nbiöibuen erflären. Uncrtt)artet genug fanb 
$r. t)om 9iatl^ (^ogg. sinn. SBb. 138 pag. 539) unter ben im Äupferofen 
ju ©angerl^aufen entftanbenen Keinen Äaltfetbfpätften Ädjt- 
UiiRr, bie auc^ auf biefe SBcife i^xe (SrHärnng finben 
fönnten, bann müßten auf aüen t)ier ©eiten einfpringenbe 
äSinlel t)on P/P üorl^anben fein. @§ toären alfo in 
SSa^rl^eit S^tlinge, bie fofort in !SteTltii||t übergel^en 
müßten, fobalb bie einfpringenben SBinfet gtoifd^en ben 
P-gläd^en wegfielen, b. ^. fobalb n bic Äante P/M ge* 
1p rabe abftumpfte. Sieuerlid^ finb fold^ fd^einbare ?ld^ttinge 

= in ©d^lefien (Dr. Becker, Mineral vorkommen im Granit von 

p Striegau 1868. Inaugur.-Diss. pag. 19) in außerorbeuttid^er 
^rad^t öorgef ommen , unb öon ben ^erren Dr. §effen^ 
berg nni ^rof. ö. SRatl^ befprod^cn »orben. SBenn tt)ir 
bennod^ öfter üon einer gemeinfamen gläd^e n fpred^en, fo gefd^iel^t ta^ 
nid^t aug „Srrtl^um" , fonbern mä) altl^ergebrac^ter ©etool^ntieit , ba 
eine SBinfelbifferenj t)on fed^§ ÜKinuten nod^ man^e SBebenfen juläßt, 
alte Slnfc^auungen aufjngeben. 9lur bag ©ngliebrige ©Aftern ift aller 
©^mmetrie baar, man mad^ fid^ ba^er bie 

@itt{)He)irt||Ctt 3^t([ttt{)e bei ben geiHfiiftt^ctt am beften mit bem 
SJierjonenförper PMTl pag. 48 flar. Sege ic^ benjelben mit ber SWe* 
bianebene M = b : ooa : ooc auf ben ©pieget , fo gibt Still unb 
S^ienenitlti {ipccvrlog gegenüber) ben gmilling (8llbitjtt)iOittg). ®^ 
tt)irb baburd^ ber Unterfdjieb jttjifd^en linfö unb red^tS auSgeglid^en, 
unb auf P entfielet ein an^^ ober einfpringenber SBintel. 3)er Salifelb* 
fpat^ fann auf biefe SSeife leinen ä^^ö^^^Ö geben, toeit bafetbft ein 
Unterfd^ieb jtoifd^en linfö unb red^ts nid^t ftgttfinbet. SBotil aber be* 
fommen tt)ir beim Äalifelbfpatl^ einen 3toilIing, tt)enn tpir k=a : (X)b: c»c 
auf ben ©piegel legen, weil baburd^ ber Unterfd^ieb jtoijd^en ^inten 
-unb aSorn auSgeglii^en toirb. S)urd^ ben 3^ißin9 tt)irb bie Sllbitfäute 
rl)ombifd^, k l&at alfo ttJte beim Salifelbfpat^ feine beftimmte Sage, e§ 
ftumpft eben bie 3ttJitting§=©äulenfante gerabe ab. Scge id^ bieje auf 
ben ©piegeJ, fo gibt SJilb mit ©piegelbilb ben Sterling (Sltbitöierling). 
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Scirn SlbitjtüiHing fpicgelt M ein, unb Slfe c nebft Älinobiagonale a 
bleiben paxaUel S)arau3 gelit fofort 

ber ^ertfHttjWtQtttA l^erDor, toenn mx P einfpicgeln unb bie Ätino* 
biogonaten parallel fein laffen. ©d^ieben mv in biefcr Sage bie QtoiU 
Itng^inbiüibuen über cinanber, fo bag P ouf P' liegt, unb bie Älino* 
biagonalen jufammcnfallen , fo fommt nid^t auf P, fonbern auf M ber 
auS> ober einfpringenbe aSinfel. Segen tpir in biefer Stellung eines 
ber P auf ben ©piegel, fo gibt Silb mit ©piegelbilb ben ^eridititiitY' 
Hüft, toeld^er jum S3at)enocrgefe| l^inüberfä^rt. 

yiai) biefer Slrt ber Slnf^uung finb bie 2l(bit== unb ?ßerifIinjtoi{* 
linge beut eingliebrigen ©^fteme eigentfiümlid^ , bie Vierlinge bagegen 
ben 3^iQi"9^tt ^^^ Drt^oflafeS analog. 3)er ftrengc 93en)ei^ fann frci== 
i\6) nur burd^ bie genaueften äReffungen gefül^rt loerben, tooju ein 
:pafjenbeS SRaterial nid^t leidet gefunben tt)irb. 93eget)t man bei ber 
SRol^llcit be§ SRaterialS in ber 2)eufung wirlHd^ einen 3rrt^um, fo barf 
man ftd& jur Qtit nod^ biefen »error insensibilis« gefallen laffen. 

3ur S)emonftration mad^e id^ am SSierjonenförper PMTl ben 
©äulenbru^ T fd^toarj , unb bie f d^arfe fiante P/M rot^. ÜDie ©d^iefe 
ber SBinfel übertreibt man, bamit bie Ungleic^l^eit um fo beffer in bie 
Singen fällt. 

1. 9(Ilitt)toitailt(| : 2)ie SRebianfläd^e M = b : ooa : (X)c bilbet ein 
SR^omboib mit fc^iefen SBinfeln unb un^ 
gleid^en Seiten. 3)er einen ^araHelfeite 
liegt ber ftumpfe, ber anbern Uer fd^arfe 
-B SSSinfel P/M an. 3)iefe SRl^omboibe beden 
fic^ in jtoeierlei SBeife: entweber fällt ^a^ 
raßelfeite mit ftumpfem SBinfel auf ißa^ 
raüelfeite mit fdjarfem SBinfel P/M, ober 
^araHelfeite mit ftumpfem SBinfel auf 
^ßaraHelfeite mit ftumpfem SBinfel. 3n jenem gaUe [teilen beibe Sn- 
biüibuen parallel, in biefem merben fie 3tt)illinge. Sllfo and^ l^ier ift 
bie SBeiB'fd^e ©prad^e trcffenb unb unsmeibeutig. 9tanmmn (Se^rbu(^ 
mmvai 1828 pag. 395) fpra^ : ^^^ufammenfe^uugSfläd^e parallel , Um* 
bre|unggaje normal bem brad^t)biagonalen §auptfd^nitt." S)er ÄHtt 
be§ ©(|mirner 2:^ale§ in 2;t)rol liefert üortrefftic^e Seifpiele. *2)a fie 
bie gleite M nac^ beiben Äantenri^tungen M/T unb M/P gemein l^aben, 
fo fallen beibe Snbimbuen in bie gleicf)en ßonen, tt)ie M, b. 1^. bie 
©äuleuäone unb bie 3)iagonaljone finb i^nen gemein. UebrigenS foQen 
nac^ $r. SDe§ ©loijeauE aud^ f|äufig Unregelmägigfeiten ö.orfommen, 
inbeni bie ©umme ber .^toillingSfäule nic^t immer genau 720^ gäbe, 
fonbern big auf 1® 40' abweiche. §r. üom 3tat^ ($000. 2inn. 147 pag. 38) 
fanb bagegen beim ajefut)fd^en Knottl^tt bie Einlagerung an M üoll* 
fommen. 

©emöfinlid^ finb bie Snbiüibuen an einiinlief getoäd^fen, boc^ gc* 
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toa\)xt man on bcr ätt'itting^rettjc nid^t jeltcn ouc^ beim Sftbit mehrere 
Streifen, bic quf SBicbcr^ofung ber Snbiöibuen l^inbeuten. Seim Dli^ 
goIlQg unb Sabrabor öerme^ren ftc§ bie ©treifen bergeftalt, baß man 
bte 3nbtt)ibuen nid^t me^v jätjten lann. '^an f)at baiS )i0l^ft|ttt|ttt|d|e 
3tt)iainge, aud^ tool^I SStefftttftt genannt. 6^ fommen fotd^e SBieber* 
^ofungen aud^ beim S)reig(iebrigen (Äalffpattj) unb ^ttjeigliebrigen (Ära* 
gonit) öor, unb in aßen fotd^en gäflen fte^en immer bie geraben unb 
ungeraben ©tüdte unter einanber parallel. SBenn fic^ babei bie äugern 
©tüdfe gegen bie innern öergröfeern, fo fann man leid&t öerfül^rt werben, 
bie ©jemplare für etnfad^ ju galten, »ie wir eg beim i^Iänbifc^en 
SJoppelfpat^ fo häufig finben, tnaS §r. $ßrof. ö. SReufc^ fogar fünftlid^ 
burd^ 5DrudE barftcHte (Ttonat^hexi^^t »erl. 9l!ab. SGÖiff. 1867 pag. 223). S5eim 
/r-.,—^ Sllbit unb Slnortl^it tritt bie @ac^e meift fo in bie Sr«» 
/ \AA f^^^^^"9' ^^B ^^^ Snbiöibuum fid^ nad^ ber äJiebianebene 






M gefpalten i)ai unb feine gteii^toertliigen ©eiten nad& 
außen feiert. 2)ann muß auf itn blättrigen Srüc^en P 
einerfeitg ein einfpringenber SBinfel P/P', anbererfeitS ein 
(K./^'^iJj^ auSfpringenber entftel^en. 3)enfen wir in ber öortjer»* 
^""Zs::^^^^ gel^enben gigur gwifd^en ben Snbiüibuen 1 unb 2 bie 
innern Hälften weg, fo öerfd^winben öorn bie blättrigen ©äulenbrüd^e 
T, unb bie unblättrigen l bilben bie neue ©äule; leinten bagegen öer*» 
fc^winben umge!et)rt bie l unb bie blättrigen T machen fi(| geltenb. 
®araug folgt, baß wenn ber einfpringenbe SBinfel auf bem blättrigen 
P fid^tbar wirb, barunter in ber ©äule bie gläd^en IV ftel^en, wie 
Figura jeigt. 9Son ber pti^fifalifd^en SSerfd^iebenl^eit öon T unb l fann 
man fid^ im ©d^mirner 2;t|ale nur fd^wer überjeugen. dagegen wirb 
bie ©acfie bei SSaüeno unb im §irfc^berger S^ale beg 9liefengebirge§ 
Ilar: bort fd^wifeten au§ ben ©äulen beg 2 + igliebrigen Äalifelbfpatl^eg 

Meine Sllbite l^eröor, bie feft auf ben ©äulen 
T/T fi^en, fogar wie ©d^maro^er fic^ in ben 
Salifelbfpatl^ einnagten. Sluf ben anbern 
gtä^en gewal^rt man baüon nid^t eine ©pur. 
SlUe biefe unjä^lbaren SirtiftaUe lehren an 
unferm ©tüdfe i^re blättrigen ©äulenbrüd^e 
.. . . T nac^ innen, i|re unblättrigen geftreiften l 
i' ^Mi^^l "^^ owß^tt, fie befinben fid^ alfo wie bie 3n^ 
ä:^isHä! biöibuen 1 unb 2 in gwillinggflellu^ng. ®a 





ber Äalifelbfpatl^ un§ bie ^interfeite jeigt, fo 

finb bie blättrigen P audj wie an il^m nad^ 

unten gelehrt. SBir l^aben babei 

Urtifö^tS JU bemerfen: 1) bie gefe^mäßige SSerwac^fung ungleid^== 

wert^iger Sr^ftaHe, wag un§ an ^ert^it, überhaupt an bie ^^potliefe 

t)on ^erwad^fung t)on ^aiU mit Slatronfelbfpatl^en erinnert; 2) bie 

eingliebrigen ©tüdfe fd^wifeen in einer gegenfeitigen ©teHung au§, bie 
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mit bcm Sltbitjtüining öoUftönbig übereinguftimmcn fd^eint; 3) Sllbit 
unb gelbfpot^ l^aben mal^rfclieinlic^ bie SKebianebene M unb barin bie 
aufredete Sljc c, tüeld^e ber ©äulcnfante entfprid^t, mit cinanber gemein. 
Se^tere Scftimmung i[t noc^ gtüeibcutig, fie lä|t eine ^araHelftellung 
ober einen 3^^ßi"Ö 3"- Oetoöfinlicl^ ift bie ^arattelftellnng mit bcm 
Qfö Unterlage bienenben gelbfpatl^e. Sie 8(jen unb gläd^en be^ ^alu 
felbfpat^eg l^aben bal^er o^ne ß^^^f^t ^^^^^ ©influg auf bie ©teßung 
ber SlIbitfr^ftaQe auggeübt, e§ ging bag aber nid^t anberg, aU ba§ bie 
eingliebrigen Sllbite ebenfalls in eine 2 + Igliebrige Drbnung traten. 
@g fönnte bie grage entftel^en, ob eg (Srfunbe gibt, woran ber Älbitjwi^ 
ling mit jeiner Unterlage', bem Äalifelbfpatl^ , in ^tt^itti^a^P^ßiittfl «^^ 
bem Äarföbaber ®efe^ öorfommt? 

3)urd^ ben ÄlbitjmiHing , fei e§ mit ober ol^ne Sieberl^otung , ift 
bie Slje B pag. 420, meldte red&ttt)intlid^ auf a ftje^t, unb bamit bie 
5ßarallele k = a : (X)B : ooc gett)onnen , ja gleid^fam bebucirt. 3Jiit 
biefer k fönnen mx uug bie 2)ut(l^toiil(i^{ttttA Har mad^en, »eld^e fo aug== 
gejei^net im SaKftein bc§ Col de Bonhomme am 2Rt. Slane ftedEt, 
unb öon §rn. §effenberg (SIB^. ©enrfena. ^at ©efeUfc^aft 1858 n pag. 10) 
fc^on rid^tig bargefteHt tourbe. Später l^at ®. 9lofe (^ogg. 2inn. 93b. 125 
pag. 457) bie Keinen Är^ftaHe au^fü^rlid^er befi^rieben. ÜKan !ann fid^ 
bag @efe§ biefer complicirten fit^ftalle mit Seid^tigfeit an unferm obigen 
Duerfd^nitte ber öier ©äulen Har mad^en. 2)afelbft gel^t 1 ber 3 unb 
2 ber 4 paraßel. ÜDre^n tt)ir jefet ben 3^iß*^9 l • 2 in feine Sage 
jurüdE, fo fommt ber au^fpringenbe Sffiinfel 1/2 oben l^in, unb c§ ge^t 
nun 2 ber 3 unb l ber 4 parallel. 3d^ barf in biefer Stellung ben 
au^fpringenben Sffiinfel nur hinten ^infc^ieben. Sei allen biefen Ttanu 
putationen bleibt ben üier Snbioibuen bie äRebianflä^ie M gemein, unb 
bie 3)re^ung geljt um bie Sinie BB, tt)el(^e fenfred^t auf M ber foge^ 
nannten ß^^ißi^^Ö^OEe entfprid^t. S)er B^itting tt)irb 
nun in nid^tö üeränbert, wenn tnir bie beiben 3;i^etle 
1.2 unb 3 . 4 gegenfeitig parallel unter fid^ öerriicfen, 
fie fönnen bann unter anbern an6} il^re ©reuje in B 
^aben, unb ba§ ift il^re gewö^nlid^e ®rfd^cinung§toeife. 
©enfen wir ung nun ben einfpringenben SBinfel öon 
T weg, unb laffen l fid^ au^be^nen, fo entfte^t eine 
üollftänbige jweiunbeingliebrige Drbnung, öorn anberg 
afö hinten, aber linte wie rec^tg. 
SBollte man e^ al§ befonbereg ®eje^ auffaffen, fo würbe bie Um==' 
breJ^ungSaje, wie öorl^in, normal auf bem brad^tjbiagonalen ^auptfc^nitt 
bleiben, nur bie ^ufammenfefenng^fläd^e i^re Sage änbern, unb mit 
a : ooB : ooc jufammenfaUen , worauf immer wieber bie Parallelität 
ber jwei ©ruppen bewiefen ift. ®er 

2. %IbitUietHnghtüpftanbieDuerfläc^ek=a:c»B:ooc an, benn 
legten wir ben 3tt>illing mit biefer giäc^e auf ben Spiegel, fo fam oben 
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ber gcfüd^xe Sterling. SBie beim erfteu ®efc| fpicgelt anä) l^ier M noä) 
ein, tüäl^'enb aber bort c unb bie Älinobiagonalen gu|ammenfielen, föttt 
jefet nur nod| bie aufrechte Slje c jufommen, unb iie Älinobiagonalen 
freujen \i6), Man fagt ba^er, einer ber beiben ßtoittinge breite fid^ 
180® um c, unbM {ei bie SSertoac^funggffäc^e (SSerbinbung§ebene), tt)a§ 
frcifid^ nur gufäHige grfc^einnng^meife i[t. SerbinbungSfläc^e fönnte 
ebenfo. gut jebe l)omoIoge glädie ber ©äule, fogar bie ®erabenbf(äcl^e 
jein. WHan fann fid^ baS aüe^ tüieber an bemjelben 8ättlenqttetii|mtte 

Mar machen, benn t)on ber ©äulenfläd^en* 
läge l^ängt im mefentlic^en ba^ SSerftänbni^ 
ab, ba bie Snben il^r folgen muffen. 
SBiU man bie ©ad^e nod^ öerftänblid^er 
ma^en, fo füge man bie beiben ^oljätt)it«= 
linge 1.2 unb 3 . 4 fo ob, ha^ fie fen^ 
red^t auf bem 3;ifd^e ftel)en, bann tt)irb 
aßeg burd^ ^arallelbetoegung Kar. 2)iefe 
Duerfd^nitte ftellen tt)ir bar, fie ftel^en fen!* 
red^t gegen bie S^Jittinggebene, aber etwag f(J)ief gegen bie ©äulenfläd^en 
TL SlBein auf bie ©röße beg SBintefö fonimt e§ bei bem «erftänbnife 
nid)t an, fonbern lebiglid^ auf i^re ©leic^fieit unb Ungleid^^eit. SBie 
bei ben ßwittingen, fo fielet auc^ je^t noc^ BB rec^ttoinRid^ gegen fämmt- 
lid^ M, verlängern toir T1T2, Ts T*, li I2, hU ju ©äulen, fo 
muffen biefe r^ombifd^ fein, unb burd^ k = a : ooB : 00c ttJie bei ben 
ättjiUingen gerabe abgeftumljft toerben. Samit ift un^ ber ©^lüffel 
für aHe ^araüetbetoegungen gegeben, ©g gelten je^t Ti mit T4 unb 
T2 mit Ts, unb eben fo h mit k unb I2 mit Is paraßel, toät)renb 
k = a : <x)B : 00c bie r^ombifd^en ©äuten gerabe abftumpft. S)ie 3n* 
biöibuen ^aben alfo in SBirMid^feit uud^ bie ©äule gemein unb menben 
il^re ©nbfläc^en nur entgegengefe^t. SRüdfen toir je^t ben linfen 3^itti«9 
1 . 2 parallel mit fiel) felbft bergeftalt gegen ben redeten 
3.4, ia^ itire ©äuleutanten T1/T2 unb Ts/Td fi(^ 
berül^ren, fo tjaben mir ©ilb unb ©<)iegelbifb , bie 
eigentlictie 5Wormallage, unb brüden mx fie in biefex 
Sage gegen einanber, fo fann man ben üorbern auf 
ber §interfeite, unb ben t)intern auf ber SSorberfeitc 
immer me^r öerlürjen, big fie mit il^ren $älften, mie 
Figura jeigt, in§ ÖJleic^gemid^t gelangen. 2)enft man 
fi^ bann bie Snbfläd^en baju, fo fommen toir ju 
formen, bie ben ©d^malbeufd^manj^^toittingen beS ©^pfeö analog finb : 
mir ^aben bamit ba§ ©efefe, a3ilb unb ©piegelbilb. 

2)ie ($tfi|einung ift freilief) fetir Joerfd^ieben, unb bürfte t)on mand^n 
äufäUigfeiten abtjängen. ©emö^nlid^ finb e§ beim Älbit nidft öier öoH- 
ftä'nbige Snbiüibuen, fonbern jmei ^albirte. 2)enft man fi^ an jebem 
3toining bie innern Hälften ber ^^iHing^inbibibuen nad^ ber Sfti^tung 
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B üerifirjt ober goiij tocg , fo toirb ber SBicrIitig bc* 
bcutcnb öcrfd^mälcrt. SRan fann baju aber att(| bic 
öoQe 5^9^^ bcnufecn, inbem man burd^ ^ßunltirung 
ber Säulen baffelbe ober breitere Silb erl^ält. äRan 
ntufe ftd^ bann bloS bte ^Ijen a »egbenfen. 3m 
S^mirnet %%^t lommen biefe ^älften öfter ganj 
öorjüglid^ öor. SBie beim Salifelbfpatl^, fo fann man 
fid^ aud^ l^ier aug fold^ l^albirten jtoei 3nbit)ibuen 
jtoei ä^iöi^O^ l^inftetten, inbem vs\(iXi bie §älfte 1 an 
bie ^ölfte 4 rüdrt, nnb bie ^älfte 2 mit il^rer langen 
©eite an bie lange Seite ber ^älfte 3 legt. SBir l^aben 
bann tote beim Drtl^oflag einen 3^iQ*^9f ^^^ K^^f^ 
(1.4), nnb einen anbern, ber red^tg (2 . 3) feinen 
S3Iätterbrud^ P geigt. S)iefe 3tt)iQinge finb natürlich 
gönjlic^ anberS ate jene erften, benn je^t ift oorn 
gleid^ leinten aber linfö oon red^ts oerfd^ieben. ^r. 

OOm SRat^ (^o^s. SCnual. 1872 «b. 147 pag. 55 fig. 20) 

bilbet fie ganj oortrepc^ am SSefuo'fd^en Slnort^it 
^, 5Da ber Sfnortl^it pag. 48 ju benjenigen geljört, weld^e i^ren 
©äulenblätterbrud^ T jenfeits ber ftumpfen Äante ^aben, fo muft man 
bei ber SSergleic^ung mit Sllbit biefeö Unterfc^iebeS gebfilirenbe SRed^nung 
tragen. Segen toir jttjei ^rtiftaHe mit M an einanber, unb breiten ben 
einen 180^ nm c, fo ift bie Stellung matt)ematifd^ feft, beulen toir uit§ 
bann an jebem nad^ au§en ein 3ttjiÜing«ftücf angehängt, fo ift ber 
SSierling, oon bem xq\x ausgingen, »ieber ba. a3ei unferm ©d^mirner 
Är^ftatt liegt ber einfpringenbe SBinfel P/P mit ber Säule l\l tinfg unb 
ber einfpringenbe x/x über ben blättrigen Srüc^en T/T re^tg. @g ift 
nun leidet einjufefien, baß ein red^ter !ommen muß, fobalb toir. mit ben 
beiben- Spillingen PP unb xx toei^fcln. dagegen finben fid^ nun gäße, 
tt)o fämmtUd^e Slätterbrüd^e T ber Säule oorn liegen, e^ bilbet bann 
P/P oben einen auSfpringenben, unb x/x einen einfprin«^ 
genben SBinfel. %\t% l^erauggubringen , bürfen toir nur 
StoiQing 1.2 mit T/T nac^ oorn jur ^anb nehmen, 
unb ben jtt)eiten 3.4 in ber gletd^eu Stellung um 
k=a : ooB : ooc 180® breiten, b. 1^. umgefel^rt legen unb 
bann an M l^inanfd^ieben. 2)ag ©egenftüdf mit allen l 
oorn befommen mir, wenn mir 1.2 mit l\l nad^ oorn jur 
^anb nel^men, unb ben jtoeiten 3.4 gegen k umgefel^rt legen, 
bann fpringt oben x/x au^ unb P/P ein. Sd^reiten toir nun jur 
%XiX^>m^\XiXi^, toic fie nad^ @. SRofe (^oßg. sinn, 
125 tab. 4 fig. 3) an beu SSierlingen be§ Col de Bon- 
homme fo auggejeid^net oorfommt, fo l^aben mir an \itxi 
Säulenquerfd^nitt , leinten ober oorn, bie parallele giTrt^ 
fcfeung Ireujmeig anjufe^en, mir fönnen bann, mie 'm 
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ncbcnftcl^cnbem fJaHc boru unb leinten mit 1 enbißcn, fo ttjetbcn bie 
Bonhommer gcjeid&net. SBir l^aben ba bo^ gortoad^fen an bcr ©eite 
öon TT ongebrad^t. jJBfirbcn toir ci^ an 11 anbringen, fo blieben bic 
TT alg ©äulcnfläcl^en. SBir fönnten aud^ bcn einen 3n)iaing mit TT 
ben anbern mit 11 enbigen laffen, erfd^einung^toeifcn, bie atte unmittelbar 
auiS bcm @efe^ flicken. 3)en 

3. ^mfitiijtiiilKtitii mad^en mx un^ am beften am Ouerfd^nitt ber 

beiben ^auptblätterbrüd^e P/M Kar. 
©ntgegen bem SllbitjnjiQing fpiegelt 
je|t P ein, unb bie an^^ unb ein* 
fpringenben SBinfel erfd^einen auf 
bem geftreiften M, ujo man fie leidster 
fibetfiel^t, afe auf bem perlmuttcrglänjenben P: Qn^ammtn^ei^nnQ^^ 
fläd^e bie Safiö P, ^^illittfl^^E^ ^^^ ^^ ^^^ 93afiS lie* 
genbc Stormale ber Srad^^biagonale P/M. .golge batjon 
ttjfirbc fein, ba| bie burd^ bie SBinfelbilbung M/M' entftel^enben (Streifen 
ber Srad^^biagonale P/M ^jaraHel gelten, toie eg aud^ getoöl^nlid^ tro^ 
bcr ungünftigen ©treifung ben Slnfc^ein l^at. Sluf ber ©äule ragen 
bogegiin bic eiugefc^obenen 3^itti^9^ftüdEe über, toerben feilförmig unb 
unfi^er. Sllbit^ unb ^ßeritlinjwitling l^abcn eine getöiffe innere SSer=^ 
»anbtfd^aft: benn löfet man ben SllbititoiUing in bie mittlere gigur fo 
auScinanber faöen, bag ftatt M nun P, mit P2 fpiegelt, unb fd^iebt in 
biefer Sage ba^ @tüd 1 über ©türf 2 , fo lommt ber 5ßeriftinätt)iIIing ; 
unb lägt man umgefe^rt bie ^^JeriKinftüdEe auf M, unb M« faQen, unb 
über einanber fd^ieben, fo fommt ber Sllbitjtoilling. S)a§ eine 3Kal 
fi^eint alfo M, ba§ anbere Wtal P bie größere Slnjie^ung^fraft ausgeübt 
ju J^aben, ol^ne bag babei bie ©tüdEe auS ber Slje a l^erauSrüdEten. 9Son 
üorn gcfe^en liegt ber einfpringenbe SBinfel über T, unb eS gibt linfe 
unb redete, je nac^bem id^ ba§ obere ober untere 3ni^i^ii>itiiwi breite. 

SBie beim 8ltbit ber Sflbitjmitling, fo übernjiegt beim 5ßeriflin ber 
§ßeriflinjn)illing bei njcitcm. ^n ben Sllpen öerrät^ fid^ faft jeber 
Ärtiftatt namentlid^ auf ber ©äule burdE) eingellemmte 
Äeile, bie ftetS einen anbern ©lanj ^aben, aU bie burd^- 
brod^ene gläd^e, tt)eif nemlicJ) T mit ^erlmutterglanj 
unb innern garbenfleden auggcäeic^net blättrig ift, toä^:= 
renb ba§ gcftreifte 1 nid^tS t)on S3lättrig!eit t3errät^. SBir 
bürfen ung nur bie ©äulenfläd^en Tl unb T'l' auf ben 
Ouerfd^nitt eintragen, fo muffen bie gleid^toert^igen gläd^en 
ge!reujt liegen, benn lägen fie nid^t gelreujt, fo giengen beibe Subiöi^ 
buen t)arallel unb njören feine S^^Qi^Ö^- SIber aiiger P gel^t feine ber 
gläc^en MTl be§ SSierjonenförperS ber anbern parallel, toenn fie ba^er 
bei Sffiieber^^olung ber 3nbit)ibuen erfd^einen, fo treten fie auf TT'll' 
feilförmig unb mit überragenben Sinien l^eröor, blo§ auf M unb M' 
neigen fid^ bie Sinien immer jur entfcfiiebenen 5ßaratleUtät , toenn biefe 
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oud^ oft burd^ ©trcifunfl unb ß^fömmetitoacfifunggftoclöc gcftört toirb. 
SBenn bogegcn bie gläc^c k — a : oob : ooc beobad^tet würbe, fo fönntc 
fte nid^t einfpiegeln. 

Seim ^ttott^ü fpicgelt aber k üoUftänbig ein, toie ha^ crft neuere 

M) $r. ÖOm SRatl^ (^ogg. 2(nn. 1872 
33b. 147 pag. 40 tab. 2 fig. 10) ttax bt^ 

tt)iefen l^at. 3m großen bteibt jtoar 
biefetbe Sage, b. 1^. bie 3^iQi^9^^ 
©tüdfe l^aben P gemein, unb finb 
öon ber Säule l^er gefeiten 2+U 
gliebrig georbnet, aber bie 3^*Qi^9^l 
age fte^t nic^t mel^r normal auf M, 
fonbern bie einfpiegelnben k unb k' 
gelten je^t ber äßacrobiagonale b 
parallel, ©ine ^olge baöon ift, ba§ 
äße 3tt)iainggfanten beg SSierjonenförperg fic§ Ireujen, bod^ toirb bie 
Sreujung t^eitoeis fo gering, ba^ fie bei rollen Är^ftaQen leidet \>tx^ 
fannt tt)irb. ffis bebarf fotglid^ nur ber geringften S)rc§ung auf P, um 
au^ ber normalen Sage auf a in bie fd^iefe ber Slge b ju gelangen. 
Sei biefer 3ttiei)ieutii|leit ^at ba^er §r. ©darauf (©i^ung^bcr. SBien. sifab. 
3Äati^. 61. 1869 »b. 60. 1 pag. 1006) gemeint, ba§ aud& am ^eriflinjtoiQingc 
nid^t bie 9?ormaIe B fonbern bie SKacrbbiagonale b einfpiete. 2)er 

OliBDlIaä, ber feinen @äulenblätterbrtt(| T an ben Sllbitjtoiaingen 
unterhalb ber einfpringenben SBinfel öon P/P' ^at, alfo bem Slnort^it 
analog ift, fott nad^ $rn. öom SRatl^ (^IJogg. 2innar. 1869 ob. 138 pag. 468) 
in ben. ©ommaaugn)ürfIingen mcpare Är^ftaQe jeigen, tooran y= 90® 
4' 12" toirb. Sie Sljen ab in ber ÖafiS P n)ürbett bann nur öier 
SRinuten t)om regten SBinfel abtteid^en, unb bitün im linearen ©innc 
fein, gläc^e P bilbet bal^er einen SR^ombu§, beffen Tanten burd^ 
k : a : oob : ooc unb M = b : ooa : ooc gerabe abgeftumpft werben. 
3)arau§ folgt, ba^ am ß^iöinge 3Kacro- unb Srac^^biagonole faft in^ 
f ammcnfaHen , unb fämmtlid^e ä^iöi^Ö^ M/M' unb T/T' refpectiüe ben 
Tanten P/M, P'/M' unb P/T, P'/T' paraUcI ge^en. Sßenn DligoKa^ 
eine SBerwad^fung öon Sllbit unb Slnortl^it loäre, fo fie|t man freilid^ 
nid^t ein,^toie fold^e SBinlelöerfd^iebenlieiten in ben Sljen entftel^en lönnen. 
4) ^^etiflittHierlinii, ba§ ©piegelbitb öom ^ßerJIIinjtoining, l^t bie 
©enf redete auf P jur 3^ißi"9^öECf «nb P 
jur S^iö^^g^^*^^^^- ^^^^ fw^ä f ■ ^^^ 3tt)i^ 
lingSinbimbuen innen l)aben P gemein, uub 
liegen umgefel^rt. S)ie ©ed^Sedfc ber SSicr«: 
jonenförper P2M2T2I2 unb PsMsTsl« becfcn 
fid^ üoüftänbig, bie fed^§ 3tt)iflinggfantett 
gelten halber mit im fed^§ Sauten ber JBafcn 
P paraQel, folglid^ muffen in unfcrm Profit 
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oben bic hb unb unten bie T2T3 correfponbiren. S)enfen toxx unS 
je^t linfö an Snbimbunni 2 Snbiüibunm l , red^tg an Snbiöibuum 3 
Snbiüibunm 4 al3 ^erillinjtotUing^glieb angetjängt, motan bie ©äulen* 
ffäd^en alterniren, jo l^aben tt)ir iü^ S3i(b unfereö SSierlingg. SBie 
3nb. 2 unb 3nb. 3 fid^ mit i[)]ten ©ediSeden becfen, fo bedfen fid^ aud^ 
3nb. 1 unb 3nb. 4. 2)er 5JäeriHint)ierIing befte^t alfa au^ jnjei Sorre== 
fponbenijtoillingcn, woüon ber eine feine lala jeigt, too ber anbete feine 
T,T4 i)at, fie öerl^alten fid^ be^l^alb ttjic linfö unb redjt^l SSertaufc^e id^ 
bagegen Snb. 1 mit Snb. 3 ober 3nb. 2 mit 3nb. 4, fo fommen innen 
tt)ie außen Slfternanjjtt)itlinge, bie in Sejiel^ung auf bie Sage üon T 
unb l fid^ gegenfinnig üertjalten. 2)iefe Sage loirb gewö^ntid^ fätfd^tid^ 
aU ein befonberer 3^iQing angefe^en, tt)orin a bie ßtoiUinggaEe bilbet, 
toäl^renb eg lebigfid^ eine ^olge be^ ^eritlinöierlingeS ift, au§ bem e§ 
bur^ 5ßarallelbett)egung ber Snbioibuen ^eröorgel^t. 

aSenn fid^ nun jtt)ei fol^er ^eriflinöierlinge freujen, tt)ie Slnlage^^ 
rungen eineg britten ^^ißinfl^ftüdfg (©bb. mntxai 1863 pag. 231) njirtlic^ 
öorfommen, fo fül^rt bag n)ie beim DrtfjoMafe jur Sutiettoet ©teßuug, 
tt)a0 SReumann (Sib^anbi. sBerr. sifab. 1830 pag. 218) am Sltbit fd)on bar* 
geftettt l^at. S)ie S^ißingc ^«ben {)ier, tt)ie bei Saüeno, gläd^e 
n = a : c : ib gemein, toetctje bie ftumpfe Äante P/M abftumpft, unb 
bie ßttjitting^afe ftef)t fenfred^t barauf, b. t). bie 
^älften finb auf n 180^ gegen einanber öerbretjt, 
bie Sinien n/P unb n/P, bleiben einanber parallel. 
9ln unferm St^roler Sltbit liegen, toie bei bem 
?leumann'fd^en, bie blättrigen ©äulenbrüd^e üon T, 
unb T2 naä) außen, bie nid^t blättrigen l,l2 nad^ 
innen ber ^toiaingggrenje ju. Sin beiben- 3nbiüibuen fommen iebotf) 
ouf ben äußern glügeln Tl eine 3Jienge ©treifen fomo^I auf T afg auf 
M öor, bie auf ben genjö^nlic^en SHbitatoitting pag. 420 ^inbeuten, fo 
ia^ anä) l^ier, njie beim ^ßeriftin, gtoeier(ei äloittingSgefefee auftreten, 
tt)ag einen »lIilttHerling jnjeiter Slrt gibt. SRatürlidö fann man bei 
folgen eingliebrigen formen ätoeierlei gälle unter jd^eiben , je nac^bem 
T nac^ außen ober innen fättt. göttt e§ nad)' außen , wie in unferer 
gigur, fo ift bie ©iagonalflä^e u = a : ^^b : c, ttjefc^e bie ftumpfe 
Sante P/M abftumpft, gemein; faßt e§ na^ innen, fo ift e=n'=a:^b':c 
gemein, meldie bie fd^arfe Saute P/M abftumpft. Sefeterer ^aü fc^eint 
üngett)öf)nlid|er ju fein. 

SReumann fanb, baß bie beiben ©iagonalfläc^en n/n' fid^ unter 90^ 
fc^nitten , ^r. t)om fRat^ ($099. sannar. I87i ^rgän^ 
aunggb. V pag. 430) t|at bag beftätigt. golge bat)on 
wäre, baß M beö einen ßwiaing^inbioibnum^ mit 
P beg anbern einfpiegelte , unb aud^ an unferm 
©tüde fann ber SBinfel jttJifcJien P unb M nur 
fefir unbebeutenb fein. SKan ma^t fic^ ha^, leicht 
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burd^ öorftetienben Ouevf^nitt Hat. Denn tt)enn n unb n' ftd^ xt(f)U 
toinfiid^ fd^neiben, alfo ein Dblongnm bilben, fo mfiffen bie Blättrigen 
Söriid^e MP einen Sit|ombu§ barnm befd^reiben. S)enfe id^ nun biefe 
©äule naä) ber 2)oppeIIinie (ätoittingäebene n) l^albirt, unb breite bie 
eine ^älfte 180® um bie onbcre, fo niu^ M nac^ P fallen, alfo M ber 
P, parallel gelten, b. 1^. einfpiegeln. @o laffen fid^ mit ber einfad^ften 
ßonftruction felbft t)ern)idfelte gäße leicht begreifen. 

Qn einer nod^maligen Ueberfi^t ift Dr. Äa^fer'g (^ogg. 2inn. 1835 
m. 34 pag. 109) 'grünblid^e Slbl^anblung „über einen S^clug öon jtt)6If 
„3tt)ttting§gefe|en ; nad^ toeld^en bie Är^ftaße ber einunbeingliebrigen 
„gelbfpattigattungen öerwad^fen", ju öergleidien. 2)er ©^cluS 12=3.4 
bejiel^t fid^ auf bag ^ejaib mit ben brei Sljenebenen 

ac = M = b : ooa : ooc, 

ab = P = c : ooa : oob, 

bc = k = a : oob : ooc. 
gaffen xoxx baöon bie glöd^e M = ac in§ Singe, fo finben baran öier 
gölle ftatt , je na<i^bem bie SRormate auf gläd^e ac, ober bie 9?ormaten 
in gläd^e ac auf bie einzelnen Sljen a ober c, enblid^ b atö 3^ißi^9^^ 
aje genommen ttjerben^ ®onj analoge üier gätte fann man auf P unb 
k benfen. SBir l^aben bal^er aU gtüiHinggaEen bie anormalen auf bie 
brei gläd^en MPk, bie brei biefen glöd^en ber Sleil^e nad^ correfpon«' 
birenben Sljen bca unb bie 2 + 2 + 2 = 6 SWormalen in ben brei (Sbenen 
ac, ab, bc. Sei naiverer Setrad^tung geben aber le^tere fed^§ ®efe§e 
nur brei neue, mxi ber au§ jioeierlei ätt>illingögefe|en gebilbete SSier* 
ling nod^ ein brütet 3^^Di"9^9^f^fe inöolöirt. S^eljmen tt)ir brei ©tüdte, 
Nro. 1 , Nro. 2 , Nro. 3 , fe^en linfö an Nro. 2 einen Sllbitjwißing 
Nro. 1, redjtg bagegen einen Sllbitüierling Nro. 3, unb benfen nun ba§ 
SUfittelftüdf Nro. 2 möglid^ff bünn, ober laffen eg l^eraugfaUen, fo geben 
Nro. 1 unb Nro. 3 ein britteS burd^ bie Stellung inöolüirteö QtoiU 
lingSgefe^. 3)ie ©ad^e ift abftract genommen jwar rein gegenfeitig, in 
einem fold^en SDrillinge inüolöiren beliebige jnjei ftet§ ein britteS ®efe|, 
fo ba§ iebc§ al§ ba§ inüotöirte genommen ttjerben fönnte. Slber bit 
SRatur fd^eint bod^ mit einer gemiffen Slusmaljl ju üerfatiren : ber Sllbit^» 
Sterling mad^t fid^ fo, bajs toie fein 3^iWi^9 ^^^^ ^^^ ©piegelbilb eine§ 
(Sinjelinbiöibuumg ift, fo ift fein ^Sterling Silb unb ©piegelbilb eine§ 
fold^en 3ttJiIling§. S)arau§ folgt bann erfl baS britte 3^'tting8gefe| 
Nro. 1 gegen Nro. 3 : bie Snbiöibuen tjaben eine ©enfred^te auf Stje c 
in ac = M. ©ans äl^nlid^ entujidEelt fid^ ber ^erinintoterUnA : fe|en 
wir gfäd^e P fenfrec^t unb Slje a parallel ber ©piegelflöd^ , fo liefert 
S3ilb unb ©piegelbilb ben 3^iHi"9- 2^9^« ^^^ biefen B^illing mit 
bem gcmeinfamen P auf ben ©piegel, fo geben 83ilb unb ©piegelbilb 
tt)ieber ben SSierling. $aben tt)ir einen gen)ö]^nlid|en ^^illing . Nro. 1 
unb Nro. 2 mit Sn)illinggaje in ab = P fenfred^t auf a, legen bagegen 
Nro. 3 mit ßttjiHingSafe fenfred^t auf P, unb benfen Nro. 2 toteber 



Digitized by 



Google 



§ctniebrie: XeixMMe, ^^tltoebrie. -429 

weg, fo treffen ftd^ Nro. 1 unb Nro. 3 in ber Sage mit ßttJißiwB^flEC 
a. 2[u§ jwcicn ift aI|o toieber biefc brittc gefolgert. 35al^er Ifabe id^ 
immer ftatt ber fed^8 ®efc|e Bei ©uftoö 9lo'fe (^ogg. 2inn. SBb. 129 pag. 13 
©ej)aTatabbt.) nur öier angenommen, weil bie bortigen Nro. 3 unb Nro. 6 
nur golgefäfte finb. 3)affelbe gilt natürlid^ nun ouc^ öon ber britten 
(Sbene k == a : oob : ooc , bod) f^ielen bieje , tt)enn fie überhaupt t)or=» 
l^nben fein foHten, in ber 9?atur feine Stoße. 

©onberbarer SBeife lönnen fi^ biefe öerfd^iebenen 3^iQi"9^9^fc^^ 
nun üni^ unter einonber üerbinben : fo jeigen bie berben ßabraborftüde 
pwfifl 3^iHing§ftreifen auf P unb M jugleid^, e§ fd^eint ijier ber, 
^eriflinäiüiöing mil bem Sllbitjttjißing fic^ jum Subtali^tiiierltns \)er== 
bunben ju Iiabcn. ©olc^e SSierlinggftüdfe bereinigen fid^ bann toieber 
nad^ ber Drbnung be§ SarlSbaber* ober 95at>enoerjtt)ittingg, fo baj3 bie 
(Srfd^einung ber ©ad^c ftc^ fd^toierig auf bie möglichen ®efe^e jurüdf== 
filieren lögt. 

SBie id^ fd^on in meiner äKet^obe ber Är^ftaQ. 1840 pag. 191 
augeinanberfe^te, entftel^en bie J^cmiebrifd^en Sörper, njenn id) auf eine 
glä^e unb auf bie anliegenben 1 fd^reibe. S)ie Qaf)Un 1 unb^ 
ftel^en gegen einanber bann f^mmetrifd^: ben 1 liegen unb ben 
liegen 1 an. Saffe id^ bann bie Stußen ober bie ®in§ njac^fen, fo 
fommen bie l^emiebrif^en Körper. SSefanntlid^ gibt 

Oltnelier bie ^ettnelitie pag. 91 mit neneiftten gläd)en; iain 
gefeßen fid^ bie oftaebrifd)en Umriffe ber ^^ramibenottaeber, Seucitoeber 
unb Std^tunbüierjigPäd^ner. 2)ie gleic^fd^enflid^en 2)reiede ber abioed^^ 
jelnben Oftanten im ^tftumilienoltiiebet geben 12 2)e(toibe pag. 116, 
baf)er l^eigt e^ ^teUdÜiiolielaeliet. 3)ie 2)eItoibe ber Seucitoeber geben 
bagegen ^^tamtbentetmelier mit 12 gleidjfd^enflic^en 2)reieden; folglid^ 
muffen bie %d|tunbl»iet3iA{lad|iiet gebro^ene ^^ramibentetraebet mit 
24 ungteid^feitigen 3)reieden (^ejaK^tetraeber) erzeugen, bert aßgemeinften 
Äörper ber Sletraebrie, tooraug man bie anbern brei Äörper burd^ SBeg* 
faß ber ^ankn entloideln fann. ©ie 

^^riimibenltittrfel muffen bagegen öoßflöc^ig auftreten, toeil fie 
fd^on einen tetracbrifd^en Umrijs jeigen , fie liefern bie jp^ritoebrie mit 
)iarailelen gfäd^en. ©aju get)ört ba§ Sß^titoeber mit 12 ft|mmetrifd(en 
^etagonen, tt)eld5e§ man nid^t mit bem 5ßIatonifd^en 3)obecaeber pag. 7 
t)ertt)ed^feln barf, benn in biefeg fann man fünf SRal einen aaSürfel, in 
jeneö nur einen einsigen einfd^reiben. 33a man ben $(d|tunbbier)ig' 
fli^ttet^alS einen gebrod^enen ^tjramibenmürfel anfel)en fann, fo muß 
er ate hälftiger Äör^jer au(^ gebroi|ene SP^dfoeber (S)ipIoeber) mit 24 
Sra^ejen (Srapejoeber) geben. SSermöge i^rer ßal^t gleictier ©lieber 
treten baran aße anbern fünf Mxpzx öoßjdljli^ auf. Qnm britten SRal 
fommt ba^ 
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9(d|tttnlititev)ift{la4 . xot\d)e^ ntJttj ber ®t|toeline mit geneigten 

gläd^cu fätjig ift. üDa3 ©tfvoeber mit 24 utif^mmetrifd^en günfecfen 
pag. 2B2 würbe jttjor im regulären ©^fteme nod^ nid^t beofiad^tet, 
befto toid^tiger ift e§ aber für ba§ breigtiebrige , too bie fpirale Slnorb* 
nimg ber SRoIecüte aU ber WQ^rfd)einIid^c @runb für bie Sircular== 
polarifation angefctjen wirb. SBenn bie glöd&en SRefiiUonten jiel^cnber 
Äräfie pag. 1G5 finb, bie nur nad) beftimmten ©^mmetriegefe^en 
bifferent tt)erben, fo barf mon mit @runb ermarten, ha^ toa^ einem 
@t)fteme wiberföl^rt, bei bem anbern möglid^er SSeife gcfunben ttjerben 
fann. @a bürfen toxx auf ba§ merfroürbige ®efe^ anä) im regulären 
©9fteme l^offen. ?lber felbft aU obftrafter Körper, auf ben fc^on aSeiß 
pag. 31 bie §Infmerffamfeit lenfte, verbreitet er ßid^t über bie tl^atfäd^* 
tic^e (Srfc^einung. SBie bai^ Slc^tunböierjigflac^ in feiner 

lireiglteliriiieii Stellung bag ©calenoeber mit fed^§ ungteidifeitigeu 
3)reierfen gibt, fo ertjalten mx burd^ bie g^roebrifd^e ^miebrie eine 
rl^omboebrifd^e (Sdfe, ju bereu gläd^en an ber ©egenedfe bie parallelen 
feilten, ftatt beffen finbet fic^ unten bie gleid^e Sdfe, tt)etd^e aber gegen 
bie obere im Sljimutl^ üerbrel)t ift. 3m ?lttgemeincn entftel^en baburd^ 
trigottiile Xra^iegoelier mit r^omboebrifd^en @nben aber ungleid^en ^id* 
gadfanten. 2)ie gläd^en muffen Xrapeje fein, ^aibinger (§bb. beftimm. 
Wineval 1845- pag. 126) nannte fie 5Jälagieber {nldyiog fd^ief), tt)orauS 
bann burd^ ben S^iÖ^^^Ö ^^^i 2)iplagieber mit bitjci'aebrifd^en @nben " 
entfielet. SWatürlid) öerl^alten fid^ bie beiben Äörper öon "SlvSi nnb SinS 
'in SBejie^ung auf bie S)re^ung immer mie tinfö unb red^t^. SBenn 
nun aber, toie beim 5ß^ramibengranatoeber unb anbern pag. 169, bie 
SBinlel in ber trigonalen @de gleich werben , atfo ein 3)it|ef aeber ent- 
ftet)t, fo getjt bag 5ßlagieber in ein Xri0onae)ier (S)itetraeber) über, baä 
au« fed^g gleidifd^enflic^en ©reieden befte^t, wie wenn id^ jwei bret- 
gtiebrtge Setraeber mit il)rer gleid^feitigen 95afi^ gegen einanber fe^re. 
Ser gewö^nlii^e 3^ißi"9 ^^^ fialf f patl^e« , wo bie ©tüdfe bie ©erab- 
enbfläd^e gemein t)abeu, gibt bie gleid^e gigur. Dr. Srejina (©l^utiöse. 
Sßien. 3ifab. »aub 64 '^xiix 1871) füf)rt neun3 + lajige ©ubftanjen an, xoo 
\\6) ba§ n®t\^% ber Srigonoeber on circularpolarifirenben Kr^ftaQen" 
beftätigt. 9Son ^o^em Sntereffe würbe e« nun fein, wenn auc^ für 'bie 

titerAliebdfte Stellung fidE) Seifpiele fänben. ©d^reibe ic^ auf bie 

ä a 

ungleid^feitigen 3)reiedfe eine§ üiergtiebrigen 3)ioftaeber§ - : - pag. 279 

f* *^ 
1 nnb auf bie anliegenben JC, laffe bann bie (Sing wac^fen nnb bie 
9lull öerf d^winben , fo befomme id^ an ben jwei gnben ^älften t)ier= 
gliebriger Dftaeber, bie in ber Safi§ gegen einanber öerbrefjt finb, ba^er 
fie anc^ wieber ungleiche ßidEjadffanten mad^en, unb bamit Hietgltefetige 
Sro^ejaeiiet erjeugen. 3^PP^ wollte fie jwar beim ©fapolit beobad^tet 
l^aben, bod^ jweifelte fc^on §aibinger baran. @g berul^t ba^ wa^r^ 
fd^einli^ auf SSerwec^felung mit 
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@^^(Ioefevie {xvxlog Ärcfe). 3)n§ Siergliebrige, tt)ag bem Slegulären 
am nöclften [te^t, jeigt im Supferficfe unb Sbingtonit eine tetracbrijd^c 
^emiebrie mit üiergliebrigen ietraebent (©ptjcnoibe) unb gcbrod^enen 
2;etroebern (2)i^pl^ene) au§ ad^t ungleichseitigen 2)reiedfen oufgebaut, unb 
ba^er öon SRaumann tetragonale ©talenoeber genonnt, wä^renb ba§ öier^' 
gticbrige (S^roeber (Srapepeber) big jefet Icbiglid^ eine Slöftroction blieb, 
dagegen fommen nun beim Xungftein, (Selbbleierj, g^rgufonit 2C. mel^^ 
rere Dftaeber öon 3^ifci^^nftettung t)ox , bie ^ölftner öon ©ioftoebern 
bilben mit l^orijontalen ©eitenfanten. ^aibinger (§bb. ht\t minex, 1845 
pag. 136) jäfjlte fie jur p^ritoebrifd^en ^emiebrie, allein bamit fann man 
fie auf feine SlSeife in Uebereinftimmung bringen. @ie verfallen einer 
befonbern 9?egcl, bie nad^ ßouen 9iutt unb ®in§ auf|d^reibt , unb bar^ 
nad^ paffenb e^cloebrie genannt tt)erben fann. ^ 9?ef|men mx ein ^^ra* 
mibengranatoeber jur §anb, fd^reiben auf bie gläd^en irgenb einer 4 + 4* 
fantigen (£dfe abtoed^felnb ^nU, @in§ ic, fo gel^ört jebeg Sflnü @in§ ju 
einer ber öier ©öulenjonen. galiren lüir nun in biefen t)icr ßonen 
abtped^fetnb 5KuQ (£in§ jü fd^reiben fort, fo ift bie öierunbüierfantige 
SdEe oben unb an itjrer Oegenerfe in jtoei iDftaeber ^nU unb din^ t)on 
^toifd^enftetlung gerlegt, unb ber nur im üiergtiebrigen befanntc g^fl 
glejd^fam auf fein (Sefe^ jucüdEgefüfirt. 8Bie innig ba§ gtjrocbrifc^e unb 
. p^ritoebrifctje mit bem c^Ioebrifd^en üerbunben ift, jeigen nad^ftel^enbe 
brei giguren. 





c^cloebrifd^ 



0l)roebrijd^ 



Jj^ritoebrif^ 



S5ei ber mittlem g^roebrifd^en gigur toed^feln uitb 1 öereinjelt mit 
einanber- ab, bal^er muffen bie tetragonalen ©dfen 4pd)ig, bie trigonalen 
Bp(^ig, unb bie bigonalen 2ftädjig tt)erben; bei ber ^intern p^ritoebri== 
fd^en gigur toe^fetn 00 unb 1 1 paartt)ei§ mit einanber ah, entjpredjenb 
bem gcbrod^enen 5ß9ramibentt)ürfel , bal^er ftimmen nur bie trigonalen 
Sdfen mit bem g^roebrifd^en, bod^ fo, bafe wenn bie eine (red^tg oben) 
gleid^finnig, bie antiegenbe (linfö oben) gegenfinnig läuft, babur^ toerben 
bie l^älftigen Äörper paraltelffäd)ig ; bei ber öorbern c^cloebrifd^en gigur 
ftimmt bagegen nur bie tetragonale ©nbede mit ber g^roebrif^cn über^' 
ein, bie feitlid^e ^Region mit feiner üon beiben, tt)eil eben ber ganje 
Sörper fi(^ in breier lei Oftaeber t)on ^^ifd^enfteQung gerlegt, wag an^ 
ber 3^]^lcnt)ert^eilung fogleid^ einleud^tet. Oben nehmen nemlid^ bie 
gfeid^en Saf)im entfpred^nb bem ^^ramibenoftacber bie langen ^älften 
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ber ^tjramibc auf bcr ©ranotoebcrffäd^c ein , baS gibt jtoci Oftaebcr 
öon glcid^cr ©tcffung, ein oberem unb ein untere^; fcitlid^ liegen bagegcn 
bie gleichen ßal^Ien entfprcd^enb bem ^^ramibentoürfel auf ben furjen 
^ätften, wag ba§ britte Ottaeber öön entgegengefc^tcr Sage mit ben 
beibcn crften gibt. Die ganje änorbnung ift feine reguläre mel^, fon* 
bcrn in eine öiergliebrige umgefd^lagen. S)ag c^cloeiivif^e @efe^ lägt 
fid^ auf bo^peöe Slrt, auf üier* unb breigliebrige , ausführen. Sßet bcr 
titeti|{te)itt|}en, öorjugStoeife Stjdoebrie ju nennen, fd^reibe id^ um eine 
tetragonalc ®de auf bie ad^t gföd^en bem Sreife nad^ Ol ic., unb fül^re 
bann entfpred^enb ben üier ©äulen, tt)el^e bie ?ßfeile anbeuten, bag^ 
ga^Iengefel tüeiter; bei ber fentAHelitiAen fd^reibe ic^ um eine trigonale' 
Edte auf bie fed^g gläd^en bem Sreife nad^ Ol ic, öerfolge bie brei 
©äulen, fo ergibt fid^ bann bie merte ©äulenjone üon felbft. @§ finbet 
fiij^ fogleic^, bafe bie (Sinjeid^nung mit ber p^ritoebrif^en jufammenfäöt, 
wie bie l^intere gigur jeigt. SBie toir bort Dftaeber, f o liaben toir l^ier 
9i^omboeber öon ä^ifd^enftellung. S)ag gebrod^ene 5ßt|ritoeber fann 
man bal^er aud^ ate ein breigliebrigeg S^cloeber anfeilen. 

Der ^^ramibentDürfel mit feinen brei ß^nen eignet fic^ befonberiS 
für E^cloebrie. Denn fd^reibe i^ auf bie brei 3onen 1 unb 0, inbem id^ 
in beliebigfter SBeife einfe^e, fo geben jtoei gegenüberliegenbe @d{en 
änjifd^enr^omboeber (Hl ober 000), jtoifc^en weld^en ein jmeiteg liegt. 3ebe 
öierfeitige 5ß^ramibe jerlegt fid^ in jloei anliegenbe 
1 1 unb anliegenbe 00, e§ wec^feln alfo ganj toie 
beim ^^ramibengranatoeber bie Sai)lm 00 unb 1 1 
paarttjeig mit einanber ab. Die S^cloebrie greift 
aud^ in bie Setraebrie ein: Daö Seucitoeber 
a : a : ^a beftet)t befanntlid^ auS trter fed^iJfeitigen 
©äulen, fc^reibe id^ auf bie öier gläc^en um eine 
tetragonale @dfe 0101, unb fa^re bann fo über 
bie Säulen fort, fo werben je bie brei gläd^en 
in ben abtoedi'felnben Dftanten mit unb 1 be^cid^net, fie geben atfo 
bag ^^ramibentetraeber. 

8Btttfel unb ©tanatoebet finb belanntlidE) feiner ^emiebric fällig, 
weil an aUen ^emiebrifd)en Körpern brei unb fed^S gleit^e Drte bleiben, 
welche fie einnefjmen muffen. Slber bamit bleiben fi(^ btefe mxptx nid^t 
gleich, fonbern fie nehmen auc^ an ben SJeränberungen Stieil: ber SBürfet 
be« giufefpattieg ift ein anberer, afö ber SBürfet beö ©^wefetfiefeg unb 
gat|lerje§. »liden wir auf eine SBürfelfläc^e, fo bleiben beim glu§:= 
\pati) giäd)en unb Tanten p^^fifalifcf) gleid^ unb f^mmetrife^; beim 
©c^wefelfieg bagegen jerlegen fi^ bie Sauten in 2+2 gemäg ber ©trei* 
fung pag. 4, worauf fd^on ©teno bie Slufmerffömfeit lenfte, in golge 
beffen bleiben bie öier ©dfen jwar gleid^, werben aber unf^mmetrif(|. 
Slu^ Slefefiguren beftätigen ba§. SSeim ga^terj jerlegen fid^ bagegen 
bie (Sden in 2+2, unb bie öier gleid^en Santen finb unf^mmetrifd^. 
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%m ®t>tortet treten alle übrigen fed^g Äörper toHftänbig cmf, man 
orientirt fid^ barin leidet bur^ bag etngc*» 
fd^riebene ©ranatoebcr. SBir l^oben breierlei 
@dEen a 1 e, unb breierlei Tanten, toelc^e tutr 
oben pag. 232 bei ber SBercc^nung ee = G 
(S)ad^fante), ae = H unb el = P nannten. 
^«3)er SBürfd ftumpft a, bag Dftaeber 1 unb 
baö ©ranatoeber bie 2)ad^fante ee = 6 ab, 
toie bie galten 3, 4, 6 ermeifen. 3e|t 
bleiben no(^ bie (Srfen e, unb bie Tanten 
ae = H unb el = F übrig, tt)eld^e je 24niat 
erfd^einen, entf^jred^enb ben brei übrigen Körpern. 3)ag Seucitoeber 
a : a : 4a mug bie ©ranatoeberfante al gerabe abftumpfen, bie ßdfen e 
falglid^ fd^ief treffen. Sluf berjelben Me liegt jugleid^ bag ©egen« 
g^roeber. 3n bie Santen öon ae fällt ein 5ß5ramibentt)tirfel 9a :5a: ooa, 
unb in ixt Äanten t)ou el ein ^^ramibenoftaeber a : a : |a. 2)a aßeS 
DoBjä^Iig auftritt, fo ntu§ ba§ ©^roeber, wenn eg tpirHid^ too wx^ 
fontmen foQte, ftd^ leidet ber Seoba^tung entjiel^en. Sfber troftbem 
mügten aQe gläd^en g^roebrifd^ afficirt fein, lieber linf^ unb red^ts ift 
bei il^nen fein 3^eifel, man barf habti nur auf bie eingefd^riebene ^ 
®ranatocber!ante feigen, bie bei unferer Slbbitbung jur Siedeten ber fünf^^ 
edCigen gläd^en liegt, wal^renb fie bei ber anbern jur Stufen faßt. 3n 
ber breigliebrigen ©tettung nimmt bie ®dEe 1, ben ®\p\el ein, bann faßt 
bie ©ranatoeberfante jur Sinfen, fo ba^ bie üDre^ungen bei ber oier* 
unb breigliebrigen ©teßung fid^ entgegengefe|t t)erl^aUen. ?lm S^etraeber 
unb ^ß^ritoeber (äffen fidE) bie ©egenftüdfe ni(|t fo leidet beftimmen, weit 
fie f^mmctrifd^ finb, unb ©tücf mit ©egenftüd in bie gleid^e Sage ge* 
brad^t fid^ bedfen. ©^on oben pag. 93 tourbe gejeigt, wie man felbft 
beim regulären 3;etraeber burd^"" Umfrempeln ba^ fiinf^ unb 9fled^t§ öer** 
beutlid^en fönne. 3n ber SRatur fann man jwar juweilen, wie j. S. 
am fflorajit, beibe unterfd^eiben, ba ba§ eine glänjenbe, ia^ anbere matte 
glöd^en ju tiaben fd^eint, aBein bei aßen ge^t ba§ nid^t, unb namentlid^ 
wirb e§ fd^wierig, bag 

^^titoebet oom ©egett^i^titoeiet (Slntiptiritoeber) ju uuterfd^eiben, 

jumal ha beibe fo feiten an ein 
unb bemfelben ©tüdfe tjorfommen. 
2Rag id^ bie 1 ober bie wad^fen 
laffen, fo entftetien an fid^ genau 
biefelben Sörper, bie nur burc^ 
i^re ©teßung am ^oloebrifd^en 
Sr^ftaße öerfd^ieben finb. Um 
linfS unb red^tg ju begreifen, muß ba§ ?ß^ritoeber in feine breigliebrige 
©teßung gebrad^t werben, mit feiner trigonaten SdEe t nad^ oben, bann 
l^at man ein ^auptrl^omboeber unb barunter ein jweite^ 3fll^ombo=^ 
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ebcr x>on Swif^cnftcQung : ©^cloebrie faßt mit ^ß^ritoebrie jufammen. 
SRad^en wir unS. je^t Dom ^^ritoeber ein 91^^, numeriren bic g^^^^^ 
unb frcmpcitt eS um, \o l&abcn toir ein linfc^ unb rec^teg ?ßt|ritoeber 
J^ingefteUt. Sejeid^net man foli^e mit ben Qoilim 1 bis 6 unb bie 
©egcnfläd^en 1' bis 6% fo fann man bie Snbiüibnen parallel ftetien, 
wenn bie geftrid^elten in bie ßage ber ungeftrid^elten gebrad^t werben. 
S)aS gektoileiie f^tttxUtUt (2)ipIoeber) gibt ben aHgemeinften 
Sörper, ber burd^ mebiane Sred^ung ber gtofedfe ent- 
fielet, ba^er in 24 Srapeje jerfättt. 5)ie S^W^ H^)y 
4(t) unb 6(e) jeigen fogleid^, ba§ SBürfel, Dftaeber, 
©ranatoeber toßgäl^tig auftreten muffen, unb an^ ben 
12 gleid^en Tanten p in ben Df tauten folgt, ba§ auc^ 
ßeucltoeber unb 5ß^ramibenoßacber öoUftänbig ju ep 
fd^einen l^aben. SJretgliebrig genommen jerlegt er fid^ im Slllgemeincn 
in öier SR^omboeber )oon ätt^if^^nfteßung. 9lur in befonbern fallen, 
wie j. 35. beim 5ß^ramibengranatoeber a : |a : |a bitbet baS obere ein 
^auptrl^omboeber unb baS untere eine reguläre fed^Sfeitige ©äufe. 3)aS 
Seferoilenr ^i^ramilitntrtraekev (^ejafistetraeber) liefert im tetra* 

ebrifd^en ben «Hgemcin*' 
ften Äörper. An il^m 
muffen nid^t btoS SBürfel 
unb Oranatoeber t)oB* 
fläd^ig auftreten, fonbem 
auc§ bie ^^ramiben* 
Würfel, benn man barf 
biefelben nur mit öier 
gingern on ben abwed^* 
felnben ©dfen lialten, fo leud^tet barauS ber tetraebrifdie Umri^ i^eröor. 
^ fann ba^er baS 5ß^ramibentetrfteber''burde (Sinfc^reiben öon unb 
1 einer nod^maligen ^emiebrie unterwerfen, bann entfielt eine bo^jpelte 
^emiebrie 

Xetattnettric (SSiertelfläd^igleit) genannt, man fommt aud^ bagu, 
wenn man baS ®^roeber ober 2)ipIoeber nochmals einer tetraebrifd^en 
^emiebrie unterwirft, b. f), bie giäi^en ber abwed^felnben Dctanten öer^ 
f^winben lägt. 2)a§ XetattoeiieY mit feinen 12 fünffeitigen gläd^en 
!ann bat)er als ein aßgemeiner Äörper betrad^tet werben , woöon baS 
5ß^ritoeber nur ein befonberer gaß ift. SBie am ©^roeber bie fedjS 
übrigen toßfläd^igen Äörper, fo treten am Setartoeber bie tetraebrifd^en 
ungetl^eilt auf. 9iur ber $^ramibenwürfel, ba er felbft ate ein gebro^^ 
d^eneg 2;etraeber angefe^en werben fann, mu§ ^älftfläc^ig erf^einen. 
S)amit ift bie SWöglid^teit erwiefen, bag mit bem 3;etraebet au^ baS 
5ßt)ritoeber jugteid^ auf treten fann, wie baS §r. SRammetSberg i^og«. «nn. 
90. 15) am d^Iorfauren 9?atron Na2Cl206 fanb, unb woran Dr, 2Rarba^ 
(^oßö. 3inn. 91. 482) aud^ eircaIar))oIarifation nad^wieS. a)enn baS Xetra^ 
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cbet toic ^^titoeber muffen in bicfcm gfüDc t)on bct S)tc]^un9 be« 2:etarto*^ 
cber^ erregt fein, oi^ne bog man e8 t^ncn äu^erlid^ anfielet. @rft ba« 
Sid^t nnb bie 2;^crmoctcctricität geben borüber genügcnben «nfft^tug. 
§ier ^at ber 5ß^9fifer bem Är^ftattogrop^en bie ^anb ju bieten. S)ie 
3ül^I l^ierl^er gel^öriger Äörper »äd^ft immer mel^r an (©«ejina, X]^exmai 

SRiner. 3»itt^. 1871 1. ^eft pag. 23). 2)urd^ ben 

S^itttiiA fnc^en fid^ nnn aße biefe ^ätftfläd^ncr miebcr in« ©leid^** 
getoid^t jn fe^en: jtnei §älften ober öier Siertel muffen eben lieber 
ba« @an}e geben. 9{atärlid^ bleiben babei bie Sjren beiber Körper ))a^ 
rattel, woburd^ fie fid^ toefentlic^ t)on ben eigentlid^n ^tt^iOirtgcn pag. 410 
nntcrfd^eibcn. I)ie 

Xettatbcr burd^freujen fid^ red^ttoinüid^ mit i^ren Santen, woburd^ 
ein gemeinfamer oftaebrifd^cr Äern pag. 91 toieber 
l^ergeftcQt wirb. S)abei mu§ aber not^toenbig ein 
tinfc« nnb redete« Snbiöibnnm mit einanber öerbnnben 
fein, toeil man fonft bie gleid^artigen gläd^en nid^t 
einanber gegenüber legen fann, tt)ie man fid^ fei^t 
mittelft garben nnb Umftüfpnng pag. 93 Mar mad^t. 
SBcim 
^IftxUtitt ift koegen ber paraQelen @egenf(äd^en eine fold^e ÜtüdF^. 
fid^tnal^me ^toax nic^t not^wcnbig, aber im ^inblidf 
anf bie rl^omboebrifd^en ©dfen tt)al|rfd^einlid^ , bcnn 
ber gemeinfame Sern mu§ jlefet ber 5ß^ramiben«' 
tt)ürfel fein. 3)ic Dad^fanten frenjen fid^ aud^ l^ier 
red^ttoinflid^ , nnb bie SlnSgleid^nng ift fo jiertid^, 
bag fie fd^on Rome de llsle (Essai de Crist. pag. 306) 
mit einem SÄaltl^efcrfreuj (Croix de Malthe) öer* 
glid^ , SBeife (aKagagin 33erl. ®ef. «ßatutf. gtcunbe Vllf . 24) 
^töiÜinge be§ Sifernen Ärcnjeg nannte. 9?un gibt eg jtt)ar beim 
©d^wefelfiefe nnb ©lanjfobalte (®. SRofe, aßonaub. '«eri. Sttab. 1870 pag. 338) 
^tiritoeber, bie fic§ tl^ermoeleltrifc^ |)ofitit) nnb negatit) üer^atten, toa« 
auf Knie nnb rechte Snbiöibnen ^intoeifen würbe; aber unerwarteter 
SBeife finb bie Qnbiöibuen ber 3ti>iÖinge beibe entWeber eleftrifd^ pofitit) 
ober negatttj; jU lefttern gcpren namentlid^ bie fd^önen Är^ftaUe an^ 
bem obern Seupermergel öon SBlotl^o in SBeftpl^alen. 9lur afö Selten* 
|eit fommen in Stauen (@(ba, Sroffo, S^raüerfetta) fd^einbar einfädle 
^^ritoeber üor, bie fid^ fteßenweig auf ben gtäc^en pofitiö unb negatiü 
öerl^alten, unb ftc§ baburd^ erft afö 3^ißi«9^ ergeben l^aben. gür bie 
^^cloebde liefert Sungftein CaVV" ba^ befte SBeifpiel. äBir l^aben 
baran ein fc^arfe« ^auptoftaeber 

P = a : a : c mit 100® 40' in ben Snbfanten, 
unb dn Siebenoftaeber 

e = a : 00a : c mit 108® 12' in ben ©nbfanten, 

28* 
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ml^e^ im regulären Dftaebcr augcrorbentlid^ ttal^e 
fielet, ©obann ober fotnnten nod^ jiemfid^ oft jtoei 
ätoifd^cttoftaeber 

s = a : c : 4a unb/h = a : c : 3a, 
■J \an beren ©teile juttjeiten g = a : c : 2a tritt. SJiefe 
y^^tüifd^ettoftaeber finben ft^ getoö^ntic^ hälftig nad^ 
bem etirioebriegefel, unb erft burd^ ben 3tt)iatng mit 
l^araDelen STjen ttrirb biefe ^älftigfeit mieber üu^e* 
gtid^en. 2)ic ©rfd^einung^toeife ift bobei fe^r manntg* 
faltig, tt)ie man an^ ben giguren öon Dr. Wlaic Sauer 
(Sötirttcmberg. 9laturto. Sal^rcgj^cft 1871 tab. I unb II) erfel^en fanu. 35a e§ 
fid^ Bei ber ß^ißiwfl^^öge um parallele Slfen l^anbelt, fo muffen natür* 
Itd^ alle tJoIIf{äd^igen formen einf))iegeln , atfo ^anpU (P) unb S^eben^ 
oWaeber (e), Beibe Duabratfäulen m = a : a : ooc, n = a : ooa : ooc, 
bie ©erabenbpd^e zc; nur bie §älftfläd)ner ber S)ioftaebcr liegen um* 
gefeiert. Stud^ ber Unterfd^ieb üon Slnlagerung (juxtapositio) unb 
2)urd^tt)ad^fung (penetratio) ergibt fid^ l^ier am Harften, jene tt)irb mit 
einem Snbiöibnum, biefe mit juieien ju ©tanbe gebrad^t. 2)enn an 
einem Snbiöibuum l^abe id^ bloö bie ad^t gläd^en be^ ä^^ifd^enoftaeber^, 
gruppire id^ biefe ju jtt)eigfiebriger Drbnung, fo ift ber 3ujtapofition^* 
gtniQing fertig; jur öoUftänbigen öiergliebrigen Drbnung gelange id^ ba* 
gegen nur mit jwei Snbiöibuen, tt)eit idj 2.8=16 gtäd^en gum 
ganjen SSierfantner (S)ioftaeber) bebarf. ?lm beften mad^t man bie 
@a^e mit einer §ottjDntttH|rDJ|ecttDtt Kar, unb copirt biefelbe auf burd^* 
fid^tigeg Rapier: bre^e id^ bag ?ßapier um, unb 
bedfe bie ^orijontalprojection , fo finb W Stou 
jd^enoltaeber öoHjäl^fig. ©old^e Uebereinanber* 
f^iebungen mit gemeinfamer ®erabenbf(äd^e unb 
^SBieber^oIung ber Snbiöibuen toerben bei 3inn* 
toatbe gefunben, atte liegen parattel über ein* 
anber, aber bie gerabjä^Iigen feieren i^re ^tnif d^en* 
oltaeber nad^ ber einen, bie ungerabjäpgen nad^ 
ber anbern Seite. S)a ton gwei getrennte Snbiöibuen liaben, »eil bie ge* 
raben unb ungeraben @tüd!e parallel taufen, fo ift bie ^orijontalpro* 
jection öoQfläc^ig, benn P unb e fammt ben ©fiulen m unb n fpiegeln 
ein, unb g unb s muffen auf beibe ©eiten öon m fallen, ©plagen 
tt)ir bagegen blog bie redete ^ätfte 3 III unb 4 IV ^erum, fo fommt 
eine jttjeiunbeingliebrige Drbnung, öorn liegen fi^ I unb III mit ilirem 
g, unb leinten 2 unb 4 mit i^rem s gegenüber, ber Är^ftaH tft öorn 
anberg atg leinten, aber linfö tt)ie red^tg. 2)ie eingliebrige Slnorbnung 
ber S^if^enoftaeberfläd^en mu§ ja burd) ben 3^iQing jur jtoeiunbein* 
gliebrigen ttjerben. ^r. Dr. Sauer {l. c. pag. 157) meinte fol^e einfad^en 
3tt)illinge gefunben ju l^aben, geftetjt aber, bafe fid^ in ber SRatur nie 
bie §interfeite beobad^ten laffe. Sg toar ba§ gleid^ öon öorn^erein jU 
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cmartcn, benn ein fold^cr %aü toürbc gegen ba« ©^mmctriegefel üer^ 
fto§en, ba im »icrfltiebrigcn ber anbcm ©eite gefd^el^en mug, toa^ ber 
einen gefd^ic^t. SKit ©rcl^ung gelangt mon babei über^anpt nid^t gut 
jum Siele, fonbern ber 3tt>itting fefet fic^ burd§ innere Gräfte ber «rt 

in8 ®Ieid^gett)i(^t, bog bic möglid^ft größte 
Symmetrie entfte^t, xoaS in biefem gaUc bie 
jnjeigliebrigc Drbnung ift. SRan lann babei 
I. 1 unb III/3 in il^rcr alten Sage laffen, 
unb blog bie Scfen IV. 4 unb n. 2 bergeftalt 
breiten, baJ5 ber Är^ftaH öorn tt)ie leinten, 
unb linte mt red^t« tt)irb. SBir gelangen 
bamit ju obigem B^iß^^g, ben fd^on SRo^g 
erfannte. @r jeigt an^ ben gtäd^en e garte 
geberftreifung paraQel ber Äante e/s. SRotl^^ 
tüenbige golge ber gtt)cigliebrigen Drbnung ift bann, ba% bie gegenüber:* 
liegenben Ouabranten gleid^e ©treifenrid^tungen l^aben, bie in ben Oua* 
brauten s/s bie SBinfeIfpi|e Dom ©ipfel ab, in ben Ouabranten g/g benv 
®t^fel jufel^rcn. @anj biefelbe Drbnung muß fid^ »ieberl^olen , toenn 
©äule m bie gtoiQtngggrenje (Sufammenwad^fungöpd^e) toirb, bann jeigen 
bie gläd^en e feine feberartige, fonbern Mo« fc^iefe ©treifung. 3n biefem 
gaUe grup^jiren fid^ bie s öuf bie einen gegenüberliegenben Sdfen, bie 
g auf bie anbem, unb tt)enn jtoifc^en ben s nod^ g ober jtt)ifd§en hzn 
g nod^ s auftreten, fo muffen fie cinfpringenbe ©infel bilben. (Srft 
loenn jttjei fold^er ©jcmplare burd^wac^fcn, lann ber öoQe SSierunb* 
öierlantner s ober g an aßen Dier ®dfen erfd^einen. SRan mad^t fid§ 
bag leidet an obigen ^orijontalprojectioncn Bar. Xl^eile id§ ju bem 
®nbe gtt)ei fold^er nad§ ben ©äulen m nnb n in ad^t -©tüdfe, unb lege 
bie lateinifd^en Saf)lm an einanber, fo liegen bie g nad^ außen, geben 
alfo augfpringenbe SBinfcI, bie s bagegen nad^ innen fpringen ein. ©o 
finben fid^ bie Rr^ftaQe jU Siß^^^ölbe unb ©d^Iaggentoalbe. Die Dfta=* 
eber P unb e fpiegeln ein, geigen aber beibe 3tt>iQi«9^9^^^3^w- SZotür^ 
lid^ toirb ber ^abitu« ein anberer, je nad^bem P ober e öorl^errfd^. 
S)ag ©egenftüdC öon ben lateinifd^en bilben bie beutfd^en S^^Ien, l^ier 
muß s au«^ unb g einjpringen. Sitte« ba« fließt toie üon felbft au« 
bem ®efefe, ift babei fo elementar, baß id| e« nid^t weiter verfolgen »iß. 
Die 9(n]|jittfiing (cumulatio) ber Snbiöibuen ift oft eine außer^ 
orbentlid^e. 3c^ toölile im XetiarHrif^en bie Sbnfee öon JRobna, ttjo 
infonber« bie Dftaeber mit Heincn SBfirfelfläd^en 
lel^rreid^ finb. 3)a« Setraebrifd^e ift baran übrigen« 
]o tt)enig au«gebilbet, baß mnn man e« öon öorn 
herein nid^t tt)äßte, man bie 3:)ifferenj ber Dftaeber* 
ftäd|en leicht überfefien tofirbe. S33ir l^aben l^ier 
ba« Stt)itttng«gefe| gtt)eimal angen^enbet: jebe« ber 
^auptinbiüibuen tinf« unb red^t« jeigt Sametten 
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t)oti ttttbegrcnjtcr Qa^ cingefd^oben , wobei bie ®crab^ unb Uttgcrab- 
jfi^Iigcn je einanber parallel gelten; fobann finb biefe &xnppm totcber 
jtt einem ^auptjwiDing öerbunben. Siel^men n^ir bie weisen gtäd^en 
ote ^aupttetraeber, fo bilben bie geftreiften bie ©egcntetraeber. {Re^tS 
rid^tet bann bag §am)ttetraeber feine SJafii^ jur Qmüin%^xenie , linfö 
bag ©egentetraeber, eS l^aben alfo, ttjie tt)iv eS oben an^brücften, 
linfe unb redete f^Iäc^en fid^ angezogen: beim ^neinanbeimad^fen 
muffen ba^er ungleiche , beim 3)urcl^tt>ac^fett gleid^e Xetraeberftäd^en ju* 
fammenfto|en. S)affelbe gilt nun aud^ jeberfeitö k^on ben eingefd^obenen 
£amellen, fie gehören ebenfaUi^ aud jtt)ei Xetraebern 5ufammengefe|ten 
Dftaebern an, bie gonj wie beim ^au^jtjtoißing bie gtäd^en i^re^ Segen* 
tetraeberg ben ^Jläd^en beg §aupttetraeber3 juf eieren, bal^er finb bie 
Sänber an unferer gigur red^ts im toeigen gelbe geftreift, linfö im ge^ 
ftreiften gelbe tod% %m ßwittinge fonnten wir un« bie Dftaeber atö 
©äulen pag. 117 beulen, bie eine gläd^e gemein l^ben unb umgefe^rt 
liegen, ©el^en wir mit biefer SSorftettung |eran, fo bilben bie beiben 
^ouptinbiöibuen je eine ©äule mit entgegettgefe|ter gtäd^enbefd^affenl^eit, 
bie fid^ angejogen ^aben, unb jebc biefer ©äulen jog mit ber freien 
gtäd^e obermal« eine i^r ungteid^ortige ©äule on. 3ft einmal baS ®e* 
fe| erfannt, fo bleibt für ben ©eübtern feine ©d^wierigfeit , baffelbc 
elententav aufäufaffen: wir l^aben ^ier t)ier au8 
linten unb redeten Setraebern gebilbete Dftaeber, 
weld^e fid^ im Äreife mit i^rem fd^arfen ©äulen^^ 
winfet öon 70| @rab an einanber legen, unb bal^er 
im Sljimut^ 4.701=282^ au2füßen. JBeimä^ei^ 
gliebrigen, wo eine Qom fo gern üor^errfc^t, fom* 
men bie golgen be8 ©efefeeS ju il^rer p(^ften ?lu«bilbung, wie Slra^» 
gonit, SBeipiei , Sinarfie« , Äupferglai^ k. beweifen. Ueberaß ^errfd^t 
baffelbe ®efe| unb biefelbe Harmonie. 

SBenn nun fc^on bie Oberfläche ber SSerfd^ränfungen fo öiele bietet, 

fo fteigert fid^ bag nod^ bei S)urd^fd^nitten , woju öfter ber blättrige 

I3ttt4 bei^ ©ranatoeber« genfigenben (SinblidE gibt: man 

fie^t bie garteften fortification^artigen ©treifen t)on 

fenfred^ten üinien burd^jogen, welche ben S^xüxnQ^^ 

ebenen entfprcd^en unb bie 3i*ä^*^i^^f^t ^albiren. 

S)ie 3i(fjadHiniett ge^en ben Dttaeberfläc^en parallel, 

woburd^ eg ben 3lufc^ein befommt, al3 beftänben bie 

©tüdfe aui^ lauter übereinanber gelagerten SBlättd^en. 

ptif SnWUtJmen gehören beim Dftaeber jum t)ollftänbigen ©tjm«' 

metriebilbe. S)enn ba wir öi'er ÄrtiftaHräume j^aben, unb jeber Är^ftatt 

ein« aujiel^t, fo geben biefe mit bem ©entralinbiöibuum bie günfja^t. 

®a fid^ bie Dier Sr^ftaHr »ume ^u jWei ^onen 1/2 unb 3/4 (1/3 unb 2/4, 

1/4 unb 2/3) gruppiren, fo fönnen fid^ nur in jWei fold^en Slic^tungen 

£rei«lager au^bilben, weld^e bie Qßi)l gemä| be« ©äulenwinfel« mög«^ 
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Kd^et SBcife tjcrgröBcrn. 3m titev|Itettt|en Sliftem 
liefert Dorftc^enbeg 9^i^üt\mün%ün MsOi ein ou^gc» 
jctd^nete^ Seifpiel. ^ier jie^cn fid^ bie Är^fMe mit 
i^rem ftumpferen Oftaeber a : c : ooa an, id^ betrad^te 
fie bal^er ote eine ©äulc mit augitartigcm ^aare, tpeld^e 
noid^ bem ®efe|e ber ©c^malbenfd^tDansjtt^illtnge mit 
einonber bertDa(|fen. @d l^oben bann betbe ^itbit)ibuen 
bie ©ättle gemein (untere 0*0*) unb bie augitartigen 
^oare (obere 0*0*) liegen umgefelirt. S)ie« nun auf ben ifunfliiig 

übertragen jeigt, ba§ je jtt)ei ©öulenflä^en 
ber on 0* angelagerten Oftaeber j[e einer biefer 
Oftaeberf(äd^en 0* parallel gelten mitffen: eS 
muffen bal^er j. S3. bie unterhalb 4 . 4 f ol^ 
genben ©äulenfläd^en ben gegenfiberliegen* 
ben 0*1 paraöel gelten, ebenfo 5.5 ben 
gegenüberliegenben 0*1 ; beibe 4 unb 5 gelten 
qI]o ber 1 parallel, ba^er muffen bie 
©äulcn öon 2 . 3, 3.4, 4.5, 5.2 einfpielen, 
bit @egenfpi|e beS centralen Oftaeber« 0' 
bitten, unb bamit fünf 3nbtbibuen abjc^Iiefeen. S)ag öiergliebrige ©^ftem 
ift burd^ feinen günfling wieber gur mergliebrigen Orbnung jurüdf* 
flefü^rt. 

«iHpfetfte8, toeld^eiJ burd^ feine SBinfel bem ^Regulären fo na^e 
fte^t, jeigt bem entfprec^enb and) ^öufig bie gteid^en ^tt^ißinge: fie ^aben 
bie glod^e beS ^auptoftaeber« gemein unb liegen umgefelirt. 3)ie Ofta« 
eber jeigen babei eine entfd^iebene Sieigung jum 2etrad)rifc§en. 2)er 
Xfieorie gemäg muffen, toenn man auf Oftaeber SluBunb ®iug fd^reibt 
unb l^albirt, nad^ ber ©re^ung fid^ 9lutt unb @in§ gegenüber liegen: 
auf griebrid^ .Sfiriftian in ber toilben ©d^appad^ auf bem ©c^marjwalbe 
famen einfache ^toißing^fr^ftalle t)or, »oran beutlid^ bie cntgegengefeftten 
Jetraeber,^ tuie bei obiger SIenbc il^re glätten gegen einanber fe|ren. 
S)ie SfSnfKiige oon 9?euborf auf bem Unter^arje l^aben jtoar nur fe^r 
fd^toad^ cinfpringenbe SSinfef, aber beftimmt genug, 
um ju jeigen, bag bie einfachen Oftaeber (25itetra« 
eber) nid^t regulär fein fönnen. 3)a bie Äupfer* 
fieöoftaeber nid^t fc^ärfere, fonbern ftumpfere(109^ 
53') Snbfanten afe ba« reguläre Oftaeber l^aben, 
fo foUte man analog bem ©d^arfmanganer}, an^^ 
fpringenbe SEBinfel ertoarten, bie man aber nur 
öu^erft feiten tt)al^rnimmt. SBir befommen bal^r, 
entgegen bem ©d^arf manganerj , immer bie anbere ©eite jU (Sefid^t, 
benn e« mufe ja, »a« auf ber aSorberfeite augfpringt, auf ber ^inter^^ 
feite einfpringen. ©o fönuten aud^ beim ©d^arfmangan einmal gunbe 
erfd^einen, too alle S93infel auf ben 3^iIIingSebenen au^fpringen würben. 
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JBci S^etracbrifd^en ift bann nod^ bic loeitere gragc, ob in bcr BtotllingS* 
grenjc fid^ gfetd^arttgc ober unglcid^artige gläd^cn gegenüber liegen. 
yiaä) ber 3;i^eoric mft|ten e^ aud^ l^ier ungteid^ortige fein , bagegen f)at 
eö bei ben Sieuborfern ben Slnfd^ein, atö tt)enn fie gleid^artig toären. 
SBoQte man ba^ bnrd^ ^emitropie ju ©tanbe bringen, fo müßten bie 
Dltaeber (S)itetraeber) bei il^rer ^araUeütät fo fielen, ba§ bag eine 
feine 5RnQ l^inioenbet, tt)o bag anbere feine @ini^ i)at 3n biefer @tel* 
iung iim bie S^ißi^Ö^öje gebrel^t, toelc^e fenfred^t auf bie 3^^ßi^9^* 
ebene (a : ooa : c) fällt, liegen in ber ^tt^ittingötante gleid^artige gläd^en 
\iä) gegenüber. ^&x ben 2RineraIogen ganj nnertoartet fommt bie @nt 
becfung be^ $r. öom Slatl^ (awonatsber. ^ni ma\>. 1872 pag. 623) am &en^ 
dt, ber feiner biagonalen ©treifung nad^ nid^t me^r jum regulären, 
fonbern jum t)iergliebrigen ©^fterne gel^ört. Dl^ne biefe günflinge tt)ürbe 
man noc^ lange auf ber alten Änfid^t be^arrt fein. 

8lud^ baS Sretg(ie)inge jeigt ä^nlid^e ßumufationen, aber l^ier ift 
natürlid^ bcr Äreii^ fd^on mit tjier 3nbit)ibuen gefd^Ioffen, toot)on ber 
Zetta)il|ilttt feinen SBamen erhielt. 5)ag Siefultat bat)on ift njieber eine 

breigliebrige Drbnung, benn würben fid^ bic 
Stätterbrüd^e O^O^Ö'^ auSbe^nen, fo gäben fic 
ein tjottftänbigeg SR^omboeber. SBenn tt)ir 
ba^ Sl^omboeber f = ^a' : ^a' : ooa : c afö 
ba^ erfte fd^ärfcre anfe^en, fo muß bag ^anpU 
r^omboeber a : a : ooa : c beffeii (Snbfanten 
gerabe abftumpfen. ©ie Subfanten ber t)ier 
^auptr^omboeber liegen aber fo, ba§ bie ber 
brei ©eiteninbioibuen mit je einer be§ ßentrafc 
inbiöibuumg in eine %lni)i fallen, bie „S^f^ninicnfelungSfläd^en", »elc^c 
ben brei Sinien f Vf, f */f, f'/f corref^jonbiren , ftel^en fenfrc4t gegen bic 
glud^t ber ©nbfanten beg ^auptrl^omboeberg , bie brei ^nbioibuen ht^ 
finben fid^ ba^er gegen ba^ mittlere in ber genjöl^nlid^en ßwißingg^ 
fteßung: b. f). fie l^aben bie gläd^e be« näc^ften ftumpferen SH^ombo«^ 
eberg gemein, unb liegen umgefe^rt. ^lel^nlid^e ©ruppen finben fi^ beim 
3lotl^güIben ^c. S3eim 3)oppeIfpat]^ , tt>o aud^ an aßen brei gnbfanten 
fold^e 3tt)ittinggerfd^einungen öorfommen, toieberl^olen fic^ bk Snbiüibuen 
in jal^llofen Streifen, toobei bann, h)ie immer, bie gerab* unb ungerab=* 
jäl^Iigcn paraHel liegen. 

®cr einfädle ^^ißing gibt baüon eine jttjeigtiebrige Orbnung, benn 
t)on ben 2.3=6 Stätterbrüd^en fallen je jttjci jufammen, toir l^aben 
alfo im ©anjen nod^ öier. SKerteürbiger SBeife ijai ^r. 5ßrof. ö. 9leufd§ 
(monamev. »ed. 2ifab. 1867 pag. 223) folc^c ^wiaingglamcaen fünftUd§ . 
burd^ 2)rudE erjeugt, jum Z^til fo täuf(^enb, bafe man öerfuc^t ttjirb, 
eine SKengc fold^er S)inge burd^ med^anifc^en (äinffufe ju erWären. «ber 
ba§ bie Statur babei aud^ freier öerfa^re, jeigen namentlid^ unfere Su* 
mutotionen, bic im 
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Vnttmon tl^rcn ^üf^mpmtt crrcid^cn. ©enn bort liegen nid^t tiur 

an bem ecntralinbtoibuum 1 bic brei 
SRebenftücfe 2, 3, 5 mit einer il^rer 
(bi(f9ejcid^neten)Santenben®nbfattten 
k parallel ober in eincj 5Iu(^t, wäl^s^ 
renb jugleid^ jtuei Sr^ftaQräume, 
mlä)t biefe Äante bilben, einfpiegeln, 
fonbcrn bai^ Snbtoibuum 2, beffen 
©nbecfe nad^ au§en faßt, wie bie 
brei 5)oppeIIimen onjeigen foDen, 
jiel^t ttod^mate bie ©tücfe 4 unb 6 mit einer gnblante unb beren jttjei 
Seiten in eine gl«^*- ®i^ fcd^g ©tüde bilben anf biefe SBeife ttjieber 
eine jttjeigtiebrige Drbnnng, bcnn fteßen tt)ir bie beiben Äonten kk 
l^orijontal, fo muffen linfö (1256) unb red^tg (1234) baöon bie ebenen 
bei gel^öriger Stu^füElung je ju einem einjigen ©piegel jnfammenfliegen; 
ebenfo bie giäc^en Dorn (135) nnb hinten (246). tSg finb bie t)ier 
gläd^en eine^ Dblongoftaeberg. Siel^men tt)ir bagegen bie 3nbit)ibnen 
4 unb 6 l^craug, fo fiaben wir biefelbe breigliebrige Drbnung, wie bei 
obigem 2;etrab^mit, nur ba^ ie|t an bie ©teUe ber fd^ärfetn bie §aupt* 
r^omboeber getreten finb. 

3n foI(^en Kumulationen liegt unt)erlenn6ar ein Seftreben ber 
S)inge; nac^ gewiffen ©eiten l^in in ein möglid^ft f^mmetrifdpeg ©leid^* 
gewid^t jU gelangen, namentlid^ wenn eg einfeitig burd^ ä^^Qi^Ö^^i^^^^S 
geftört ift. 3)ag fül^rte bann SSeiß weiter auf bie 

Sltutitit (f^igog %f)til). greüic^ barf man eö bobei mit ben 
SBinfeln nid^t ju genau nel^men, fonbern mujs etwa fo freigebig fein, 
wie ber Gl^emifer beim SfomorpJ^i^mu^, aber bann ift eg aud^ eine 
jd^Iagenbe ©rfd^einung, bie tief in bie Drganifation ber SKaterie einju^^ 
greifen fd^eint. ©g machen ba^ befonber^ bie Är^ftaUifationeu beS 
fireujfteing unb ©taurolit^g Mar. 

S)er jlrtttsfltitt würbe fd^on öon SBei^ (^m^ 2ef}tJ>.mmtai isee 
»b. III pag. 240) beftimmt für einen B^^ißing erllärt, 
gu einer ßeit, wo ber äReifter im gac^ ^au^ nod^ 
nic^t gang entfd^ieben war. 2)a nun bie SSäintel P/P 
nur unwefentlic^ öon 120^ abweid^en, unb s/s über 
bem blättrigen Sru^e q fid^ bem S^etraeberwinfe! öon 
70^ 30' näl^ern, fo gab SBeig unfern öermeintlid^ ein* 
fa^en Är^ftaß gerabeju für ein regulärei^ ©ranatoeber 
aug, beffen eine glä(^e q burd^ i^re SBtättrigfeit fid^ 
öon ben übrigen fünfen beftimmt unterf d^eibe , unb 
bamit bem tr^ftaUe eine l^ectoebrifd^e (fei^ftelfläd^ige) 
eigenfd^aft aufpräge, ^ectoebrifd^ finb aud^ bie glä^ 
d^en s, wcld^e bie Oranatoeberfanten gcrabe abftumpfen, 
unb bamit bem Seucitoeber angepren. Srft in unfern 




28^ 



Digitized by 



Google 




442 SRctoebtie: Äreugftein. 

fetten ^at §r. 3)egcl0tjeauj (Compt. rend. 1866 tom. 66 pag. 199) opttfd^ 

nac^getoiefcn, ba% ber ffir^ftatt nid^t cinfad^, fonbcrn berettö ein S^^iöing 
öon jtt)ei jtoeiunbcingliebrigcn Snbimbucn fei, bic fi(^ mit i^rem 85Iätter*. 
bruc^ tt)ic beim getbfpat^ gegenüber gelegt nnb burd^ttjad^fen ^aben, fo 
ba§ bie öorbere Dberfeitc PsP i^r ©egenftüdf unten tjinten, unb bie 
üorbere Unterfeite oben tjinten burd^ Äreujung l^ert)ortreten lägt, njie 
bie feberartige ©treifung auf o betoeift, bie erft burd^ bieje ©ntbedung 
i^re richtige 'Deutung fanb. Die bur(^ s gerabe abgeftumpfte 2 + U 
gliebrige @äule P/P mißt 120® V , fommt olfo bem ©ranotoeber aug=« 
nel^menb nal^e. S)er gewö^nlid^e Ate« jatoiUttig , tt)obei bie feberartige 

©treifung o fid^ bem SÖIätterbrud^ q 
parallel legt, unb ttjoran SBeig juerft 
ba^ S^iQi^Ö^^^^^äftniB erfannte, ift 
bemnad^ f(^ott ein SSierling, analog bem 
SSierlinge be8 gelbfpatl^eg pag. 418, 
tt)eld^er eine öiergliebrige Drbnung l^in^ 
ftettt. S)er gelbfpatfi bringt e^ aber 
nid^t weiter, ttJä^renb Äöl^Ier (Ueber bic 
SlaturgefdSf. beS Äreujftein«, ©dSfult)to0tamm. 
»eriin 1831) auf einer ©tufe t)om ©amfon 
bei Slnbrea^berg an nebenftel^enbem brei= 
fad^en SSierling, ber 4 QoU groß fid^ faft ringsum betra(^ten Iie§, bie 
reguläre Drbnung juerft nad^toieg. 3^ar l^atte fd^on 5ßrofector SBernc« 
find (®ii6ett§ ^mai 1824 SBb. 76 pag. 185) auS ben ^o^Iräumen be« 
äRanbdfteineS öon Sinnerobe bei ®ie§en breifad^e einem red^tminflid^en 
SlEenlreuje äl^nlid^e öierfeitige ©trauten mit je t)ier Sll^ombenpd^en am 
@nbe nad^gettjiefen , allein biefe t)ätte man bei il^rer S)ünne unb Un* 
beutlid^Ieit mit aSernefindE noc^ für S)rittinge galten fönnen, bie bei bem 
ÄaHfreujftein (^ß^ißipfit) in ben öutfanifd^en ®ebirg«arten öon ©eutfd^:' 
lanb unb Statten gar feine ©eltenl^eiten finb. 3e|t toat ber ©ed^Sting 
ertoiefen, burd^ i^n gteid^t fid^, um bie SBortc Äö^Ier^ ju gebraud^en, 
„bie innere ©tructur ju ber bem regulären X^puö gel^ord^enben ©^m=* 
„metrie an§, bie ©pattunggrid^tungen in ben ©äulenftäd^en fallen in 
„bie giäd^enrid^tungen be§ ©ranatoeber^." SBenn nun aud^ jefet bie 
©a(^e burd^ SJegctoigeauf ju einem 3^ölfling erl^oben ift, fo änbert bag 
in ber ©runbanfd^auung nid^tg, tt)ir muffen bann bloiS nod^ einen ©d^ritt 
toeiter gelten, unb ftatt ber ^ectoebrie eine a)obefaebrie annel^men, benn 
aud^ bie Seucitoeberfläd^e s toirb in biefem gaUe ein gtüölftet, furj bag- 
paarige ©^[tem l^at fic^ ju einem ^^ö^P^arigen , jur ^öd^ft möglid^en 
©^mmetrie erhoben, ©elbft nad^ ben fd^ärfften SÄeffungen fd^einen bie 
fec^g blättrigen »rüd^e ein tabelfreieg ©ranatoeber ju bilben, wä^renb 
bie gläd^en P nid^t genau in ba^ SRiöeau fallen fönnen, fonbern läng« 
il^rer beiben diagonalen nad^ ?lrt beg ^^ramibengranatoeberg gefnidft 
fein muffen. SSerftedfter liegt bie ©ad^e jwar beim 



Digitized by 



Google 



TtetotMt: ^tautolitl^. 



443 



lÄJ/ 



StmiroIHI, aber um fo ingeniöfer toax bie Sßetg'fd^e Deutung 
feiner ä^iÖingc (^hJ}. ©err. «lab. 1831 pag. 313). gr ging 
bobet öon bcr anfid^t auS, bo§r/r fid^ über ber ©crabcnb«» 
fläd^e P unter bem letraeberwinfet öon 70^ ®rab unb bie 
©äuten M/M unter 129® 31' bem SBinfel be8 Seucitoibe« 
a : a : 4a fd^neiben, bann würben lefetere beiben »ieber ein 
©ed^ftel bc« gangen ßeucitoibe« bilben. aber aud^ bie btu 
ben r tt)ärben a(^ ein ©ed^ftel bei^ gemül^nlid^en Seucitoeber^ 
a : a : ^a angefel^en »erben fönnen, unb ba o unb P bifferente gläc^en 
pnb, fo hjären fie ebenfaQS je ein ©ed^ftel öom ©ranatoeber, furj äße 
^ectoebrifd^. Um nun bie beiberlei 3^iÖitt9^' ^^^t* «"*> fd^iefwinflid^ 
gefreujte, ju begreifen, mu§ man fie in gel^öriger ©teöung mit ber 

l^ctoebrifd^en ®ranatoeberftäc^c o auf ein öoö* 
ftänbiged @ranätoeber legen, bann n^ärben, 
n^enn aUe fed^^ 3nbit)ibuen burd^ einanber 
Wüd^fen, bie o unb P ein öottftänbigeg @ranato*= 
>eber, bie r ein Seucitoeber unb bie M ein 
ßeucitoib geben, bem Äreujfteine gang analog. 
3)a^ ift nun jwar bis ie|t nod^ nid^t fo t)oQ* 
ftonbig öorgefommen, allein toenn je gtoei 
(1 unb 3, 2 unb 5, 4 unb 6) in biefer be* 
ftimmten Sage mit einanber öerttjüd^fen , fo gäben fie ben getoöl^nlid^en 
3toiöing, wobei fid^ bie ^aupta^en b. f|. bie ©eitenfanten M/M re^t=* 
toinflid^ Ireitjten. Der ungetoö^nlid^re fd^ieftoinHid^e crfd^eint bagegen, 
toenn jwei einer ©ranatoeberfante anliegenbe, j. 85. 1 unb 2, 2 unb 3, 
3 unb 4 :c. fid^ frcujen, eg lommt bann eine fo eigentbümlid^e'aSer* 
fd^ränfung jum SSorfd^ein, bie faum auf eine anbere SBeife, ate nad^ 
ber 833ei6'fc|en Änfd^auung, begriffen toerben fann, wie id^ bai^ fd^on 
im ^anbbud^e ber SWineralogie 1855 pag. 236 auSeinanber fefetc. $r. 
Dberbergrat^ t). SBcbgf^ (^ogg. sinnar. «b. 118 pag. 249) i)at biefen 
fd^wierigen Shilling auSfü^rlid^ be^anbelt.- 
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